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|}as  Gesetz  der   elektrischen  Wirkung,    welches   in   der  ersten 
Abliandlung     über    Elektrodynamische    Maassbestimniungen     (Leipzig 
18 -iß     ausgesprochen  worden,    ist   von  verschiedenen  Seiten  geprüft 
und   mehrfach  abgemindert,   auch   zum  Gegenstand   allgemeinerer  Be- 
trachtungen  und  Speculationen  gemacht   worden,   die   noch   keines- 
\vei>:s    als    abgeschlossen    anzusehen     sein    dürften.       Die    folgende 
Al>hiin(llung  beschränkt  sich  im  ersten  Abschnitte  auf  feine  Erör- 
ItMHin^  d(*s  Verhältnisses  dieses  Gesetzes  zum  Princip  der  Erhal- 
lunir    der  Energie,    dessen    grosse   Wichtigkeit    und    Bedeutung 
besonders  in  der  mechanischen  Wänuetheorie  h(?rvorgetret<in  ist.    Da 
l>oliauptet  worden  war,   dass  jenes   Gesetz   mit  diesem  Principe    im 
Wiilersi)ruch    stunde;    so    ist   nachzuweisen   versucht    worden,    dass 
kein    solcher  Widerspruch    statt   linde.     Jenes  Gesetz  gestattet 
vielmehr,  dem  Princi[)e  der  Erhaltung  der  Energie  noch  einen  Zusatz 
beizufügen,    und   dasselbe   so    umzuformen,    dass   seine    Anwendung 
auf  jedes  Paar  von  Thei leben  keineswegs  blos  auf  die  Zeit  be- 
schrankt ist,    wo   ein  solches  Paar  durch  andere  Körper  weder  Ge- 
winn noch  Verlust  an  lebendiger  Kraft  erleidet,  sondern  immer  gilt, 
imabhüngig  von  den  mancherlei  Beziehungen,  in  welche  beide  Theil- 
clien  zu  andern  Köq)ern  treten  können. 

Ausserdem  wird  im  zweiten  Abschnitte  noch  eme  Anwen- 
dung jenes  Gesetzes  auf  die  Entwicklung  der  Bewegungsgesetze 
zweier,  blos  ihrer  Wechselwirkung  überlassenen,  elek- 
trischen Th eilchen  gemacht.  Führt  diese  Entwickelung  direct 
auch  zu  keinen  Vergleichungen  und  exaclen  Prüfungen  mit  vorhan- 
dener Erfahrung,  was  der  Grund  ist  warum  sie  bisher  wenig  Be- 
achtung gefunden;  so  führt  sie  doch  zu  manchen  Resultaten,  welche 
als   Leitfaden    bei   Erforschung   der   Molecularverhältnisse   und 
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MoleciilarbeweÄ^ungen  tlor  Körper,  die  so  grosse  Bedeutung 
für  Chemie  und  Wärmelehre  gewonnen,  wichtig  erscheinen,  und  in- 
teressante Beziehungen  in  diesen  noch  dunkeln  Gebieten  der  weite- 
ren Forschung  darbieten. 


Ueber  das  Verhältiiiss  der  elektrischen  Gesetze  zu 
dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie. 

1. 

Elektrische   Theilc/ien  und  elektrische  Massen, 

Man  bezeichnet  Theilchen  des  positiven  und  des  negativen  elek- 
trischen Fluiduras  mit  denselben  Buchstaben,  z.  B.  mit  e  oder 
e'  u.  s.  w.,  legt  aber  e  oder  e  ,,,  einen  positiven  oder  negativen 
Werth  bei,  jenachdem  das  Theilchen  dem  positiven  oder  negativen 
Fluidum  angehtirt. 

Wird  die  messbarc  Abstossungskraft  des  ersten  Theilchens 
e  auf  ein  ganz  gleiches  Theilchen  e  bei  der  mess baren  und  be- 
harrlichen Entfernung  r  mit  /'  bezeichnet,  ferner  die  mess- 
bare Abstossungskraft  des  zweiten  Theilchens  e  auf  ein  ganz 
gleiches  Theilchen  c  bei  derselben  Entfernung  r  mit  f'\  so  wird 
+  ryf  als  Grössenw  erth  von  e^  und  +  vYf  als  Grössen- 
werth  von  e  genommen,  wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
gilt,  jenachdem  das  Theilchen  dem  positiven  oder  negativen  Fluidum 
angehört.  —  Der  Messung  der  Kräfte  /*,  f  wird  dabei  das  in  der 
Mechanik  festgesetzte  KrUflemaass  zum  Grunde  gelegt,  nämlich  die- 
jenige Kraft,  welche  wenn  sie  auf  die  in  der  Mechanik  festgesetzte 
Masseneinheit  (Milligramm)  wirkt,  dieser  Masseneinheit  in  der  Zeit- 
einheit die  Einheit  der  Geschwindigkeit  ertheilt.  —  Die  Ab- 
stossungskraft der  beiden  Theilchen  c,  e\  während  ihre  Entfer- 
nung r  unverändert  bleibt,  ist  dann,  dem  elektrostatischen  Ge- 
setze gemäss, 

rr 

Ein  negativer  Werth  dieses  Ausdrucks  bedeutet  Anziehungskraft. 
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Bei  dieser  Bezcichnuni^sweise  der  Thoilchcn  der  elektrischen 
fluida  haben  mm  p,  e  nicht  die  Bedeiituni<  von  Massen,  im  Sinne 
der  Mechanik,  wie  man  schon  daraus  ersieht,  dass  c,  e  bpid  posi- 
tive, bald  negative  Werthe  haben  können;  doch  stehen  die  Werthe 
von  e,  e  mit  den  Massen  der  Theilchen  in  naher  Beziehung.  Be- 
zeichnet man  nämlich  die  Massen  der  Theilchen  e^  e  (im  Sinne 
der  Mechanik,  vvona<*h  die  Masseneinheit  [Milligramml  durch  die 
Masse  eines  ponderabelen  Körpers  gegeben  ist,  und  verschiedene 
Massen  untereinander  verglichen  werden  nach  Proportion  der  reci- 
proken  Beschleunigungen,  die  ihnen  von  gleicher  Kraft  ertheilt  wer- 
den mit  /t,  f ,  die  stets  positive  Werthe  haben  ;  so  ergiebt  sich  für 
positive  Werthe  von  f\   e 


e  c' 


f  «'  ' 


für  negative  Werthe  von  c,  e 

^  =  4  =  ft, 

WO  a  einen  bestimmten  positiven,  h  einen  bestimmten  negati- 
ven Werth  hat.  Ob  hierin  aa  =  bb  sei,  oder  in  welchem  Verhält- 
oLsse  aa  zu  bb  stehe,  ist  bisher  ebensowenig  ermittelt  worden,  wie 
der  Zahlwerth  von  a  oder  b  s(»lbst.  —  In  vielen  Fallen  ist  die  elek- 
trische Masse  «  an  eine»  ponderabele  Masse  m  so  gebunden,  dass 
sie  ohne  dieselbe  gar  nicht  bevv(»gt  werden  kann,  wo  dann  nur  die 
Gesanunlmasse  m  +  e  in  Betracht  kommt  und  6  gewöhnlich  im  Ver- 
gleich mit  m  als  verschwindend  betrachtet  werden  kann.  Es  kom- 
men (iaher  die  Massen  £,  t   nur  selten  in  Betracht. 

Man  unterscheidet  nicht  immer  auf  die  angegebene  Weise 
zwischen  den  Theilchen  c,  c  und  ihren  Massen  6,  ^',  sondern  ge- 
braucht oft  die  Zeichen  der  Theilchen  e,  e  auch  für  die  Massen, 
wobei  jedoch  zu  bemerken,  dass  dann  von  den  Vorzeichen  von  e,  e 

m 

aljges<?hen  werden  muss.  Die*  Weglassung  der  Faktoren  a  und  fc, 
welche  unl)ekannt  sind,  ist  immer  gestattet,  wenn  es  sich  nur  um 
relative  Werthbestimmungen  von  Massen  der  positiven  oder 
der  negativen  Elektricität  handelt. 


Das  Gesetz  der  elektrischen  Kraft 

Das  Gesetz  der  elektrischen  Kraft  ist  in  den  »Elekti-o- 
dynamischen  Maassbestinmuingen«,  Leipzig  18i6,  S.  119  auf  folgende 
Weise  ausgesfirochen  worden  : 

Bezeichnet  man  zwei  elektrische  Theilchen  mit  e  und  e\ 
so  wird  die  von  beiden  Theilchen  aus  der  Entfernung  r 
auf  einander  ausgeübte  abstossende  Kraft  dargestellt  durch 


ee^  /  j 4    ^Z!!  j_   ^  ^^\ 

rr    \  cc    dfi  "■"    cc  dt^J  ' 


wo    c    dieselbe    Omsiante    ist,     welche    a.  a.  0.  mit   —bezeichnet 

a 

worden  ist. 

Dieser  Ausdruck  für  die  Kraft,  welche  tue  Theilchen  e  und 
e  wechselseitig  auf  einander  ausüben,  ist  aber,  wie  man  leicht  über- 
sieht, von  einer  Grösse  abhängig,  welche  die  zu  bestinnnende  Kraft 
selbst  als  Faktor  enthalt.     IVlan  erkennt  dies   leicht,    wenn   man   die 

relative  Beschleunigung  der  beiden  Theilchen ,   nämlich  -^ ,   in   zwei 
Theile  zerlegt, 

ddr  ddr'     .     ddr" 


dfi  dl^    ^^     dfi 


^ 


wovon  der  erstere  Theil  -^  diejenige  relative  Beschleunigung  ist, 
welche  von  der  Wechselwirkung  beider  Theilchen,  der  letztere  Theil 
-T^  dagegen  derjenige  Theil,  welcher  von  anderen  Ursachen  (näm- 
lich von  der  vorhandenen  auf  r  senkrechten  Bewegung  der  Theil- 
chen, und  von  den  Wechselwirkungen,  in  denen  sie  mit  andern 
Körpern  stehen)  herrührt.  Der  erstere  Theil  nun,  welcher  von  der 
Wechselwirkung  beider  Theilchen  herrührt,  ist  der  von  dieser  Wech- 
selwirkung herrührenden  Kraft  proportional  und  wild  durch 
den  Quotienten  dieser  Kraft  und  der  Masse,  auf  wcilche  sie  wirkt, 
dargestellt. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wie  a.  a.  ü.  Seite  168  gezeigt  worden, 
leicht  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Kraft,  die  die  Theilchen  e  und 
e   wechs(*lseitig  auf  einander  austiben,   welcher  nur  Grössen  enthält, 
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die  von  der  zu  bestimmenden  Kraft  unabhängig   sind ,   nämlich 
der  Ausdruck 

ee' 


—  (\  —  J_^*  +  !lA 


TT (c-He 

wo/'=-jp-  gesetzt  worden   ist,   oder,   wenn   man  die  elektrischen 

Theilchen  e  und  e  von  ihren  Massen  £  und  b  auf  die  im  vorigen 
Artikel  angegebene  Weise  unterscheidet  (was  a.  a.  0.  nicht  geschehen) 
der  Ausdruck 


*  +  *'     ,1  cc  dfi  '^  cc  J  ' 


cc        (t' 

Es  ergiebt  sich  hieraus  nun,  dass  das  Gesetz  der  elektri- 
schen Kraft  keineswegs  so  einfach  ist,  wie  von  einem  Grundge- 
setz erwartet  wird ;  dasselbe  erscheint  vielmehr  in  zwei  Beziehungen 
besonders  verwickelt. 

Erstens  nämlich  geht  aus  diesem  Ausdrucke  der  Kraft  her- 
vor, wie  a.  a.  0.  schon  bemerkt  worden,  dass  die  Kraft,  welche 
zwei  elektrische  Theilchen  auf  einander  ausüben,  nicht  ausschliess- 
lich von  diesen  Theilchen  selbst,  von  ihrer  Entfernung  und  relativen 
Geschwindigkeit,  sondern  auch  von  dem  mit  f  bezeichneten  Theile 
ihrer  relativen  Beschleunigung  abhängt,  der  zum  Theil  von  an- 
dern Körpern  herrührt.  Auch  ist  bemerkt  worden,  da  die 
von  zwei  Körpern  auf  einander  ausgeübten  Kräfte,  wenn  sie  von 
der  Gegenwart  eines  dritten  Körpers  abhängen,  von  Berzelius 
mit  dem  Namen  kat.aly tischer  Kräfte  bezeichnet  worden  sind, 
dass  hienach  die  elektrischen  Kräfte,  allgemein  betrachtet,  ka- 
lalytische  Kräfte  seien. 

Zweitens  ergiebt  sich  aus  demselben  Ausdruck  der  Kraft 
noch  ein  anderes  merkwürdiges  Resultat,  dass  nämlich,  wenn  die 
Theilchen  e  und  e   gleichartig  sind,  dieselben  keineswegs  ein- 

ander  immer  abstossen,  sondern,  wenn  ^  <  cc  +  är/* ist,  nur 

so  lange,   als  r  >  — *— *- cc'  ist,  dass  dagegen  Anziehung  eintritt, 

wenn  r  <  —  '-^  ee  . 

^   cc      «' 

Eine  Ausnahme  hiervon  findet  nur  in  dem  Falle  statt,  wenn 
/r  —  2  -~^^  ^  j  ,  was  immer  Faktor  des  Nenners  ist,   zugleich  auch 


Faktor  des   Zählers  wird.     Dieser   Fall    tritt   ein,    wenn    die    heidr 
elektrischen  Theilchen  in  beharrlicher  relativer  Ruhe  sich  hi 

linden,  so  dass  ^^  ss  0  und  -r^,  =:  {)  ist. 

at  (11' 

Der  obig(i  allsjenieine  Ausdruck  der  Kraft  geht   nämlich,   wein# 
^  5=  0  ist,  über  in 


V  6«  CC  ) 

w  oraus  durch  Division  mit  der  Masse  ^  ^,  derjenige  Theil  der  Be- 
schleunigung gefunden  wird,  welcher  von  der  von  beiden  eh^ktrischoa 
Theilchen  auf  einander  ausgeübten  Kraft  herrührt,  nämlich 

(c  -h  e')  ee'  •  / .    .    J  r  A 

€ar[r  —  2  —  ,- )      ^  ^ 

Fügt  man  hiezu  den  andern  Theil  der  Beschleunigung,  nämlich  /', 
welcher  aus  der  vorhandenen  Bewegung  der  Theilchen  senkreclit 
gegen  r,  und  aus  der  Einwirkung  anderer  Körper  sich  ergiebt;  so 
erhält  man  die  ganze  Beschleunigung,  nämlich 


ddr         /.    , 

ST  — /  "•" 

£6 


\  es        CC  J 


welche   bei   beharrlicher   relativer  Ruhe  ^0    ist.       Hieraus 
folgt,  bei  beharrlicher  relativer  Ruhe, 

Wird    dieser    Werth    für   f  im    Ausdrucke    der    Kraft 


sobstituirt,  so  verwandelt  sich  letzterer  in 

?fL <  /'r_9  '  +  *'    «''^ 

r^r  -  2  *-t_*'.  ,  «»Ä  ■  »■  V         '^     "'    ■  cc; 

V  <«'  CC/ 

Man   sieht  also,    dass    im   Falle   beharrlicher   relativer  Ruhe 
der  Faktor  (r  —  2   --  •  — )  dem  Zähler   und    Nenner  ü;emeinschaft- 

\  It  CC  /  ^ 

lieh  ist.     Der  von   diesem  Faktor   unabhängige».  Werth    des   Quotien- 
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tcn,  nämlich  — ,  giebl  hienach  für  den  Fall  beharrlicher  re la- 
ll ver  Ruhe  den  Ausdruck  der  Kraft,  in  vollkommener  Ueberein- 
stiniinung  mit  dem  elektrostatischen  Grundgesetz^,  wonach 
iViese  Kraft  für  gleichartige  Theilchen  bei  allen  Entfernungen 
einen  positiven  Werth  behalt. 

3. 

ßd«  Gesetz  des  eleklrischen  Polenlials, 

Der  vorhergehende  Artikel  beweist,  dass  das  Geseitz  der 
rloklrischen  Kraft  in  zwei  Beziehungen  von  sehr  zusammenge- 
selzler  Art  ist,  nämlich  erstens  in  Beziehung  darauf,  dass  die  Ab- 
slossungskraft  zweier  elektrischen  Theilchen  abhängig  ist  von  Dingen, 
die  weder  zum  Wesen  der  Theilchen,  welche  die  Kraft  auf  einander 
ausüben,  noch  zu  ihrer  gegenseitigen  Lage  im  Räume,  noch  zu  ihrer 

vorhandenen  relativen  Bewegung  gehören,  nämlich  von  andern  Kör- 

« 

pern;  zweitens  in  Beziehung  darauf,  dass  zwischen  denselben  Theil- 
chen, zwischen  welchen  in  einigen  Entfemungen  Abstossung,  in 
andern  Entfernungen  Anziehung  statt  finde. 

Im  Vergleich  mit  diesem  complicirten  Gesetze  der  elektri- 
schen Kraft  ist  das  Gesetz  des  elektrischen  Potentials 
viel  einfacher. 

Der  Werth  des  Potentials  V  zweier  elektrischen  Theilchen 
e,  e  ist  nämlich,  wie  schon  in  Poggendorffs  Annalen  1848.  Bd.  73, 
S.  229  von  mir  ausgesprochen  worden  ist,  durch  folgendes  Gesetz 
l)eslimmt.  nämlich 

r  \cc     dfi  ) 

Beachtet  man  nämlich,  dass  r  sowohl  wie  -^  für  die  beiden  Theil- 
chen (?  und  e  zu  verschiedenen  Zeiten  verschiedene  Werthe  haben, 
beide  also  Functionen  der  Zeit   sind;    so   ergiebt   sich   daraus,   dass 

-^  auch  als  eine  Function  von  r  betrachtet  werden  dürfe,  welche 
mit  /r  bezeichnet  werden  soll.     Man  erhält  hiernach 

foU^lich  durch  Ditlerentiation  den  Ausdruck  der  Kraft 


10  WiLHEui  Weber, 

<'^'  _   _  ««7*         /r  i  _   A  J-  9   **'      fr      ^f^ 

oder,   wenn  darin  wieder  ^  ftlr  fr  gesetzt  wird, 


rr\  cc'  dfi 


^  ee'l-  4     dr^    .     Jr    rfr        A-, 


dV 
dr 


ee' 

r 


dr         rr  \  cc  '  dfi  cc  '  dt  '    dr 

wofür  geschrieben  werden  kann 

ee'/. 4_dr^  tr     ddr\ 

rry  cc  dl'i    "■"  vc  '  dfi  J  ' 

Man  sieht  hieraus,  dass 

-(-•S-0 

'  \cc     dfi  ) 

eine  Function  ist,  deren  Differentialquotient  nach  r  die  Abstossungs- 
kraft  der  beiden  Theilchen  t*  und  e   darstellt ,  wenn  r  ihren  Absland 

und  ^  ihre  relative  Geschwindigkeit,  als  Functionen  der  Zeit  be- 
trachtet, bezeichnen.     Da  nun  ^  (~-    % —  |  )  =  0   wird,    wenn    e 

'  r  \cc      dt*-  J  ' 

und  e  sich  unendlich  weit  von  einander  entfernen;  so  ist 
V  ( cc  d^  —  V  ^^^  Potential  der  elektrischen  Theilchen  e  und  e;', 
d.  h.  die  Arbeit,  welche  verrichtet  wird,  wenn  die  beiden  Theil- 
chen, unter  Einwirkung  ihrer  Abstossungskraft ,  aus  unendlicher  Ent- 
fernung bis  zur  Entfernung   r  genähert,  hier  mit  der   relativen   Ge- 

schwindigkeit  ^^   anlangen.*) 

Es  geht  daraus  zugleich  hervor,  dass  die  Arbeit,  welche  bei  der 
Ueberführung  eiuQs  Systems  von  Theilchen  e,  c,  aus  einer  gewissen 
Lage  und  einem  gewissen  Bewegungszustande,  in  eine  andere  Lage 
und  in  einen  andern  Bewegungszustand  verrichtet  wird,  nur  von  der 
Lage   und  Bewegung   am  Anfang   und  am  Ende  abhängig  ist,  dage- 

*)  Von  diesem  Gesetze  des  elektrisc*lien  Potentials  ist  aucli  Beer  in  der  Ein- 
leitung in  die  Elektrodynamik  ausge^^angen.  Siehe  »Einleitung  in  die  Elektrostatik«  die 
Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Elektrodynamik  von  August  Beer.  Nach  dem  Tode 
des  Verfassers  henuisgegeben  \on  Julius  IMüeker.«  Braunschweig  1865.  S.  iSO. — 
Das  Gesetz  des  Potentials  als  Grundgesetz  an  die  Spitze  zu  stellen  und  das  Gesetz 
der  Kraft  daraus  abzuleiten  dürfte  kein  Bedenken  linden.  In  manchen  Beziehungen 
lässt  sich  von  der  physischen  Existenz  der  durch  das  Potential  ausge- 
drückten Arbeit  mit  mehr  Kecht  sprechen,  als  von  der  physischen  Existenz 
einer  Kraft,  von  der  man  mir  sagen  kann ,  dass  sie  physische  Verhältnisse 
der  Körper  zu  iindern  sucht. 
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t*t\  unabhängig  von  dorn  Wege,  auf  welchem  die  Ueberführung  er- 
algt  ist,  und  unabhängig  von  den  BevvegungszustUnden,  welche  auf 
Aieseni  Wege  statt  gefunden  haben. 

4. 
Eleklmche  Grundgesetze.   . 

Das  Gesetz  des  elektrisrjhen  Potentials  scheint  zwar 
seiner  Kinfachheit  nach  den  wahren  elektrischen  Grundgesetzen  weit 
näher  zu  stehen,  als  das  viel  coniplicirtere  Gesetz  der  elektri- 
schen Kraft;  jedoch  lässt  sich  auch  der  Ausspruch  jenes  Gesetzes 
nodi  auflösen  in  zwei  einfachere  Gesetze,  welche  auf  folgende 
Weise  ausgesprochen  werden  können. 

Erfiles  Gesetz.  Wenn  zwei  Theilchen  e  und  e  in  zwei  Ent- 
fernungen r  und  Q  in  relativer  Ruhe  oder  in  gleicher  re- 
lativer Bewegung  sich  befinden;  so  verhalten  sich  die 
Arbeiten  V  und  (/,  welche  verrichtet  werden,  wenn  beide 
Theilchen  unter  wechselseitiger  Einwirkung  aus  diesen  beiden 
Kntfernungen  in  unendliche  Entfernung  gebracht  werdien,  um- 
gekehrt wie  diese  beiden  Entfernungen,  d.  i. 

V:U=Q:r  (1) 

Zweites  Gesetz.  Die  Arbeit  U,  die  unter  Einwirkung  der 
Kraft,  welche  die  Theilchen  e  und  e  auf  einander  ausüben, 
verrichtet  wird,  wenn  diese  Theilchen  aus  einer  bestimm- 
ten mit   der  Grösse   ee    proportionalen  Entfernung, 

(^  =  -*  ,  in  unendliche  Entfernung  gebracht  werden,  bildet  zu- 
sammen mit  der  lebendigen  Kraft  x,  welche  den  Theil- 
chen in  Folge  ihrer  relativen  Bewegimg  bei  der  Entfernung 
()  zukam,  eine  constante  Summe,  n£lmlich  a,  d.  i. 

U  +  a;  =  a  .  {i) 

Aus  Gleichung     I)   folgt  nilmlich 

oad  hiemit  folgt  aus  Gleichung  (ü) 

—  V  -h  .r  =  a  , 


12  Wilhelm  VVebeb, 


oder,  da  p  ^  *^   war, 


''=vO-:)- 


Die  relative  lebendige  Kraft  x  ist  nun  aber  dem  Quadrate  der  relali- 

dt* 

ven  Geschwindigkeit  ^^   proportional,   wonach    man    für   a  eine   neue 
Constante  cc  einfuhren  kann,  indem  man  nämlich 


~a  VC  '  d/2     ; 


*)   Bezeichnen  *  und  *'  <lie  Massen  der  Theilrhen  e   und   e    und  «,  6  die  Ge- 
schwindigkeiten von  6  in  der  Richtung  r  und  senk  recht  darauf,   «',  6'  dieselben  Ge- 

schwindigkeiten  für*',  wonach  «  —  «'  =  —  die  relalixe Geschwindigkeit  beider Theil- 

chen  ist ;  so  ist 

i*(«a-h66)  -|.^^'(oV  +  6'6') 

die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  lebendige  Kraft.     Setzt  man  nun 

für  «, 


+ 

*o  +  f'«' 

€(a^a') 

für  a  ,  ,  ,      , 

so  erhält  man  die  ganze  lebendige  Kraft  der  beiden  Theilchen  als  Summe  zweier  Theile 
folgendermassen  dargestellt,  nämlich 


4    /(.«  +  . y)2g,g,gA 


4  ««'    dr^ 

wovon  der  erste re  Theil ,    nämlich >  v,.,  ,  die  relative  lebendige  Kraft 

5  6  +  t'dr- 

der  beiden  Theilchen  ist,  welche  oben  mit  x  bezeichnet  worden,     a  ist  nun  auch  eine 

relatixe  lebendige  Kraft  derselben  Theilchen,   aber  bei  einer  bestimmten  relati\en  Ge- 

4       f*' 
seil  windigkeit  c  derselben,  wonach  also  a  =  — -,  •  cö  ist.     Hieraus   ergiebt    sich 

X        4      dr'^ 

-   :=  -    •  3^  ,  wie  oben  angegeben  worden. 

a       cc     dp  ^  ^ 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,    dass  der  zweite  Theil    der  obigen  Summe, 
4  /(*«  +  *V)2 


nämlich   ^ 
2 


(    "     *^-     -H  ^66  -H  ^'6'6')  ,     nochmals  getheiU  ,    wieder   als    Summe 
zweier  Theile  dargestellt  werden  kann,  nämlich 

4     (('       d*2  4   /(t«  +  tV}2    .    ,     .     ,^      \ 

wo    .     die  Geschwindigkeit  darstellt,   mit  welcher  die  beiden  Theilchen  gegen  einan- 

UV 

der,  im  Räume,  senkrech!  gegen  r  sich  bewegen ,  während  /  die  Geschwindigkeit  des 
Schwerpunkts  beider  Theilchen  senkrecht  gegen  r  darslclll.  Es  ergiebt  sich  hiernach 
die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  lebendige  Kraf!   in  drei  Theile  zerlegt. 
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setzt     Alsdann  erhält  man 


r  \  cc 


Hier  bezeichnet  V  die  Arbeit,  welche  verrichtet  wird,  wenn  die  bei- 
den Tlieilchen  aus  der  Entfernung  r  in  unendliche  Entfernung  ge- 
bracht werden.  Soll  V  die  Arbeit  bezeichnen,  welche  verrichtet 
wird,  wenn  die  beiden  Theilchen  aus  unendlicher  Entfernung  in  die 
Entfernung  r  gebracht  werden,  was  angenommen  zu  werden  pflegt, 

damil  positive  Werthe  von  ^^  Abs  tos sung  bedeuten;  so  ergiebt  sich 

A—   r  \cc  '  dfi         ^y  ' 

d.i.  das  Gesetz  des  elektrischen  Potentials. 


5. 


Pr'mcip  der  Erhaltung  der  Enerf/ie  für  zwei  Theilcheii,   welche  ein 

abgesondertes  System  bilden. 

Die  beiden    im    vorigen  Artikel   ausgesprochenen  Grundgesetze, 
welche  sich  bezeichnen  lassen  als 

das  Gesetz   der  Abhängigkeit  des  Potentials   von   der  Entfer- 
nung, bei  gleicher  relativer  Bewegung,   und  als 
das  Gesetz  der  Abhängigkeit  des  Potentials  von  der  relativen 
Bewegung,  bei  einer  bestimmten  Entfernung, 
bedürfen  noch  einer  näheren  Erläuterung  in  Betreft*  ihres  Verhältnis- 
ses zu  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie. 

Nach    dem   Princip    der  Erhaltung    der    Energie    werden    drei 

4      et'       dr^ 
wo%on  der  erste  Theil ,    nämlicli   ^ -•  t^,  ,    die  relative  lebendii^e  Kraft 

Jer  beiden   Tlieilclien  ist,    ferner  die  beiden  ersten  Tiieiie  zusammen ^    nämlicli 

;  1  -.:5 -H  jil  die  &anze  innere  lebendis^e  Kraft  oder  die  innere  Bewe- 

i   g  -hl*  \dfi       dfi/  '^  "^ 

guD|<senergie   des   Systems   darstellt,  im  Gegensatz  zum   dritten  Theile, 
iiümlicb  -   ( f~ — *"  ('■*"*']//)  >  welcher  die  äussere  lebendige  Kraft  oder 

die    äussere    Bewegungsenergie   des   Systems    d.  i.  die  dem  Schwerpunkt 
beider  Tbeilchen  zugehörige  lebendige  Kraft)   darstellt. 


Formen  der  Knergie  unterschieden,  niinilich  die  Bewegungsen  ^:^ 
gie,  die  Potentialenergie  und  die  Wärmeenergie. 

Die  Bewegungsenergie  ist  der  von  der  vorhandenen  Bew^^ 
gung  abhängige  Theil  der  Energie,  und  es  winl  eine  besondere  ß^^ 
Stimmung   darüber  gegeben,    wie   er   von   der   Bewegung    abhäogt^r 
nämlich  theils  von  der  Grösse  der  bewegtenf  Masse,    theils   von  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  diese  Masse  sich  bewegt. 

Dieselbe  Bestimmung  gilt  auch  von  der  Wärmeenergie,  wenn 
nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  die  Wärme  als  eine  innere 
Bewegung  in  den  Körpern  belrachtet  wird.  Handelt  es  sich 
aber  um  ein  System  zweier  Elenientartheilchen,  d.  i.  solcher 
Theilchen,  in  deren  Innerem  keine  Bewegung  statt  fmdet;  so  leuch- 
tet ein,  dass  bei  einem  solchen  Systeme  die  Wärmeenergie  wegfällt, 
und  dass  blos  die  Bewegungsenergie  und  die  Potentialener- 
gie übrig  bleiben. 

Die  Potentialencrgie  endlich  ist  der  von  dem  vorhandenen 
Potentiale  abhängige  Theil  der  Energie,  und  es  bedarf  für  die  Poten- 
tialenergie einer  näheren  Bestimmung,  wie  sie  vom  Potential  ab- 
hängt, geradeso,  wie  es  für  die  Bewegungsenergie  einer  nähern 
Bestimmung  bedurfte,  wie  sie  von  der  Bewegung  abhinge. 

Eine  solche  nähere  Bestimnumg  ist  nun  gegeben  worden,  indem 
man  die  Potentialenergie  (abgesehen  vom  Vorzeichen)  dem  Po- 
tential gleich  gesetzt  hat.*)         / 

Die  Bere<*htigung  zu  dieser  Bestimnumg  fand  man  darin,  dass 
das  Potential  eine  der  Bewegungsenergie»  homogene  Grösse  ist,  welche, 
wenn  sie  negativ  genonuuen  und  zu  der  BewegungscmcMgie  hinzuge- 
fügt wird,  stets  die  nämliche  Summe  giebt,  solange  lieide  Theilchen 
ein  abgesondertes  System  bilden,  welches  weder  von  Aussen 
Energie  mitgetheilt  erhält,  noch  nach  Aussen  abgiebt. 


*)   Das  Vorzeichen  des  Potentials  V  wird  so  bestimmt,   d«iss  positive  Wertlie 

von—  abstossende  Kräfte  bezeichnen;  das  Vorzeichen  der  Potentialencrgie  rich- 
dr 

tel  sich  nacli  dem  Vorzeichen  der  Arbeit ,  welche  in  Folge  der  Wechselwirkung  der 
Theilchen  verrichtet  wiWl ,  während  die  beiden  Theilchen  aus  der  Entfernung  r  in  un- 
endliche Entfernung  gebracht  werden.     Für  zwei  ponderabele  Theilchen  w,  m'  ist  da- 

her  das  Potential  V  =  ,  die  Potentialenergie  = .  Für  zwei  elektrische  Theil- 
chen p,  e\s{  das  Potential  =  ^^  Wdi«  ""  0'  ^»e  ^^^^"^»"^energie  =  ^M  —  —  ^J. 
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Hat  man  z.  B.  ein  System  zweier  (>onilerabelen  riieilchen  r/i,  m\ 
so  ist  das  Potential 

und  die  innere  lebendige  Krallt,  oder  die  innere  Bewegungs- 
eaergie  des  Systems,  ist 

117  ^       »IM»'  /  -  \ 

wenn  w  =  ^  die  relative  Geschwindigkeit  der  beiden  Theilchen ,  a 
den  Unterschied  ihrer  Geschwindigkeiten  im  Räume  senkrecht  gegen 
rbezeichnet.  Es  ergiebt  sich  aber  leicht  für  ein  solches  abgesonder- 
tes System,  wenn  r  =  ro  und  «  =  «o  für  w  =  0  gesetzt  wird, 

die  Summe 


*)  Die  Kraft,  mit  welclier  die  beiden  Thoilclion  aufeinander  wechselseitif<  wirken, 

dV  *  i    dV 

Dimlich  — ,  mit  m  dividirt,  giebl  die  Besohleuni^iiiii>  des  Theilchens  m,  =  — -r— ;  mit 

ar  ^  ^  m  dr 

•  (lividirt,  die  Beschleunigung  des  T heilchens  m',  =  — ^  —  ;  folglich  ist  der  von  ihrer 
Wechselwirkung  herrührende  Theil  der  relativen  Beschleunigung  beider  Theilchen 
=  (-  + — fjj"  >    Wahrend   derjenige  Theil  der   relativen  Beschleunigung    beider 


an 


.Theilchen,  welcher  von  ihrer  Drehung  um  einander  herrührt,  durch     \  ausgedrückt 

f 

«ini.  Zieht  man  nun  den  letzteren  Theil  von  der  ganzen  Besclileunigung  —  ab  ;     so 
erhalt  niao  folgende  Gleichung 


dtt   __  a«  _  /  4       .     M^l 

dt  r  \  m  m' )  di 


\  \dy 

m'Jdr   ' 


Setzt  man  für  den  Augenblick  wo  ii  =  0  ist,  r  =  r^»  und  a  =:  cr^ ;  so  ergiebt  sich  für 
Jen  Fall,  dass  auf  die  beiden  Theilchen  blos  die  von  ihrer  Wechselwirkung  herrühren- 
Jen  Aoziehungskräfle  wirken, 

,  «r  =  «ü*'o  • 

tÜemach  ergiebl  sich  durch  Integration  obiger  Diilerentialgleichung,  nachdem  sie  mit 
tdr  ^  tudt  multiplicirt  worden, 


t«« 


ifid  hieraus 


tftf 


ro  — r /«{m  +  f»')         ro  +  r  \        ro  —  r/l  (m  +  m')         ro  +  r      \ 


Diese  Summe  behUlt  immer  denselben  Werth,  solange  als  die  Werf />^' 
von  ro  und  «o  unverändert  l>leiben,  d.  h.  solange  das  System  J^/" 
beiden  Theilchen  weder  Energie  von  Aussen  mitgetheilt  erhüU,  noc?^ 
nach  Aussen  abgiebt.  —  Die  Uussere  Bewegungsenergie  bi/'" 
det  bei  einem  solchen  abgesonderten  Systeme  eine  constant*-^ 
Summe  für  sich.   — 

Dasselbe  gilt  nun  auch  ferner  für  zwei  elektrische  Theilchenc^^ 
e,  e\  deren  Potential  negativ  genommen,  zu  ihrer  Bewegungsenergie 
hinzugefügt,   gleichfalls    immer  die   nümiiche  Summe  giebt,   solange 
beide  Theilchen  ein  abgesondertes  System  bilden. 

Denn  man  hat  für  ein  solches  System  zweier  elektrischen  Theil- 
chen das  Potential 

r  \cc  )  ' 

ferner  die  innere  Bewegungsenergie  des  Systems 

wenn  w  =:  —  die  relative  Geschwindigkeit  der  beiden  Theilchen,   a 

den  Unterschied  ihrer  üeschwindigkeiten  im  Räume  senkrecht  gegen 
r  bezeichnet.  Es  ergiel)t  si(*h  aber  leicht  für  ein  solches  abgeson- 
dertes System,  wenn  r  =  %\  und  a  =  ««  für  w  =  0  gesetzt  wird, 

r 

folglich  die  Summe 

ro  ii    '    cc  ro     '^    2    €  + «'  "  ^'    "  ' 

Auch  diese  Summe  behalt  denselben  Werth,  solangö  die  Werthe  von 
fo  und  «0  unv(»rUndert  bleiben,  d.  h.  solange  das  System  beider  Theil- 
chen weder  Energie  von  Aussen  mitgetheilt  erhlUt  noch  nach  Aussen 
abgiebt.'^'')   —    Für  die  äussere  Bewegungsenergie  gilt  bei 

*;   Siehe  Art.  H. 
*^j   In  der  sehr  lehrreichen  Schrift  des  Herrn  Tail:   Sketch  üf  thennodynainics. 
Edinburgh    t8G8,   tindet  sich  pa^.  76  ^  mit   Bezieliun^  auf   die  >ün  Kieniann   und 
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^\nen)  abgesonderten  Systeme  für  zwei  elektrische  Theil- 
chen  dasselbe  wie  für  zwei  ponderabele  Theilchen.  — 

6. 

Ausdehntmg  des  Princips  der  Erhaltung   der  Energie  auf  zwei  elek- 
trische Theilchen^  welche  kein  abgesondertes  System  bilden. 

Setzt  man  die  Potentialenergie,  wie  es  im  vorhergehenden  Ar- 
tikel geschehen,  dem  Potentiale  entgegengesetzt  gleich,  so  gilt  das 
Princip  der  Erhaltung  der  Energie  für  zwei  Theilchen  nur  so  lange, 
als  diese  beiden  Theilchen  ein  abgesondertes  System  bilden,  d.  h. 
so  laoge,  als  das  System  beider  Theilchen  weder  Energie  von  Aussen 
mitgetheilt  erhält,  noch  nach  Aussen  abgiebt. 

War  die  ganze  Energie  eines  solchen  abgesonderten  Sy- 
stems zweier  Theilchen  =  A,  bleibt  aber  dieses  System  nicht  abge- 
sondert, sondern  wird  ihm  von  Aussen  die  Bewegungsenergie 
=  a  mitgetheilt;  so  scheint  zu  folgen,  dass,  wenn  darauf  das  System 
wieder  abgesondert  würde,  die  ganze  Energie  wieder  constant 
werden  und  constant  l)leiben  würde,  so  lange,  als  es  abgesondert 
bliebe;  dass  aber  die  dem  abgesonderten  Systeme  zukommende 
ganze  Energie  während  seiner  letzteren  Absonderung  den  constan- 
len  Werth  A  +  a  haben  würde,  also  einen  um  a  grösseren  Werth, 
als  während  seiner  früheren  Absonderung.  Es  ist  hiemit  aber  die 
Unm()glichkeit  der  Ausdehnung  des  Princips  der  Erhaltung  der  Ener- 


Lorenz    in    Poggendorffs   Annalen    1867   erschienenen    Untersuchungen,    folgende 
Stelle:  fiut  the  invesligations  of  these  authors  are  entirely  based  on  Weber*s  inad- 
iiiLssibie  theory  of  the  forces  exerted  on  each  other  bymoving  electricparticles, 
(or  wich  Ihe  conservation  of  enorgy  is  not  true  —  while  Maxwell's  result  is  in  per- 
fekt consistence  witli  Ihat  grcal  principle.   Diese  Behauptung  des  Herrn  Tait  ersclieint 
loit  Obigem  in  W^iderspruch.   Herr  Tait  hat  pag.  56  desselben  Werks  angeführt,  dass 
H  o  i  m  h  0 1 1  z  die  Lehre  von  der  Energie  aufNewton's  Princip  und  auf  folgendes  Po- 
stulat gegründet  habe:  Matter  consists  of  ultimate  particies  which  exert  upon  each 
otlier  forces  whose  directions  are  those  of  the  lines  joining  euch  pair  of  particies,  and 
whose  magnitudes  depend  solely  on  the  distances  between  the  particies.    Es  leuchtet 
der  Widerspruch    des  elektrischen  Grundgesetzes   mit   diesem    Postulate  wohl 
ein.   aber  keineswegs  mit   dem  Principe  der  Erhaltung  der  Energie,   was 
Herr  Tait  verwechselt  zu  haben  scheint. 

AbhaiMil.  il.  K    S.  tieMlUrh.  ü.  WiHMatrb.    XV.  ^ 
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gie  auf  zwei  elektrische  Theilchen,  welche  kein  abgesondertes  System 
bilden,  noch  keineswegs  vollständig  liewiesen. 

Denn  streng  genommen  ist  dies  nur  unter  der  Voraussetzung 
bewiesen,  dass  die  Potential energie  des  Systems  blos  von  der 
Entfernung  beider  Theilchen  abhUnge ;  wenn  dagegen  die  Poten- 
tialenergie nicht  blos  von  der  Entfernung  beider  Theilchen,  son- 
dern auch  von  ihrer  gegenseitigen  Bewegung  abhängt;  so  leuchtet 
ein,  dass  das  System,  wilhrend  es  von  Aussen  die  Bewegungs- 
energie =  a  mitgetheilt  erhalt,  dadurch  mittelbar  auch  eine  Aeu- 
derung  seiner  Potentialenergie  erleiden  muss.  Es  wäre  dann 
also  möglich,  dass  diese  mittelbar  von  Aussen  herrührende  Aende- 
rung  der  Potentialenergie  =  —  a  wäre,  so  dass  die  ganze 
Energie  (Bewegungsenergie  und  Potentialenergie  zusammen)  beider 
Theilchen,  auch  wenn  sie  kein  abgesondertes  System  bilden,  immer 
denselben  Werth  behielte. 

Dies  findet  nun  zwar  für  ein  System  zweier  elektrischen 
Theilchen  wirklich  nicht  statt,  wenn  man  die  Potentialenergie 
dem  Potentiale  entgegengesetzt  gleich  setzt,  was  also  jene 
Ausdehnung  des  Princips  unmöglich  machen  würde,  was  selbst  aber 
keineswegs  als  nothwendig  nachgewiesen  ist.  Im  Allgemeinen  wurde 
nämlich  nur  eine  nähere  Bestimmung  darüber  erfordert,  wie 
die  Potentialenergie  vom  Potentiale  abhänge,  wobei  nur 
einleuchtete,  dass  zwischen  Potential  und  Potentialenergie,  weil  sie 
homogene  Grössen  waren,  ein  reines  Zahlenverhältniss  statt  finden 
müsse.  Ob  aber  dieses  Zahlenverhältniss  immer  das  Verhältniss  von 
+  1  zu  —  1  sei,  oder  ob  dieses  Verhältniss  anders  zu  bestimmen 
sei,  kann  noch  im  Allgemeinen  als  zweifelhaft  betrachtet  werden,  wo- 
mit die  Möglichkeit  jener  Ausdehnung  des  Princips  bleibt. 

Unter  Potential  zweier  Theilchen  versteht  man  nämlich  die- 
jenige Arbeit,  welche  in  Folge  der  Wechselwirkung  beider  Theil- 
chen verrichtet  wird,  während  die  beiden  Theilchen  auf  behebige 
Weise  aus  unendhcher  Entfernung  in  die   vorhandene  Entfernung  t 

mit  der  vorhandenen  relativen  Geschwindigkeit  ^  versetzt  werden. 

Man  sieht  aber  ein,  dass  Arbeit  in  Folge  der  Wechselwirkung 
beider  Theilchen  nicht  blos  verrichtet  werde  während  der  Ver- 
setzung  aus   grösserer  Entfernung   in  die  Entfernung   r,    sondern 
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auch  während  der  Versetzung  aus  kleinerer  Entfernung  in  die 
Entfernung  r.  Und  es  liegt  gar  kein  Grund  vor,  die  dem  Systeme 
zuzuschreibende  Energie  blos  von  jener  Arbeit  und  nicht 
auch  von  dieser  Arbeit  abhängig  zu  machen. 

Zum  Beispiel  könnte,   wenn  jene  Arbeit  nach  Art.  4   mit  Y, 

diese  Arbeit  mit  ^^^V  bezeichnet  wird,  die  dem  Systeme  zuzu- 

schreibende  Potentialenergie  der  Differenz  beider  Arbeiten  gleich 

sein,  nämlich  =  ^--^V—  V  =  —  --V.     D  iese   Differenz  bei- 

der  Arbeiten  ist  offenbar  die  Arbeit,  welche  in  Folge  der  Wech- 
selwirkung beider  Theilchen  während  der  Versetzung  von  dem 
Grenzwerth  der  kleineren  Entfernung  zum  Grenzwerth  der 
grösseren  Entfernung    verrichtet  wird,  d.  i.   der  Werth,    welchen 

—  r=— (1  — — )  annimmt,   wenn  darin  r  dem  Grenzwerthe  der 

kleineren  Entfernung  gleich  genommen,  oder  r  =  p  gesetzt 
*ird,  wo  Q  den  Grenzwerth  der  kleineren  Entfemung  be- 
zeichnet.    Hiernach    ist    also    diese   Differenz    beider  Arbeiten 

«V  CC  J  i» 

Bei    solcher   Bestimmung    der   Potentialenergie    für  ein   System 
zweier  elektrischen  Theilchen,  wo  jene  erste re  Arbeit 


r    \cr  ) 


ist.  Würde  also  zur  Bestimmung  der  letzteren  Arbeit  es  nur  noch 
der  Bestimmung  des  Werths  \on  p  bedürfen,  nämlich  der  kleine- 
ren Entfernung,  für  welche  letztere  Arbeit  gelten  soll. 

Diese  kleinere  Entfernung  muss  nun,  ebenso  wie  jene 
grossere  Entfernung,  für  sich,  unabhängig  von  den  vor- 
handenen Verhältnissen  der  beiden  Theilchen,  bestimmt  sein. 
Für  die  grössere  Entfernung  war  dies  dadurch  erreicht,  dass 
man  ihr  einen  unendlich  grossen  Werth  beilegte;  für  die  kleinere 
Entfernung  lässt  sich  dasselbe  erreichen,  wenn  man  ihr  den  Werth 

^  2  —j^  .  --  beilegt ,   eine  Entfemung  welche  durch   die  Theilchen 

e^  e\  durch  ihre  Massen  f,  e  und  durch  die  bekannte  elektrische 
(konstante  c  gegeben  ist. 

Wird  nun  die  kleinere  Entfernung  diesem  Werthe  von  q  gleich 
gesetzt,  so  erhält  man,   da 

2* 


so  Wilhelm  Webbr, 


«  —  r 


r  \cc  ) 


war,  den  gosuchten  Werth  der  Potentialenergie 

Q  Q    \cc  )  2  <  +  *'  V  / 

Zu  der  hier  gemachten  Unterscheidung  zwischen  Potential  und 
Potentialenergie  zweier  elektrischen  Theilchen  und  der  hiernach 
gegebenen  Bestimmung  ihres  Verhültnisses ,  möge  nun  auch  noch 
eine  ähnliche  Bemerkung  über  den  zwischen  lebendiger  Kraft 
und  Bewegungsenergie  zweier  Theilchen  zu  machenden  Unter- 
schied hinzugefugt  werden.  Denn  auch  die  Bewegungsenergie 
zweier  Theilchen  braucht  nicht  noth wendig  der  ganzen  beiden 
Theilchen  zugehörigen  lebendigen  Kraft  gleichgesetzt  zu 
werden,  sondern  es  wird  im  Allgemeinen  nur  eine  nähere  Be- 
stimmung darüber  erfordert,  in  welcher  Bezieliung  die 
Bewegungsenergie  zweier  Theilchen  zur  ganzen  den  bei- 
den Theilchen  zugehörigen  lebendigen  Kraft  stehe. 

Die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  lebendige 
Kraft  ist  nun  in  der  Note  Art.  4  als  Summe  zweier  Theile  darge- 
stellt worden,  wovon  der  erstere  Theil,  nümlich   ^ -r— ,  :^,  die  re- 

lative  lebendige  Kraft  der  beiden  Theilchen  genannt  wurde. 
Der  andere  Theil  war  derjenige,  welcher  beiden  Theilchen  zukam  in 
Folge  ihrer  Drehung  umeinander  im  Kaume  und  in  Folge  der  Be- 
wegung ihres  Schwerpunkts  im  Räume. 

Geht  man  nun  bei  der  Feststellung  des  Begriffs  der  Energie 
zweier  Theilchen  davon  aus,  dass  das  Princip  der  Erhaltung 
der  Energie  zweier  Theilchen  im  Wesen  der  beiden  Theilchen  be- 
gründet sein  soll,  und  zwar  im  Wesen  der  beiden  Theilchen 
als  abgesondertes  System  betrachtet,  so  leuchtet  ein,  dass 
zu  diesem  Zwecke  der  Begriff  der  Energie  zweier  Theilchen  (ganz 
unabhängig  von  den  Beziehungen  in  welche  diese  Theilchen  zu  allen 
andern  Körpern  im  Räume  stehen  mögen)  nur  von  den  im  Systeme 
beider  Theilchen  als  solchem  dargebotenen  Verhältnissen  abhUngis 
gemacht  werden  dürfe. 
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Wendet  man  diesen  Grundsatz  nun  auf  die  Bewegungsener- 
S5ie  zweier  Theilchen  an,    wie  es  soeben  in  Beziehung  auf  die  Po- 
lenlialenergie  geschehen  ist;  so  sieht  man,  dass  die  Bewegungs- 
energie von  dem   ersten  Theile  der  ganzen  den  beiden  Theilchen 
angehörigen   lebendigen   Kraft,  nämlich  von   der   relativen   leben- 
digen Kraft  der  beiden  Theilchen  abhängig  gemacht  werden  dürfe, 
aber  nicht   von   dem    zweiten  Theile  der  ganzen  lebendigen  Kraft, 
welche   nämlich   den    beiden  Theilchen   nur   in  Folge    ihrer  Drehung 
iiiiieinander   im  Räume   und   in  Folge   der  Bevyegung   ihres  Schwer- 
punkts im  Räume  zukomnit,  weil  dieser  Theil  von  Verhältnissen  ab- 
hängt, welche  von  den  Theilchen  selbst  unmittelbar  nicht  dargel)oten 
sind.     Denn   die   beiden  Theilchen   für  sich   allein   betrachtet  bieten 
in  räumlicher   Beziehung    unmittelbar   nichts  dar   als   ihren  Abstand, 
w  oraus  keine  Kenntniss  von  Drehung  oder  Fortbewegung  des  Schwer- 
punkts im  Räume  zu  entnehmen  ist. 

Es  soll  daher  in  Folgendem  unter  Bewegungsenergie  zweier 
Theilchen  nicht  die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  leben- 
dige Kraft,  sondern  nur  die  relative  lebendige  Kraft  der  beiden 
Theilchen  verstanden  werden. 

Hiernach  würde  nun  aber,  wie  man  leicht  ei^sieht,   das  System 
zweier  elektrischen  Theilchen  c,  e   während  es  von  Aussen  die  Be- 
^vegungsenergie  =  a  mitgetheilt  erhielte,    wirklich  eine   Aende- 
rung   seiner    Potentialenergie  =  —  a  erleiden,    so    dass    die 
ganze   Energie    des   Systems   beider   Theilchen    immer   denselben 
Werth  behielte,   sowohl  wenn  die  beiden  Theilchen  ein  abgesonder- 
tes System,    als   auch   wenn   sie   kein    abgesondertes  System  bilden. 
Denn  setzt  man  die  von  Aussen  mitgetheilte  Bewegungsenergie 


i      n 


f 


a  =  —  ——7  vv  , 

2   «  +  «'  ' 


Während   die   vor  dieser  Mittheilung  vorhandene  Bewegungsener- 
gie der  Theilchen 


war,  so  ist  die   nach  dieser  Mittheilung  vorhandene  Bewegungs 
energie 
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folglich  ist  die  Potentialeuergie  vor  jener  Mittheilung 

die  Potentialenergie  nach  jener  Mittheilung  dagegen 


tw 


also    ist    die    in   Folge    jener    mitgetheilten    Bewegungsenergi  ^ 

•  __ 

=  +  a  eingetretene  Aenderung  der  Potential energie 


7. 
Anwendbarkeit  auf  andere  Körper, 

Unterscheidet  man  /Avischen  Potential  und  Potentialenergie 
zweier  elektrischen  Theilchen  auf  die  im  vorigen  Artikel  angegebene 
Weise,  wonach  nämlich 

das  Potential  diejenige  Arbeit  ist,  welche  in  Folge  der 
Wechselwirkung  beider  Theilchen  verrichtet  wird  während 
die  beiden  Theilchen  aus  unendlicher  Entfernung  in  die  vor- 
handene Entfernung  r  mit  der  vorhandenen  relativen  Ge- 
schwindigkeit ^  versetzt  werden ; 

die  Potentialenergie  dagegen  die  negativ  genommene 
Arbeit  ist,  welche  in  Folge  der  Wechselwirkung  beider 
Theilchen  verrichtet  wird  während  die  beiden  Theilchen  aus 
der  grösseren  Entfernung  r^co  in  die  kleinere  r=:p, 
welche  durch  die  Theilchen  e,  e\  ihre  Massen  6,  e  und  durch 
die  Constante   c   gegeben  ist,  mit   der  vorhandenen  relati- 

ven  Geschwindigkeit  -^  versetzt  werden; 

so  kann  letztere,  nämlich  die  Potentiale nergie  in  der  angege- 
benen Bedeutung,  in  zwei  Theile  zerlegt  werden,  wovon  der 
eine  dem  Potential  entgegengesetzt  gleich,  folglich  diejenige  Grösse 
ist,  welche  früher  allein  als  ,  Potentialenergie  bezeichnet 
worden,  und  welche  von  jetzt  an,  nur  als  Theil  der  Potentialenergie 
betrachtet,  die  freie  Potentialenergie  heissen  möge.     Der  Übrig 
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VAeibende  Rest  ist  der  zweite  Theil,    welcher  die  latente  Poten- 
vialenergie  beissen  möge. 

Es  lässt  sich   alsdann  das  Princip   der  Erhaltung   der  Energie 
erstens     im     früheren     weiteren    Sinne    folgendennassen    aus- 
sprechen : 

für  ein  abgesondertes  System  zweier  Theilchen  ist  die 
Summe  der  Bewegungsenergie  und  der  freien  Poten- 
tialenergie  immer  gleich. 

« 

Denn,  solange  keine  Bewegungsenergie  von  Aussen  mitgetheilt  noch 
nach. Aussen  abgegeben  wird,  wird  jede  Aenderung  der  freien  Po- 
lentialenergie  durch  eine  entgegengesetzt  gleiche  Aenderung  der  Be- 
wegungsenergie ersetzt. 

Es  lässt  sich  aber  alsdann  auch  zweitens  das  Princip  der  Er- 
hallung der  Energie  im  engeren  Sinne  (wenn  hiebei  Potential- 
energie und  Bewegungsenergie  in  der  eben  festgesetzten  Bedeutung 
genommen  werden)   folgendermassen  aussprechen: 

die    relative   Bewegungsenergie    zweier  Theilchen    und 
die  ihnen   bei  dieser  Bewegungsenergie  zukommende   ganze 
Potentialenergie  bilden  zusammen  eine  stets  gleiche  Summe, 
das  System  möge  abgesondert  sein  oder  nicht. 
Hieran  lassen  sich  nun  folgende  Bemerkungen  knüpfen: 

1)  einem  Theilchen  für  sich  allein  betrachtet  kommt  blosse  Be- 
Wegungsenergie  zu; 

i)  zweien  Theilchen  kommt  zunächst  ebenfalls  Bewegungsener- 
gie zu,  welche  die  Summe  von  denen  ist,  die  ihnen  einzeln  betrach- 
tet zukommen; 

3 )  diese  Summe  besteht  aus  einem  Theile  A,  der  theils  ihrem 
Schwerpunkte  zugeschrieben  werden  kann,  theils  der  Drehung 
der  beiden  Theilchen  im  Räume  um  einander,  und  aus  einem  Theile 
fi,  welcher  beiden  Theilchen  für  sich  allein  betrachtet  relativ  ge- 
gen einander  zukommt.  Dieser  letztere  Theil  B  heisst  die  rela- 
tive Bewegungsenergie  oder  die  des  Systems  beider 
Theilchen. 

i)  In  dem  Systeme  beider  Theilchen  ist  aber  ausser  seiner 
Bewegungsenergie  noch  Etwas  vorhanden,  was  beiden  Theilchen  ein- 
zeln nicht  zukommt,  nämlich  eine  grössere  oder  geringere  Arbeits*- 
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ftthigkeit,  in  Folge  der  Wechselwirkung  4>eider  Theilchen  auf  ein- 
ander. Das  Maass  dieser  Arbeitsfähigkeit  wird  mit  dem 
Namen  Potentialenergie  des  Systems  oder  relative  Poten- 
tialenorgie der  beiden  Theilchen  bezeichnet,  und  zwar  dient 
zu  diesem  Maass e  der  Arbeitsfähigkeit  diejenige  Arbeit,  welche 
v(5rrichtet  wird,  in  Folge  der  Wechselwirkung  der  beiden  Theilchen, 
wikhrend  ihrer  Versetzung  aus  der  kleineren  Entfernung  r  =  (; 
in  die  grössere  r  =  oo,  wo  q  durch  die  Theilchen  c,  e  selbst, 
dun*h  ilire  Massen  f,  e   und  durch  die  Constante  c  bestimmt  ist. 

ö)  Das  auf  die  oben  angegebene  Weise  näher  bestimmte  Prin- 
rip  der  Erhaltung  der  Energie  findet  nun  aber  auf  zwei  Theilchen 
nur  dann  Anwendung,  wenn  das  Potential  der  beiden  Theilchen 
von  gleicher  Form  ist,  wie  das  zweier  elektrischen  Theilchen, 
nämlich 

r   \cc      dfi  ) 

Das  Potential  zweier  ponderabelen  Theilchen  fw,  m  ist  da- 
gi^g(^n 

^ V  ' 

wüH  (abgesehen  vom  Vorzeichen)  unter  jener  Form  nur  subsumirt 
w(M'den  kann,  wenn  der  Werth  der  Constanten  c  für  ponderabele 
Tli(»ilchen  unendlich  gross  ist;  doch  leuchtet  ein,  dass  in  der  Wirklich- 
k(Ml  genügen  wird,  der  Constanten  c  nur  einen  sehr  grossen  Werth 
zuzuschreiben,  statt  eines  unendlich  grossen  Werthes ,  um  in  keinen 
nH(^hweisbaren  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  zu  gerathen.  Und  bei 
dorn  ausserordentlich  grossen  Werthe.  der  auch  für  elektrische  Theilchen 
der  Constanten  c  zugeschrieben  werden  inuss,  scheint  es  für  pondera(>ele 
Körper,  zur  Vermeidung  aller  nachweisbaren  Widersprüche,  gar  nicht 
nöthig  einen  andern  Werth  anzunehmen,  sondern  es  dürfl^  gestattet 
Hein,  für  zwei  ponderabele  Theilchen  m,  m   das  Potential 


i\\   Stelzen,   und  darin   der  Constanten  c  denselben   Werth   wie 
im  Potential  elektrischer  Theilchen  beizulegen. 

Sollten  aber  auch  künftige  feinere  Beobachtungsresultate  ergeben, 
diiKS  eine   solche  Gleichsetzung  des  Werths    der   Constanten    c    für 
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{H)nderabele  Theilchen  nicht  gestattet  sei;  so  würde  immer  übrig 
bleiben,  für  [ionderabele  Theilchen  der  Constanten  c  einen  noch 
grösseren  Wcrth  beizulegen,  der  leicht  so  gross  genommen  werden 
kann,  dass  jeder  nachweisbare  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  voll- 
kommen verschwindet. 


üeber  die  Bewegungen  zweier  elektrischen  Theilchen 

durch  Wechselwirkung. 


8. 

Durch  das  elektrische  Grundgesetz  wird  die  Wirkung  bestimmt, 
welche  irgend  ein  Theilchen    auf  ein   anderes   unter  beliebigen  Ver- 
hältnissen  ausübt.     Als   nächstliegende    und   einfachste   Anwendung, 
welche  dieses  Gesetz  ßnden  kann,  scheint  sich  die  Entwickelung  der 
Bew^ungsgesetze   zweier  Theilchen    unter   wechselseitigem  Einflüsse 
darzubieten;    es  hat  aber  ein  grösseres  praktisches  Interesse  gehabt, 
zunächst  die  Vcrtheilungsgesetze  ruhender  Elektricität  in  Conductoren, 
und  die  Gesetze  der  von  strömender  Elektricität   in  einem  geschlos- 
senen Leiter,    durch   die   in  einem  andern  Leiter  strömende  Elektri- 
ciiai,  auf  diesen  letzteren  Leiter  ausgeübten  Kräfte,    sowie  die  Ge- 
setze der  von   geschlossenen  Strömen    (oder  von  Magneten)  auf  die 
Elektricitiit   in  geschlossenen  Leitern  ausgeübten   (elektromotorischen) 
Kräfte    zu    entwickeln,    weil    die    Resultate    dieser   Entwickelungen 
•  directe  Prüfungen  und  Bestätigungen   durch   die  Erfahrung   gestatte- 
len.     Fehlt   nun  auch   dieses  wichtige  praktische  Interesse  der  Ent- 
wickelung   der   Bewegungsgesetze    zweier  Theilchen    untt^r  blossem 
wechselseitigen  Einflüsse;    so  dürften  doch  manche  Resultate  dersel- 
}iea  in  andern  Beziehungen  Aufmerksamkeit  verdienen. 

Das  Interesse  an  diesen  Resultaten  betrifft  nämlich  vorzugsweise 
die  Molecularbewegungen  zweier  Theilchen,  welche  von  aller 
directen  experimentellen  Forschung  ausgeschlossen  sind,  und  für 
welche  daher  der  Anwendung  des   aufgestellten   Gesetzes,   insofern 
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es  als  Erfahrungsgesetz  betrachtet  wird,  keine  Berechtigung  zuge- 
schrieben werden  kann.  Die  Eutwickelung  der  Molecularbe- 
wegungen  zweier  Theilchen  nach  dem  aufgestellten  Gesetze  dar! 
daher  nur  als  ein  Versuch  betrachtet  werden,  für  die  Theorie  dei 
Molecularbewegungen,  an  der  es  noch  gänzlich  fehlt,  einen  Leitfaden 
zu  gewinnen,  der  für  sich  allein  freilich  nicht  genügt,  sondern  noch 
einer  wesentlichen  Ergänzung  bedarf.  Denn  ohne  die  Kenntnis:^ 
und  genaue  Berücksichtigung  der  ohne  Zweifel  bei  den  Molecular- 
bewegungen zur  Mitwirkung  kommenden,  auf  Molecularentfer- 
nungon  beschränkten  Molecularkräfte  kann  den  sich  erge- 
benden Resultaten  keine  genaue  quantitative,  sondern  nur  inner- 
halb gewisser  Schranken  eine  Art  qualitativer  Geltung  zugeschrie- 
ben werden,  welche  nur  für  die  erste  Recognoscirung  des  Gebietes 
Bedeutung  habe. 


9. 

Beivegnngen  zweier  elektrischen  Theilchen  in  Hichlung  der  sie 

verbindenden  Geiutden. 

Für  zwei   blos   unter  wechselseitigem  Einfluss   sich   bewegendJ 
Theilchen  e,  e   hat  man  nach  den  Grundgesetzen  Art.  4,  wenn 


cc 


gesetzt  wird,  und  wenn  daselbst  die  Vorzeichen  von  U  und  V  nefgs 
tiv  genommen  werden,  um  die  Potentiale  datnit  zu  bezeichnen. 


folglich 


F:(/=2fl+   V)-: 

\  «  t'  /  CC 

r   \  €  t'  J  cc  r   \cc  dfi  ) 


Findet  keine  Drehungsbewegung  der  beiden  Theil- 
chen um  einander  im  Räume  statt;  so  ist  -^  die  Beschleuni- 
gung des  Theilchens  e   in  Richtung   von  r,  und  ^^^     ist     die    Be^ 
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scbleunigung  des  Theilchens  e    in   entgegengesetzter  Richtung.     Man 
erhält  hiernach  die  relative  Beschleunigung  beider  Theilchen 

and  hieraus  durch  Integration  von  r  =  r^  bis  r  ^=^  r  ^  wenn  der 
Werth  von  r,  in  dem  Augenblicke  wo  ^  =  u  =  0  ist,  nut  fo  bezeich- 
net wird,  da  (>  SS  2  {--  +  vOlc   gesetzt  worden, 

'.  =s  uu   =  ^  .    -  .  CC  . 

CK*  ^  —  P         **0 

^^    hat  stets  einen  von  Null  verschiedenen  positiven   oder  nega- 
tiven Werth;   denn   p  =  äT^^   +   !')«:   ^'^^  einen   gegebenen   end- 
/ichen,  wenn   auch  sehr  kleinen  Werth,   welcher  positiv  oder  nega- 
tiv ist,  jenachdem  ee    positiv  oder  negativ  ist,  und  r«  =s 


1     +    -        .   — 


CC  Q 

hal  ebenfalls  einen  voa  Null  verschiedenen  |)osiliven  oder  negativen 
Werth,  weil  die  anfänglichen  Werthe  von  r  und  tiw,  aus  denen  fo 
b^timmt  werden  soll,  positive  und  niessbare  Grössen  sein 
müssen,  welche  durch  Beobachtung  l)estinnirnt  gedacht  werden. 

Ist  —    positiv,   indem  Zähler  und  Nenner  positiv   sind,   so  sind 

alle  Bewegungen    auf  die  Entfernungen   ausserhalb    der  Strecke   qu 
beschränkt  und  zerfallen  in  Fernbewegungen    und  Molecular- 
bewegungen,   die   von   einander  durch    die   Strecke   pro  geschie- 
den sind. 

Ist  "  aber  positiv,  jndem  Zähler  und  Nenner  negativ  sind;    so 

erstrecken   sich   die  Bewegungen   über   alle  möglichen  Entfernungen, 
weil  die  Strecke  pro  ausserhalb  der  möglichen  Entfernungen  liegt. 

Ist  —  negativ,  wo  die  Strecke  qVq  theils  ausserhalb,  theils 
innerhalb  der  möglichen  Entfernungen  liegt;  so  sind  alle  Bewe- 
gungen auf  den  innerhalb  möglicher  Entfernungen  liegenden  Theil 
der  Strecke  pr»  beschränkt,  und  sind,  wenn  q  positiv  und  fo  nega- 
(/r  ist,  Molecularbewegungen. 

Es  ergiebt  sich  hiernach,  wenn  ()  und  fo  positiv  sind,  erstens, 
dass   kein  Uebergang  von  Fernbewegungen  zu  Molecularbe- 
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wegungen  staltfindet;  zweitens,  dass  uu  immer  kleiner  bleibt 
als  cc^  wenn  es  anfangs  kleiner  war;  drittens,  dass,  wenn  uu^cc^ 
r  und  fo  (beide  zugleich)  entweder  grösser  oder  kleiner  als  p  sind. 

Hält  man  sich  blos  an  die  Erfahrung,  so  können  einige  dieser 
relativen  Bewegungen  der  beiden  Theilchen  von  der  Betrachtung  ganz 
ausgeschlossen  werden;  denn  es  leuchtet  ein,  dass  in  der  Wirklich- 
keit unendlich  grosse  relative  Geschwindigkeiten  gar  nicht  vorkommen, 

im  Gegentheil  ist  -^- .  ^  fast  immer  als  ein  sehr  kleiner  Bruch  zu 
betrachten. 

Diese  aus  der  Natur  entnonunone  Beschränkung  ist  auch  still- 
schweigend zum  Grunde  gelegt,  wenn  V=  7  (-^  JJ2 — 0  '^^^  Po- 
tential angenommen  wird,  welches  =  0  sein  soll  ftir  einen  un- 
endlich  grossen  Werth  von  r.  Denn  wäre  ^^  unendlich  gross,  so 
könnte  -(^^^2  —  1)  auch  für  einen  unendlich  grossen  Werth  von 
r  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  halx^n. 

Ist  aber  der  Werth  von   ^  niemals   unendlich    gross,    so   muss 

es  einen   endlichen  Werth  geben,   den   ^^^  niemals  überschreitet.    Als 

ein  solcher  Werth  mag  cc  angenommen  werden. 

Diese  Beschränkung  der  relativen  Geschwindigkeiten  vorausge- 
setzt, ist  lo  immer  positiv,  und  es  giebt  für  jeden  Werth  von  r»  nur 
eine    einzige     stetig    zusammenhängende    Reihe    zusammengehöriger 

Werthe  von  r  und  ^^  ,   und  zwar  erstrecken  sich 

wenn  p  positiv  und  fo  >  p  ist, 

di(»  zusammengehörigen  Werthe  von  r  und  2  von  r  =  ro  bis  r  =  00 
und  von  ^  =  0  bis  ^  =r  ^  .  Die  betreffenden  Bewegungen  sind 
Fernbewegungen. 

Ist  (ß  positiv  und  rü<(>,  oder  ist  (j  negativ; 

so   erstrecken   sich    die  zusammengehörigen  Werthe   von   r  =  ro  bis 

r  =  0    und   von  ™  =  0  bis   j^  =  cc.    Die  betreffenden  Bewegungen 

sind  im  erstem  Falle,  wenn  q  positiv  und  ro<(/  ist,  und  desgleichen 
im  zweiten  Falle,  wenn  q  negativ  und  rü<p  ist,  Mo lecular be- 
weg un  gen;    wenn  aber  im   zweiten  Falle  ro>(;  ist,    sind   die  be- 
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Ireffenden  Bewegungen  theils  Fernbewegungen,  theils  Mole- 
eularbewegungen. 

Unter  der  angegebenen  Beschriinkung  der  Bewegungen  erhalt 
man  also  für  zwei  blos  unter  wechselseitigem  Einfluss  sich  bewe- 
gende Theilchen  e,  e,  wenn  keine  Drehungsbewegung  der 
Theilchen    um    einander   im  Räume   statt  findet,    folgende   Bc- 

i^egiingsgleichung ,   nämlich  wenn  —  =  u  gesetzt  wird, 

uu   ^^    r  —  ro      Q 
cc    ^    r  —  Q   '  ro    ' 

WO  (;  einen  durch  die  Theilchen  e,  e\  ihre  Massen  6,  e  und  durch 
die  Constante  cc  gegebenen  Werth  hat,  und  ro  eine,  nach  dieser 
Gleichung  selbst,  aus  dem  positiv  und  von  q  verschiedenen,  sonst 
beliebig  anzunehmenden,   Anfangswerth  von  r,    und  aus  dem  positiv 

und  kleiner  als  cc^  sonst  beliebig  anzunehmenden,  Anfangswerth  von 

UM  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet. 


10. 
im  Aggregatzuslände  eines  Systems  von  zwei  gleichartigen  Theilchen, 

Für  zwei  gleichartige  Theilchen  hat  p  einen  positiven  Werth. 
Da  nua  ferner  für  jeden  Werth  von  r  die  relative  Geschwindigkeit 
tt  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe   annehmen    kann;    so   kann, 

obiger  Gleichung  ~  =  ^3—  •  7"  genn^^ss, 

entweder  r  zuerst  abnehmen  von  r  =  oo  bis  r  =  r©,  und  da-, 

bei  nimmt  u  zu  von  m  =  —  cl/—  bis  u  ^  0:  sodann 
wird 
r  wieder  zunehmen  von  r  =  ro  bis  r  =  c»,  und  dabei  nimmt 

u  zu   von  w  =  0  bis  m  =  +  ^*  1/  y.-  ; 

oder  es  kann  r  zuerst  abnehmen  von  r  =  fo  bis  r  =  0,  und 
dabei  nimmt  u  ab  von  w  =  0  bis  w  =  —  c;  sodann  wird 
r  wieder  zunehmen  von  r  =  0  bis  r  =  r„,  und  dabei  nimmt 
u  ab  von  w  =:  +  c  bis  w  =  0. 
Man  sieht  leicht,  dass  die  erstere  Bewegung  keine  w ieder keh- 
re irde  ist;   denn   nachdem  die  Entfernung  r   von    beliebiger  Grösse 


bis  u  abgenommen  hat,  wächst  sie  wieder  und  zwar  bis  ins  Unen^t/- 
liche,  d.  h.  sie  nimmt  niemals  wieder  ab.     Die  letztere  Bewegut:Mß 
ist   dagegen  eine  wiederkehrende,   indem   die  Entfernung  r  al:^ 
wechselnd   von  n  bis   0    abnimmt  und    abwechselnd    von   0  bis  #*« 
wieder  zunimmt. 

Im  Augenblicke,  wo  r  =  0  wird,  scheint  zwar  im  Werthe  de^r 
Geschwindigkeit  u  ein  Sprung  einzutreten  von  —  r  zu  +  c;  in  dei' 
Thal  findet  aber  kein  Sprung  statt,  weil  —  c  bei  verschwindendem j 
r  dieselbe  Geschwindigkeit  l)ezeichnet,  wie  -i-  c  bei  dem  von  Null 
an  wachsenden  r. 

Diese   beiden   Bewegungen   sind    femer  von    einander    dadurcli 
unterschieden,   dass   kein  U ebergang   von   der  einen   zur   ander«^ 
statt  findet ;  denn   ein   solchei-   üeb'ergang '  würde    nach   obiger  Glei  — 
chung  für  die  Strecke  qt^  oder  ro(;  nur  durch  imaginäre  Werthe  vo^äti 
u  vermittelt  werden. 

Auf  diese   Trennung   der  beiden   Bewegungszustände   llisst  sicJj 
nun   die  Unterscheidung   zweier   Aggregat  zustünde   eines   Sy- 
stems von  zwei  gleichartigen  Theilchen  begründen,  nämlicfi 
eines  Aggregatzustandes,  bei  welchem  die  beiden  Theilchen  sich  nur 
in  Fernbewegung  befinden  können,   und  eines  Aggregatzustandes, 
bei  welchem  die   beiden  Theilchen   sich    nur   in  Molecularbewe- 
gung  befinden  können.     Einen  l-ebergang  von  dem   einen  A^;i*egat- 
zustande  zu  dem  andern  giebt  es  nicht,  solange  beide  Theilchen  sich 
nur  unter  wechselseitigem  Einfiusse  bewegen. 

Zu  bemerken  ist  nur  noch  der  l-mstand,  dass  liiebei  vorausge- 
setzt worden,  dass  die  beiden  Theilchen,  im  Kaume  betrachtet,  keine 
andere  Bewegung  haben,  als  na<*h  der  Richtung  r;  jedoch  wird  in 
den  folgenden  Artikeln  auch  der  entgegengesetzte  Fall  betrachtet 
werden. 
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11. 

Biitegungen  zweier  elektrischen  TheiUhen^   welche  im  Raume^  in  einer 
Richtung  senkrecht  auf  die  sie  verbindende  Gerade^  ungleiche 

Geschwindigkeiten  besitzen. 

Bezeichnet  a  den  Unterschied  der  Geschwindigkeiten,  welche 
zwei  elektrische  Theilchen  e  und  e\  bei  der  Entfernung  r  von  ein- 
ander, im  Kaunie  in  einer  Richtung  senkrecht  auf  die  sie  verbin- 
dende Gerade  r  besitzen ;  so  ergiebt  sich  ""  als  der  von  a  abhän- 
gige Tlieil   der    relativen  Beschleunigung  ~  . 

Bringt  man  diesen  Theil  ^   v(m  der  ganzen  Beschleunigung     - 

in  Abrechnung,  so  giebt  die  Differenz  (-^  —  ^  j    denjenigen    Theil 

der  relativen  Beschleunigung  der  beiden  Theilchen,  welcher  von  den 
Kräften  herrührt,    die   sie    auf  einander  ausüben.     Nach  Art.  9  war 

dieser  letztere  Theil    =f     -i-    ,)-  ,    wonach     folgende   Gleichung 

erhallen  wird: 

du  ««  1_  /  ^    ^.      1  \  dV 

~di  r  \f     "*"    ~f' )  dr    ' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  udt  =  (/r,  so  erhält  man 


udu  —  6f«    -  =  ( -  -  -I-     ,  )  i  -T-  ar  , 

r  \  f  f   /      dr         ^ 


und  hieraus  folgt  durch  Integration,  von  dem  Augenblicke  an  gerech- 
iiet,  wo  !i  =  0  ist,  wenn  der  Werth  von  r  in  diesem  Augenblicke 
™it  h  bezeichnet  wird, 

wo  V=  ^f?^  —  1)    und   Vo  =  —  —  ist,  wo  aber,  um  die  letzte 

Integralion  auszuführen,  ««  als  Function  von  r  dargestellt  wer- 
J^n  muss. 

Nun  ist  r  .  adl  das  von   der  Verbindungslinie  der  beiden  Theil- 
chen, welche  durch  Abstossungs-  oder  Anziehungskrätle  auf  einander 
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wirken,  bei  der  Bewegung  des  einen  Theilchens  um  das  andere  in 
dem  Zeitelement  dt  beschriebene  Flächenelement,  welches  für  gleiche 
Zeitelemente  dt  immer  gleichen  Werth  behalt,  woraus  radt  =  roujt 
folgt.     Setzt  man  also  hiernach 

4 

aa  =  fofoaoOfo  •  -zr 

im  letzten  Gliede  der  obigen  Gleichung  ein,  und  fuhrt  dann  die  In> 
tegration  aus;  so  erhält  man  folgende  Gleichung: 


\€  i  J  cc  \  rrQ  r      cc J 


cc  cc    '        rr         ' 


woraus,    wenn  2(|  +jj^  =  ()    gesetzt    wird,    die    Bewegungs- 
gleichung 

r  —  (»  \ro  r       '     cc  ) 


cc 


erhalten  wird.     Wird  dieser  Werth  von  ^  in  die  Gleichung 


r   \  cc  / 


gesetzt,  so  erhielt  man 


'*    \  **  —  ('  \  ^0               r       '     cc  J  ) 

^y_ ??^      ro-Q    ee'      /-   /«  ^  gXrpro 


i\  «0  gp 
/    cc 


12. 

Nach  dem  vorigen  Artikel  ist  für  zwei  Theilchen,  die  sich  unter 
wechselseitigem  Einflüsse  beliebig  im  Räume  bewegen,  eine  Glei- 
chung zwischen  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  u  und  ihrer  relativen 
Entfernung  r  gegeben,  nUmlich 


ttt»   _^  r—  rp  /  Q  r-t-fV)  cpcpN 

cc    "^    r  —  ^  \  rp  r        cc  )   ^ 


worin  (>  eine  für  zwei  gleichartige  Theilchen  positive,  für  zwei 
ungleichartige  Theilchen  negative  Constante  bezeichnet. 

Es  ergeben  sich  nun  hieraus  ganz  ähnliche  Folgerungen  für  die 
freien  Bewegungen   zweier  Theilchen    im  Räume,   welche   in  einer 
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Richtung  senkrecht  auf  die  sie  verbindende  Gerade  ungleiche  Ge- 
schwindigkeit besitzen,  unter  dem  Einflüsse  ihrer  eigenen  Wechsel- 
wirkung, wie  für  die  Art.  1 0  betrachteten  Bewegungen  zweier  Theil- 
chen  in  Richtung  der  geraden  Linie  r.  Es  ergiebt  sich  näm- 
lich auch  hier  für  zwei  gleicharti.ge  Theilchen  wieder  die  Unter- 
scheidung derselben  zwei  Aggre^atzuslünde,  nämlich  eines  Aggregat- 
zuslaudes,  in  welchem  die  beiden  Theilchen  Bewegungen  machen 
mit  periodischer  Wiederkehr  derselben  Lage  gegen  einander,  und 
eines  Aggregatzustandes,  in  welchem  die  beiden  Theilchen  Bewegun- 
gen machen,  durch  welche  sie  von  einander  immer  weiter  entfernt 
werden  und  niemals  zu  derselben  Lage  zurückkehren.  Einen  Ueber- 
§ang  von  dem  einen  Aggregatzustand  zu  dem  andern  giebt  es  nicht, 
so  lange  als  beide  Theilchen  sich  nur  unter  dem  Einflüsse  ihrer 
eigenen  Wechselwirkung  bewegen. 


13. 

Eine  Drehung   der  beiden   Theilchen    um   einander   fordert  das 
Vorhandensein  einer  gewissen  Anziehungskraft,  wenn  die  beiden 
Theilchen   bei   dieser   Drehung   in   gleicher  Entfernung   von   einander 
bleiben  sollen,    und  diese  durch  die  Drehung  geforderte  Anziehungs- 
traft   wächst    bei    unveränderter    Entfernung    quadratisch    mit    der 
Drehungsgeschwindigkeit.    Hiernach  sollte  man  erwarten,  dass  es  für 
zwei  gleichartige  elektrische  Theilchen  in  einer  Entfernung  ro<() 
wo  sie  einander  anziehen)     stets    eine    gewisse    Drehungsge- 
schwindigkeit   «0   geben    müsse,    bei    welcher    die    durch    die 
Drehung  geforderte  Anziehungskraft    der    aus    der   Wechselwirkung 
der  beiden  Theilchen  resultirenden  Anziehungskraft  gleich   wäre,    so 
dass   die  beiden   um  einander    sich   drehenden  Theilchen  bei  dieser 
Drehungsgeschwindigkeit    in    gleicher    Entfernung    r©    von   einander 
blieben.     Dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  weil  die  aus  der  Wechselwir- 
kung beider   Tlieilchen   resultirende   Anziehungskraft  nicht  blos   von 
der  Entfernung  ro,    sondern   auch   von   der  Drehungsgeschwindigkeit 
ceo  abhängt,  und  mit  letzterer  in  solcher  Weise  wächst,  dass  sie  stets 
grösser  bleibt   als  die  durch  die  Drehungsgeschwindigkeit  geforderte 
Anziehungskraft,  wonach  also  mit  jeder  solchen  Drehung  immer  eine 
wechselseitige  Annäherung  der  beiden  Theilchen  verbunden  ist. 

AUnadl.  d.  K.  S.  GeuUiieb.  d.  Wisaenseh.  XV.  3 
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1^  ergiebt  sich  nämlich  leicht,  dass  bei  zAvei  gleicharti. 
YWdctien  e  und  e\  wo  p  einen  positiven  Werth  hat,  wenn  rs 
mkI  folglich  w  =a=  0  ist,  es  keinen  Werth  von  f^o  giebt,  ftlr  wek 

i**  =0  wäre,  was  der  Fall  sein  müsste,  wenn  beide  Theilchen  in  un 

aadiM-ter  Entfernung  u    bleiben   sollten.     Denn   es   ergiebt   sich 
r  =  fü  aus  der  Gleichung  am  Schlüsse  von  Art.  1 1 


dr 


und  hieraus  ferner,   weil  ^  -  i!2  =«  (1  +  i,^^^  =  |^^ .  IL  , 
wonach  -^  nur  dann  ^  0  sein  kann,  wenn 


(^o«o  =  — --^tr 


1  o 

2  ro 


Wäre,  was  aber  ftir  einen  positiven  Werth  von  p,  d.  i.  wei 
und  e   gleichartig  sind,  nicht  möglich  ist. 

Ferner  ergiebt  sich,    dass  bei    zwei   gleichartigen  Theilcl 

wenn  r  =  r^  ist,  -*^  entweder  positiv  oder  negativ  sei,  jen? 

dem  fo  >  p  oder  r«  <  p  ist.  Die  beiden  Theilchen  entfernen  : 
also  stets  von  einander,  wenn  r  =  r„  >  p,  und  sie  nähern  sich  s 
einander,  wenn  r  =  ro  <  p  ist,  welchen  Werth  auch  Oo  haben  m( 


14. 
lieber  die  Schwingungsdauer  eines  elektrischen  Atomen-Paares. 

Zwei  gleichartige  elektrische  Theilchen,  in  einer  Entfern 
r„  <  p  von  einander  (wo  ihre  relative  Geschwindigkeit  =  0  i 
bleiben  nicht  in  dieser  Entfernung,  sondern  nähern  sich  einan 
von  r  =  Tft  bis  •  r  =  0  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  von  u  = 

bis!i=|/(cc  +  -^'^^-^Vi)  wächst,  d.  i.  ins  Unendliche,   wenn 

Drehungsgeschwindigkeit  Oq  im  Augenblicke,  wo  r  =  fo,  ^on  T 
verschieden  war.  Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  der  Zeitraum  ö. 
welchem  beide  Theilchen  von  r  =  r„  bis  r  =  0  sich  nähern,  ei 
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endlichen  Werth  hat.     Dass   im   Augenblicke,    wo  r  =  0  wird,   der 
Werlh  der  relativen  Geschwindigkeit  beider  Theilchen 


Y(cc  +  "«"7"«  •  9  =  ± 


oo 


wird,  hat  hier  nur  die  Bedeutung,  dass  diese  relative  Geschwindig- 
keit von  nun  an  als  eine  Entfernungsgeschwindigkeit  =  -i-  oo  zu 
setzen  ist,  während  sie  bis  dahin  als  Näherungsgeschwindigkeit 
=  —  oo  geworden  war.  Dies  vorausgesetzt  ergiebt  sich  leicht,  dass 
die  beiden  Theilchen  in  einem  zweiten  gleich  grossen  Zeiträume  0 
sich  von  r  =  0  bis  r  =  r^  wieder  von  einander  entfernen  werden. 
Der  Zeitraum  20,  in  welchem  die  beiden  Theilchen  sich  von  der 
Entfernung  r  =s  r^  bis  r  =  0  einander  mit  zunehmender  Geschwin- 
digkeit nähern  und  darauf  von  r  s=  0  bis  r  =  r^  mit  abnehmender 
Geschwindigkeit  sich  von  einander  wieder  entfernen,  kann  die 
Schwingungsdauer  des  von  dea  beiden  elektrischen  Theilchen 
gebildeten  Atomen-Paares  genannt  werden. 

Es   bleibt   hienach   noch    die   Aufgabe,    die    Schwingungs- 
dauer 20  eines  solchen  Atomen-Paares  zu  bestimmen. 

Diese  Schwingungsdauer  lässt  sich  aus  der  Gleichung 


uu  ^^  r—rp/g  rp-t-r     oqoqX 

cc  r  "  Q  \rQ  r      '    cc  J 


leicht  ableiten,    wenn  man  annimmt,   dass  r^  darin  nicht  grösser  als 
C  sei. 

Betrachtet  man  nämlich   zuerst  den  Grenzfall,  wo  r^  =  q  ist, 
so  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung 

uu  =  cc  +  a^a^  -1-  ga^a^  .  -  , 

und  hieraus,  «  =  -r-  gesetzt, 


dt 


f      (>«0«0+(<*C  + 


Durch  Integration  wird  hieraus  erhalten 


W 
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Hiernach  findet  man 


ö=   -^      V(ec  +  2a,a,)-  -  <'«««^-    log(l/(l +-^'  )+y  (^  +  ^:L.)) 


oder   für   kleine  Werthe   von   - 

C    \  VC  "«'0/ 

Beschriinkt   man   sich   sodann    auf    die    Betrachtung    kleiner 

Schwingungen,  d.  i.  solcher,  wo  ^"  sehr  klein  ist,  so  ergieht  sich 

aus  obiger  Gleichung,    wenn  r,,  und  r  gegen  p  darin  als  verschwin- 
dend angenommen  werden, 

und  hieraus,  w  =  -^  gesetzt. 


cdt  =  —  rfr 


was    zu    einem    elliptischen    Integrale    führt.       Für    verschwindende 
Werthe  von  -  erhlilt  man 


c 


dt  =  —  dr 


\l'  -1  ■ 


woraus  durch  Integration  folgt 


^  _  _    4   I ^_r 2r(» 


Vi'  -  0 


Wenn,    wie    vorausgesetzt    worden,    r  <  p    ist,    kann    r„    die 
Schwingungsamplitude  genannt  werden,  und  es  ergieht  sich  für  kleine 

Werthe  von  -,  dass  bei  kleinen  Schwingungsamplituden  die  Schwin- 
gungsdauer 20  eines  elektrischen  Atomen-Paares  der  Schwingungs- 
amplitude r„  proportional  ist.  Der  Faktor  aber,  womit  /*,,  zu  nml- 
tipliciren    ist,    um   20   zu    erhalten,    welcher   für  kleine   Amplituden 
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constant  =  -  ist,    nimmt  bei  grösseren   Amplituden   ab    und    wird 

a 

=  -  für  die  Amplitude  r  =  (^. 

Setzt  man  c  =  439450.10^  L^d^  '  ^^  ergiebt  sich  aus  letz- 
lerer Bestimnmng,  dass  der  Werth  von  (j  etwa  zwischen  j^  und 
—  Millimeter  liegen  müsste,  wenn  diese  Schwingungen  den  Licht- 
schwingungen  an  Schnelligkeit  gleich  sein  sollten. 

Die  Verschiedenheit  der  elektrischen  Theilchen  e,  e  und  ihrer 
Massen  t,  f'  hat  bei  kleinen  Werthen  von  -  und  bei  kleinen  Ampli- 
tuden auf  die  Schwingungen  gar  keinen  Einfluss,  bei  grösseren  Am- 
plituden aber  nur  insofern,  als  der  Werth  von  q  davon  abhängt. 


15. 

Anwendbarkeit  auf  chemkche  Atomengiiippen. 

Die  Unterscheidung  zweier  oder  mehrerer  AggregatzustHnde  der 
Körper,  jenachdem  sie  aus  einfachen  Atomen,  oder  aus  Atomenpaa- 
ren, oder  aus  Gruppen  von  noch  mehr  als  zwei  Atomen  bestehen, 
hat  in  der  Chemie  grosse  Bedeutung  erlangt.  Es  findet  bald  der 
eine,  bald  der  andere  Aggregatzustand  statt,  und  bei  vielen  che- 
roischon  Processen  findet  ein  Uebergang  von  dem  einen  zum  andern 
stau,  aber  die  bei  solchen  UebergUngen  eintretenden  Zwischenzu- 
slände  können  nicht  beharien,  und  jene  Aggregatzust^nde  stehen  da- 
her als  beharrliche  ZustSknde  von  einander  ganz  isolirt  da. 

Nun  leuchtet  ein,   dass   die  Beharrlichkeit  einiger  Atomen- 
zustände,  die  als  l)esondere  Aggregat  zustünde  unterschieden  werden, 
Jiowie  der  Mangel   der  Beharrlichkeit   aller  andern  Atomenzu- 
slünde,    ihren  Grund    nur  in   den  Gesetzen  der  Wechselwirkung  der 
Afüine  haben  könne,  d.  h.  in  der  Verschiedenheit  der  KrUfte,  welchq 
die  Atome   auf  einander   ausüben  nach  Verschiedenheit  der  Verhält- 
nisi^e,   unter   denen   sie   sich    gegen    einander   befinden.     Der  Grund 
der  Beharrlichkeit   einiger   Atomenzustände    und   des  Mangels   dieser 
Beharrlichkeit  bei   andern    ist  in    solchen  Gesetzen   der  Wechselwir- 
kung der  Atome   bisher    keineswegs  nachgewiesen  worden,   und  es 
dürfte  auch  schwerlich  gelingen,    diesen  Grund   in  solchen  Gesetzen 


der  Wechselwirkung  aufzufinden,   wie  man   für   ponderabele   Atome 
aufzustellen  und  anzunehmen  bisher  versucht  hat. 

Es  liegt  daher  die  Frage  nahe,  ob  der  Grund  von  der  Beharr- 
lichkeit  gewisser  Atomenzustände  nicht  vielleicht  in  solchen  Gesetzen 
der  Wechselwirkung  zu  finden  sei,  wie  hier  für  die  elektrischen 
Theilchen  aufgestellt  und  angenommen  worden  sind.  Es  dürften 
daher  auch  in  dieser  Beziehung  die  in  den  vorhergehenden  Artikeln 
entwickelten  Bewegungen  zweier  elektrischen  Theilchen  unter  Ein- 
fluss  der  ihnen  zugeschriebenen  Wechselwirkung  von  Interesse  sein, 
weil  dadurch  wirklich  ein  Grund,  worauf  die  Existenz  solcher  be- 
harrlicher Aggregatzustände  beruhen  könne,  nachgewiesen  worden 
ist.  Und  es  dürfte  hiebei  insbesondere  zu  beachten  sein,  dass  die- 
selben Kräfte,  welche  den  von  einfachen  und  den  von  Atomenpaaren 
gebildeten  Aggregatzustand  der  Elektricität  bedingen,  mög- 
licherweise auch  zwei  ebensolche  Aggregatzustände  pondera- 
beler  Körper  bedingen  können.  Denn  bei  der  allgemeinen  Ver- 
breitung der  Elektricität  darf  angenonmien  werden,  dass  an  jedem 
ponderabelen  Atome  ein  elektrisches  Atom  haftet.  Haften  aber  elek- 
trische  Atome  fest  an  ponderabelen,  so  wird  in  den  Verhältnissen 
der  elektrischen  Atome  nichts  geändert  als  die  Massen,  welche 
von  den  auf  die  elektrischen  Atome  wirkenden  Kräften  zu  bewegen 
sind.  Diese  Massen  sind  aber  in  obiger  Entwickelung  unbestimmt 
gelassen  und  blos  mit  6  und  b  bezeichnet  worden,  während  die 
elektrischen  Theilchen  selbst,  denen  die  Massen  6  und  t  angehören, 
unabhängig  von  der  Kenntniss  der  Werthe  ^  und  «',  durch  die  mess- 
baren Grössen  e  und  e  bestimmt  worden  sind.  Nimmt  man  nun 
die  Werthe  von  «  und  *'  so  gross,  dass  darin  die  Massen  der  an 
den  elektrischen  Atomen  haftenden  ponderabelen  Atome  mit  einge- 
schlossen sind;  so  finden  alle  zunächst  blos  für  elektrische  Atome 
gefundenen  Bestimmungen  auch  auf  die  mit  elektrischen  verbundenen 
ponderabelen  Atome  Anwendung. 
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16. 

Ueber  Agfp'egatzmtand  und  Schwingung  zweier  ungleicharligen 

elektrischen  TheUchen, 

Für  zwei  ungleichartige  elektrische  Theilchen  gelten  diesel- 
ben Gleichungen,  wie  filr  zwei  gleichartige,  nämlich  die  Art.  1 1  ge- 
fundenen 


cc         r  —  Q  \ro 


r  \r  "QXro  "^       r      '    cc  /  J 

worin  (>  :=  äTj  +  yj-^  ist;  nur  hat  q  bei  ungleichartigen  Theil- 
chen einen  negativen  Werth,  weil  das  Product  ee  negativ  ist. 
Hiezu  kommt  noch  die  Gleichung  ar  =  a^r^  (weil  nämlich  nur  solche 
Bewegungen  betrachtet  werden,  welche  zwei  elektrische  Theilchen 
unter  blossem  Einfluss  ihrer  eigenen  Wechselwirkung  machen), 
woraus  endlich  noch  die  Gleichung  folgt 


du  ^^_    \   Qcc    dV 
dt  Tm"  '  dr 


♦'o^'o  <*0^ 


Hieraus  ergiebt  sich  ebenso  wie  bei   zwei  gleichartigen   elektrischen 
Theilchen,  dass, 

für  r  =  ro,  f  =  .—-j(\  +  2^') 

"'    dr  ro(ro-e)  V       "^         cc  J 


dt  9  ro-eVo  "^         cc  )  ' 


du 

dt 


und  dass ,  wenn  zugleich  «o  =  1/  —  ^    (was   jetzt    einen    reellen 

7   "*"  ?")cc   ^^^'^   ungleichartige  Theil- 
chen positiv   ist),  ^  =  0  wird,  wonach  also  beide  Theilchen,  wenn 

r  ^  r^  und  «o  =  }/  —  ff  ^^^^   ^^^   ihrer  Drehung   um  einander  in 

stets  gleicher  Entfernung  ro  bleiben,  ein  Fall,  der  bei  zwei 
gleichartigen  Theilchen  gar  nicht  vorkommen  konnte. 
Es  ergiebt  sich  aber  ferner  aus  der  Gleichung 


oder,   wenn  der  constante  Werth  —  ^o^^ofH)  _,  ^  gesetzt  wird,  aus 
folgender  Gleichung 

-'-^■-=a-o(»a+7)-o- 

dass   ausser  dem  Werthe  r  =  Tq,  ftir  welchen  w  =  0   gegeben   ist, 

im  Allgemeinen   noch   ein   anderer  Werth  von  r  =  ~^^    vorhanden 

ist,  fur  welchen  ebenfalls  u  =  0  ist. 

Diese  beiden  Werthe  von  r,  für  welche  ti  =  0  ist,  sind  aber,  nach 
dem  Werthe  von  n,  bald  mehr,  bald  weniger  von  einander  verschieden, 

und  fallen  für  n  =  ^ ,   d.  i.  für  «^  ^  1/  —  |^,  ganz  zusammen,  und 

nur  dann,  wenn  die  beiden  Werthe  von  r,  für  welche  w  =  0  ist»  so  zu- 
sammenfallen, tritt  der  vorher  erwähnte  Fall  ein,  dass  zugleich  f*  := 


j 


und   -^  =  0   sind,   folglich  beide  Theilchen    bei   ihrer  Drehung  umi=i 

einander  in  gleicher  Entfernung  bleiben. 

In    allen    übrigen    Fällen ,    wenn    z.  B.  für  r  ^  2n  —  o?    (w 
a^  <C  n  sei)    die   Geschwindigkeit    m  =  0   ist,   giebt  es   noch    eine 

zweiten  Werth   von  r  =  2»  H — ^^  ,    für    den    ebenfalls    die    Ge — - 

schwindigkeit  u  =  0  ist.  ~  hat  alsdann  für  r  =  2w  —  x  einenr 
positiven  Werth,  nimmt  aber  ab  und  wird  =  0  zwischen  r  =  2n  —  or 
und  r=  2»  +  -^^?  sodass,  für  r  =  2w  -•-    *^^-^  J*  einen   negativen 

tl  ^~  X  W  ~~  X       CEv 

Werth  hat.     iMan  ersieht  hieraus,  dass  Abstossung  der  beiden  Theil- 
chen  statt    tindet  von  r  =  2m  —  a^  bis   zu    demjenigen  Werthe  von 

r,  für  welchen  ^  =  0    ist,     und    Anziehung    von    da    an    bis    zu 

r  =  2w  -•-  -^- ,    wonach  beide   Theilchen    immer   in   schwineen- 

der  Bewegung  gegen  einander  innerhalb  der  angegebe- 
nen Grenzen  bleiben  müssen. 
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17. 
lieber  Amperesche  MokaUarströme. 

■  • 

Der  eben  beschriebene  moleculare  Aggregatzustand  zweier  un- 
gleichartigen elektrischen  Theilchen,  bei  welchem  nämlich  die  Ent- 
fernung der  beiden  Theilchen  abwechselnd  zunimmt  und  wieder  ab- 
nimmt, zwischen  genau  bestimmten  Grenzen,  und  die  Bahn,  in 
welcher  das  eine  Theilchen  um  das  andere  sich  bewegt,  an  diesen 
beiden  Grenzen  in  eine  Kreisbahn  übergeht,  verdient  besonders  in 
solchen  Fällen  nähere  Beachtung,  wo  das  einp  Theilchen  als  ruhend 
und  blos  das  andere  Theilchen  als  in  Kreisbewegung  um  ersteres 
beflndlich  betrachtet  werden  darf. 

Das  Verhältniss  beider  Theilchen  in  Beziehung  auf  Theilnahme 
an  der  Bewegung  hängt  von  dem  Verhältniss  ihrer  Massen  6  und  «' 
ab,  wobei  nach  Art.  15  in  den  Werthen  von  6  und  e  die  Massen 
der  an  den  elektrischen  Atomen  haftenden  ponderabelen  Atome  mit 
eingeschlossen  werden  müssen.  Es  sei  e  das  positiv  elektrische 
Theilchen;  das  negative  sei  demselben  entgegengesetzt  gleich  und 
werde  daher  mit  —  e  (statt  mit  e)  bezeichnet.  Nur  an  diesem 
letztem  hafte  ein  ponderabeles  Atom,  wodurch  seine  Masse  so  ver- 
grössert  werde,  dass  die  Masse  des  positiven  Theilchens  dagegen  als 
verschwindend  betrachtet  werden  dürfe.  Das  Theilchen  —  e  wird 
ilann  als  ruhend,  und  blos  das  Theilchen  +  e  als  in  Bewegung  um 
das  Theilchen  —  e  herum  befmdlich  betrachtet  werden  können. 

Es  stellen  alsdann  die  beiden  ungleichartigen,  in  dem  beschrie- 
benen molecularen  Aggregatzustande  befindlichen  Theilchen  einen 
'^mpereschen  Molecularstrom  dar;  denn  es  lässt  sich  zeigen, 
<'ass  sie  den  iVnnahmen  ganz  entsprechen,  welche  Ampere  von  den 
Molecu lar strömen  gemacht  hat. 

Um  dies  zu  zeigen,  werde  der  Ausdruck  der  Kraft  entwickelt, 
^velchen  das  bewegte  Theilchen  e  auf  irgend  ein  gegebenes 
^tromelement  ausübt.  Man  bezeichne  mit  ds  die  Länge  des  gege- 
benen Stromelements,  ferner  mit  +  e'ds  die  positive  und  mit  —  eds 
die  negative  Elektricität,  die  es  enthält;  endlich  mit  u  die  Ge- 
•'^^^hwindigkeit  des  positiven  Theilchens  -•-  e'ds'  und  mit  —  u  die 
Geschwindigkeit  des  negativen  Theilchens  —  eds.     Sodann  bezeichne 


42  Wilhelm  Weber, 

r  den  Abstand  des  Stroraelements  vom  Theilchen  e,  u  die  Geschwin- 
digkeit des  Theilchens  e;  o?,  y,  z  die  Coordinaten  des  Theilchens  e\ 
x\  y\  z  die  Coordinaten  des  Stromelements;  ß  und  0  die  Winkel 
der  Richtungen  von  u  und  u  mit  r;  e  den  Winkel  der  Richtung 
von  u  mit  der  Richtung  von  u. 

Man  transformire  sodann  den  allgemeinen  Ausdruck  derAbstossungs- 
kraft  zweier  elektrischen  Theilchen  e  und  e  beim  Abstände  r,  nämlich 

rr\  ccdfi  "^   cc  dfi) 

auf  folgende  Weise  (siehe  Beer,  Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die 
Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Elektrodynamik  S.  251).  Man  dif- 
ferentiire  nSlmlich  die  Gleichung 

in  Beziehung  auf  die  Zeit  i;  so  erhält  man 


oder  auch 


r  ^  :=  r  (mcos  t)  —  u  cos  &)   . 


Durch  nochmalige  Differentiirung  erhält  man 


dr^^  ddr  /dx        cte'V   .     /du        d!/'\«    .     /dz        rfa'\« 

d<2   "*"  ''d^a 


/dx cte^Y  ^.     /äy ^J^' V  j.  /^^ rfa'  V 

VdT         dxy"*"Vdr         dt )   '^,   \dt  dt) 


.s/ddx        ddx'\     ^      ,  '\ /ddy        ddy'\     .     ,  ,.  /dd2  dd»'V 


worin 


(dx  (te'\2    ^     /rfy  dy'\2    .     /da  ds'X'i  o     .        'i  a       ' 

SF  -  dTJ    +  U  -  i)   +  U  -  di  j   =  '''  +  "'  -  2t*ti  cos*  . 

Bezeichnet  man  nun  die  Beschleunigung  des  einen  Theilchens,  deren 
Componenten  -^^  ,  ^^i  ^  ^  sind ,  mit  iV,  und  mit  v  den  Winkel 
ihrer  Richtung  mit  r,  und  auf  gleiche  Weise  die  Beschleunigung  des 
andern  Theilchens,  deren  Componenten  -^  ,  -^ ,  -^  sind,  mit  iV', 
und  mit  i^'  den  Winkel  ihrer  Richtung  mit  r,  so  ergiebt  sich 

ü^'jnyddx        d|to'\       y-j^'/dd^        ddy;\       z^/dd«       dd^'\ _  y         ^ _  ^y pn^ t;' 
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Durch  Sübslilution  dieser  Werlhe  erhält  man 
ig-l-2r5  =  2(w2+M'2_2t/w'cos*)  +  2r(iVcosi/  — iV'cosr') 

3 jjj  =  3(w  cos  0  —  w'cos  0'y  . 

Die  letztere  Gleichung  von  der  ersteren  subtrahirt,  giebt 

-g-l-  2r^  =  2(m2  +  w'2  — 2ttM'cosf)  — 3(mcos©-m'cos0')2 

+  2r(iVcosy  —  iVcosv)   , 

woraus  der   allgemeine  Ausdruck  der  Abstossungskrafl  zweier   elek- 
trischen Theilchen  e  und  e   im  Abstände  r,  nämlich 


rr  \  cc  dfi  "*"   cc  dfi  J 


Iransformirt  sich  ergiebt,   nämlich 


ccrr  ^ 


CC  +  2(ti^  +  u"^  —  "iuu  cos  e)  —  3  (w  cos  0  —  u  cos  S'Y 

+  2r  [N  cos  V  —  N'  cos  v)  . 

Setzt  man  nun  hierift  für  das  Theilchen  e  die  positive  Elektri- 
cilät  im  gegebenen  Stromelemente,  nämlich  +  ed8\  so  erhält  man 
^'ie  Abstossungskraft 

^  [cc  -I-  2(w2  +  w"^  —  2mw'  cos  t)  —  3  [u  cos  0  —  u  cos  Oy 

+  2r  (iV  cos  V  —  iV  cos  j'')   ; 

^tzt  man  aber  für  das  Theilchen  e  die  negative  Elektricität  im  ge- 
sehenen Stromelemente,  nämlich  —  eds\  so  erhält  man,  weil  alsdann 
*  +  ^,  0*  +  TT  und  1/'  -•-  TT  an  die  Stelle  von  ^,  &'  und  i''  tritt,  die 
•^Ijstossungskraft 

^^  (—  cc  —  2(u2  +  m'^  +  im  cos  f)  +  3(w  cos  0  +  m  cos  Sy 

—  2r(iVcos  V  +  iV'  cos  v)   ; 

zusammen,   die  Abstossungskrafl  des  bewegten  Theilchens  e 
^wf  das  ganze  Stromelement, 

~—r  (3tiu  cos  0  cos  0'  —  %uu  cos  6  —  riV  cos  v)   . 
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es  in  Kreisbewegung  um  das  elektrische  Theilchen  —  e  sich  befin- 
det, auf  alle  galvanischen  Ströme  dieselben  Wirkungen  ausübt,  welche 
Ampere  von  seinen  Molecularströmen  angenommen  hat. 

Die  von  Ampere  angenommenen  Molecularströme  unterscheiden 
sich  aber  von  allen  andern  galvanischen  Strömen  wesentlich  dadurch, 
dass  sie,  nach  Amperes  Annahme,  ohne  elektromotorische  Kraft 
beharren,  während  alle  andern  galvanischen  Ströme,  dem  Ühm- 
schen  Gesetze  gemüss,  der  elektromotorischen  Kraft  proportional  sind, 
also  mit  der  elektromotorischen  Kraft  zugleich  verschwinden.  Es 
leuchtet  nun  aber  ein,  dass  obiges  elektrisches  Theilchen  -i-  e  seine 
Kreisbewegung  um  das  elektrische  Theilchen  —  ß,  ohne  elektromotorische 
Kraft,  von  selbst  immer  fortsetzt,  und  also  auch  in  dieser  Beziehung  der 
Am  per  eschen  Annahme  vom  Molecularströme  ganz  entspricht. 

Man  erhält  also  auf  diese  Weise  eine  einfache  Construction  der 
von  Ampere,  ohne  Beweis  von  ihrer  Möglichkeit,  angenommenen 
Molecularströme,  begründet  auf  die  Gesetze  des  molecularen  Ag- 
gregatzustandes  zweier  ungleichartigen  elektrischen 
Theilchen,    wie  sie    im  vorigen   Artikel   gefunden   worden. 


18. 

Regungen  zweier  ungleichartigen  elektrischen  Theilchen  im  RaumCy 
unier  Einfluss  einer  elektrischen  Scheidungskraft. 

Bezeichnet  n  +  v  den  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  elek- 
trischen Scheidungskraft  mit  r  bildet,  und  bezeichnet  a  die  Grösse 
"^r  von  der  Scheidungskraft  abhängigen  relativen  Beschleunigung 
"ßider  Theilchen ;  so  sind  —  a  cosi  v  und  a  sin  v  die  Componenten 
^^n  a,  von  denen  erstere  den  von  der  Scheidungskraft  abhängigen 

Theil  der  relativen  Beschleunigung  ^,  letztere  den  von  der  Schei- 

^ungskraft  abhängigen  Theil  von  ^   ausdrückt,    wenn   a   den    Unter- 

^Wed    der   Geschwindigkeiten    bezeichnet,    mit    denen    die   beiden 

"Teilchen   in   einer  gegen  r  senkrechten  Richtung  sich  bewegen.  — 

Vorausgesetzt   wird,   dass   die  Richtung   der  Scheidungskraft   in   der 

Ebene  liegt,    in   welcher    die    beiden  Theilchen    sich   um   einander 

drehen.  — 


44- 


Hiijrii  VVkbeh. 


Di*:        - 

-,•  HB  <'«*  orshre  UMnponeiite,    nUmlich   —  a  cos  i^ 


^  SfijciJHnffstran   al)haiigig(»n  Theil  von  ;^.  un.^ 

jru   von    iii'i'   (.ieschwin(ligk(M*t    «    abhiiiipi^je- 

•     -  \iirechnung  von  dein  i^anzen  Worth(»  (]ov  Beschloi  i 

u-jd4  die  DifftM-enz  Q"  +  a  cos  r  —  ''")  den jcuigo  i 

,.^M.^  BesolileiiniÄTiins:,    der    von    der    Kraft    horrühi^l 

•-^!  Thtvkhon  e  und  f»'  auf  einander  ausüben,  nüiiiliol 

■ 

_     '    "'  .  wonach  fol4ä;ende  Gleichung  erhall(ni   wird: 

^  it«  o  VC     dV 

*  +  «  f OS  »  -  -  =   ^  -,-  .  ^^    . 

.  .,   1K  lelztere  ConiponcMite ,  nämlich  «sin*',  als  doii 
/i^j:>kraf!    abhiiugigen    Theil    der   Beschleuniirun:: 

j 

-s4iÄ<i  Werdie  ^j  in  Ahnnlinung.    so   giebl    die  Dille- 
_     ^11  •    A'njVnigon  Theil  von  der  ganzen  Beschleunigung 

,    -.'  vorhandenen    Bewegung    unter    blosser 

-.••  \on  beiden  Theilchen  aufeinander  aujj- 

^    ;  '.    herrührt.      Unter   blosser    Einwirkung    der   von 

-^      i,  r  .Ulf  einander   ausgeübten   Anzii^hungs-    oder    Ab- 

_v,    «vinle  aber  das  in  (»ineni  gegebenen  Zeilelenientc  Ai 

\«   ^■'{K^honelement  «rrf/ einen  constanlen  Werth  haben  oder 

•'    .   r^  =  0  sein;    folglich   der  hieraus  sich  erfi:ebende 

da 


n  dr 
7  dt 


-^<.-i2nnÄ  dieses  Theiles    mit    obiger  üilferenz   erhalt  man 


da  '  «  ^^^ 

dt  ^  ^^ 


...ml   endlich  noch,   wie   von    selbst    einleuchtet,   die»    dritte 


,  «dt 

rfv  =   - 


MjH   hat   hiernach   für  <li<-  *  voriindorliclicn  (irösscn  r.  ii,  «.  v 
^,  .Ktv  •<  llloichungen : 
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a  COS  V  —   -  =  ^  , .  —  —  j^  (1 ) 

r           2e<?'     dr   '       dt  ^  ^ 

asmv-^^=^  (2) 

dv=^  '       (3) 

Mohiplicirt  man  Gleichung  (1)  mit  dr  =  udt^  und  Gleichung  (2)  mit 
nb  =  ac/(,  so  erhält  man 

j            aadr           occ     dV  j               j  /.x 

a  COS  i;  .  dr =  ^, .  ^- dr  —  tidw  (4) 

ar  sin  v  ,  dv  —  ^^  =  ada  .  (5) 

Die  Differenz  (lieser  beiden  Gleichungen  giebt 

a  .  d{r  COS  v)  =  ^^y,  •  är^^  —  "^"  ^  ^^  '  (^) 

Ferner  erhält  man  aus  (2)  und   (3) 

—  2ar\  d(cosi;)  =  d(a2r2)    .  (7) 

Durch  Integration  der  Differentialgleichung  (6)   erhalt  man,  nachdem 
man  mit   2  multiplicirt  und   V  =  —  f^^  —  IJ  gesetzt  hat, 

2ar  cos  r  =  ^—  T^  —  1  j  —  au  —  uu  +  Const.  (8) 
und  hieraus,  weil  r  ==  r,„  «  =  «o  ^^d  cos  v  =  —  1   für  w  =  0  ist, 

—  2ar„  =  —  —  —  cfo^o  +  Const.  (9) 
Die  Differenz  von  (8)  und  (9)  giebt  dann 

2ar  cosr  +  2aro  =(7  —  O^w  +  qcc  (Jr  —  ^j  —  aa  +  OoOo  .  (10) 

Durch  Integration  der  Differentialgleichung  (7)  erhält  man,  nachdem 
man  mit  r^  dividirt  hat. 


—  2a  COS  V  =  —  +  3  / 


rr 


oder  mit  r  moltiplicirt 


—  2flrcosr  =  ««  -|-  3r/    ^J  ,  (11) 


«ll       t 


\t 


l« 


II 


ri.i 


-^llDil- 


13 


Uli      ;iff--        •-■••"iinit 


I  •  i 


.:/'■      •»...-':  .r.-a 


%-.- 


i#»^-«  --Vi 


»  — 


^    - 


Uli*      lJfr*r<iU      ^n•'^      *:i 


l'l 


w- 


'1^ 


ri-  t,- 


'+V^J-    15 


abor  Gleich uii;^    I  •*;    -iiif 
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Beschränkt  man  sich  nun  auf  kleine  Werthe  von  a,  für  welche 
or  zwar  nicht ,  wie  für  a  =  0  nach  Art.  1 1  ,  constant  ist ,  aber 
doch  nur  wenig  von  einem   Constanten  Werthe  «Qf^  =s  n  abweicht, 

so  kann 

ar  =  n  (1  +  e)  (16) 

gesetzt  werden,  wo  e  stets  einen  sehr  kleinen  Werth  hat.     Es  folgt 
daim  hieraus 

-;'  =  (i+&)g  (.7) 

«r  =  -t  ■  m 

« 

Ferner  folgt   aus   (11)  und  (17) 


-  =  ^  -o  cos  V 


oder 

rff  =  -j  r^  sin  V  dv  ,  (1 9) 

aus  (18)  und  (19) 

d[ar)            o    o    .            dv  ,c^^. 

-är     ^n*"^  «'«»'•*:  (20) 

and  aus  (17)  und   (19) 

j  =  ^  +  *^fr's\nvdv  .  (21) 

Sobstiloirt  man  nun  die  Werthe  von  -^  und  ^  aus  (20)  und  (21) 

in  folgender  aus  (11)  und   (15)  sich  ergebenden  Gleichung,  nämlich 

'*-- .4-,  ■  (*g)' C-^f  •  ^1+ '^" -  r' -  SS«  cos  ,) ,  (S2) 

*>  erhalt  man,   wenn   für  n  wieder  sein  Werth  «^^o  gesetzt  wird, 
^ende  Gleichumr  zwischen  r  und  v.  nämlich 


o  =  -+3l«^^^ 


«2  ft 

^tf  mit  dem  constanten  Werthe  a^r^  dividirt  die  identische  Gleichung 


i-'/' 


0=:^  +  3f'J 


pfbt.  in  Uebereinstimmung  mit  Art.  II. 

AkUMI.  4.  K.  S.  GeMlIscb.  d.  Wi^nru^rli.    XV. 
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p  =e  —  2ro(^  +  a^o)  ist,  das  eine  um  das  andere  in  einer  ge- 
schlossenen Bahn  sich  bewegen  könne,  die  jedoch  keine  Kreisbahn 
ist.  Der  Abstand  der  beiden  Theilchen  von  einander  ist  nämlich 
verschieden,  jenachdem  das  bewegte  Theilchen  von  dem  Centraltheil- 
chen  aus  gerechnet  in  der  Riclitung  der  Scheidungskrati  vorwärts 
oder  rückwärts  liegt,   nömlich  in  letzterem  Falle  =  Tq,  im  ersteren 

=  ffl  —  ö  —  a  . 

Man  kann  eine  solche  excentrische  Lage  des  einen  Theilchens 
im  Flächenraume  der  um  dieses  Theilchen  vom  andern  beschriebenen 
Bahn  (unter  Einwirkung  einer  Scheidungskraft)  mit  einer  Scheidung 
ruhender  elektrischer  Fluida  unter  Einwirkung  einer  gleichen  Schei- 
dungskraft  vergleichen,  wobei  jedoch  der  merkwürdige  Unterschied 
hervortritt ,  dass  jene  Scheidung  im  umgekehrten  Sinne  statt  findet 
we  diese. 

Es  geht  daraus  hervor,  dass  in  allen  Conductoren,  welche  unter 
Einwirkung  von   elektrischen  Scheidungskräflen   auf  bekannte  Weise 
geladen  werden,  die  Elektricität  nicht  blos  im  Aggregatzustande  von 
Ampere  sehen  Molecularströmen  enthalten  sein  kann,  weil  sonst  die 
von  der  Scheidungskrafl   hervorgebrachte  Scheidung   im  entgegenge- 
selzlen  Sinne,  als  es  wirklich  der  Fall  ist,  stattfinden  mUsste.    Ware 
auch  alle   Elektricität   in   einem   solchen   Conductor,   ehe   die  Schei- 
dungskrafl  zu  wirken   begann,  im  Aggregatzustande  von   Ampere- 
sehen  Molecularströmen  vorhanden  gewesen;  so  müssten  doch  unter 
diesen  Molecularströmen    solche    gewesen    sein,   welche   unter  dem 
Cinfiuss   der  Scheidungskraft  nicht  fortbestehen  könnten  (indem  die 
heiden  Theilchen  fortführen  sich  in  geschlossener  Bahn  um  einander 
zudrehen),  sondern  aufgelöst  würden,   indem   die  beiden  Theilchen 
sich  inomer  weiter  von  einander  entfernten,   bis  sie  zu  den  Grenzen 
des  Conduetors  gelangten.     Unter   dem  Einfluss  der  Scheidungskraft 
würden  die  positiven  und  negativen  Theilchen  der  aufgelösten  Mole- 
cularströme  nur  bei   einer  gewissen   Vertheilung  an  der  Oberfläche 
des  Conduetors  in  Ruhe  verharren  können ;  beim  Aufhören  der  Schei- 
dungskraft würden  sie  aber  wieder  in  Bewegung  gerathen,  so  lange, 
bis  sie  sich   paarweise   wieder  zu   Ampere  sehen  Molecularströmen 
vereinigt  hätten. 
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Strom  durch  den  Conductor  geht,  wächst,   nämlich  das  Quadrat  der 
Geschwindigkeit,   mit   welcher  die  Theiichen   in  den  Am  pereschen 
IMolecalarströmen  sich  um  einander  drehen,   proportional   der  Schei- 
dungskraft    (elektromotorischen   Kraft)     und   proportional  dem 
in  der    Richtung    der    Scheidungskrafl    zurückgelegten   Wege     (der 
Stromintensität).      Wird    das   Verhältniss   der    elektromotorischen 
Kraft  zur  Stroraiintensität  mit  dem  Namen  Widerstand    bezeichnet, 
so  kann  dafür  gesetzt  werden,  die  lebendige  Kraft  aller  im  Con- 
ductor enthaltenen  Molecularströme  wachse,  während  der  Strom  durch 
den  Conductor  geht,  proportional  dem  Widerstände  und  proportio- 
nal dem  Quadrate  der  Stromintensität. 

Dieses  Wachsthum  der  Bewegungsenergie  der  in  einem 
Conductor  enthaltenen  elektrischen  Theiichen,  während  ein  Strom 
durch  den  Conductor  geht,  ergiebt  sich  also  als  eine  nothwendige 
Folge  von  der  Einwirkung  der  elektromotorischen  Kraft  auf  die  Theil- 
clien,  während  diese  Theiichen  in  Folge  des  Stroms  in  der  Richtung 
dieser  Kraft  fortrücken. 

Diese  theoretische  Folgerung  wird    nun    durch    die  Erfahrung 
zvrar  nicht  auf  directem,   aber   doch  auf  indirectem  Wege  bestätigt, 
nSünlich   dadurch,   dass  ein   Wachsthum    der   Wärmeenergie    im 
Conductor,   während   ein  Strom   durch  den  Conductor  geht,  beob- 
achtet wird.     Und  dieses  beobachtete  Wachsthum  der  Wärme- 
energie  im    Conductor  ist  jenem    berechneten   Wachsthum   der 
Bewegungsenergie  der  elektrischen  Theiichen  in  den  Ampöre- 
schen  Molecularströmen  des  Conductors  gleich. 

Nun  ist  die  Wärmeenergie  eines  Körpers  eine  Bewegungs- 
energie, welche  von  Bewegungen  im  Innern  des  Körpers  her- 
rührt, die  sich  der  directen  Beobachtung  entziehen.  Ebenso  ist 
die  den  elektrischen  Theiichen  der  Am p6r eschen  Molecularströme 
*n  einem  Conductor  angehörige  Bewegungsenergie  eine  Bewe- 
pingsenergie,  welche  von  Bewegungen  im  Innern  des  Conduc- 
tors herrührt,  die  sich  der  directen  Beobachtung  entziehen. 

Trotz  dieser  Uebereinstimmung  wäre  es  möglich,  dass  jene 
''Wärmeenergie  eines  Körpers  und  diese  Bewegungsenergie  der 
ßtektrischen  Theiichen  der  in  demselben  Körper  enthaltenen  Ampere- 
^hen  Molecularströme  ihrem  Wesen  nach  ganz  verschieden  wären, 
'^on  es  wäre  möglich,  dass  jene  Wärmeenergie  eine  Bewegungs- 
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energie  wäre,  welche  von  Bewegungen  ganz  anderer  Theilchen  als 
elektrischen  herrührte,  und  die  Bewegungen  dieser  andern  Theil- 
chen könnten  ganz  anderer  Art  sein  wie  die  in  den  Ampdreschen 
Strömen. 

Zur  Erklärung  der  Identität  des  oben  bestimmten  Wachsthums 
der  Energie  in  den  Am  per  eschen  Molecularströmen  mit  dem  ans 
der  Beobachtung  gefundenen  Wachsthum  der  Wärmeenergie  würde 
dann  nach  dem  Principe  der  Erhaltung  der  Energie  schlech- 
terdings noth wendig  sein,  dass  eine  Uebertragung  der  Bewegungs- 
energie von  den  elektrischen  Theilchen  in  den  Am p^r eschen  Strö- 
men auf  die  andern  Theilchen,  deren  Bewegung  das  Wesen  der 
Wärmeenergie  mache,  statt  fände.  Und  zwar  müsste  alle  durch 
den  Strom  in  den  elektrischen  Theilchen  der  Amp^r eschen  Ströme 
erzeugte  Bewegungsenergie  auf  diese  andern  Theilchen  in  jedem 
Augenblicke  total  übertragen  werden. 

Abgesehen  davon,  dass  von  einer  solchen  totalen  Uebertragung 
Rechenschaft  zu  geben  nicht  möglich  ist,  leuchtet  von  selbst  ein,  dass 
eine  jede  auch  nur  partielle  Uebertragung  von  Bewegungsenei^e 
Ampere  scher  Molecularströme  auf  andere  Theilchen  in  Widersprach 
stehen  würde  mit  der  allen  Ampere  sehen  Strömen  ihrem  Wesen 
nach  zukommenden  Beharrlichkeit.  Fände  zwischen  elektrischen 
Theilchen  in  Molecularströmen  eine  solche  Uebertragung  von  Bewegungs- 
energie auf  andere  Theilchen  wirklich  statt,  so  würde  daraus  einfach 
blos  folgen,  dass  die  von  jenen  Theilchen  gebildeten  Molecularströme 
keine  Amp^reschen  Molecularströme  wären,  weil  ihnen  keine 
Beharrlichkeit  zukäme,  worin  das  Wesen  der  Amp^reschen 
Molecularströme  besteht. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  also  die  Folgerung,  dass,  wenn  in  den 
Conductoren  alle  elektrischen  Theilchen  im  Aggregatzustande  Ampere- 
scher Molecularströme  sich  befinden,  das  beobachtete  Wachsthum  der 
Wärmeenergie  eines  Conductors,  während  ein  Strom  durch  ihn 
hindurchgeht,  unmittelbar  von  dem  Wachsthume  der  Bewegungs- 
energie der  elektrischen  Theilchen,  welche  die  Ampere  sehen 
Ströme  bilden,  herrührt,  d.  h.  dass  die  dem  Conductor  durch  den 
Strom  ertheilt«  Wärmeenergie  eine  Bewegungsenergie  ist, 
welche  von  Bewegungen  im  Innern  des  Conductors  herrührt,  und 
zwar  von  Bewegungen ,  die  in  einer  Verstärkung  der  von  den 
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elekirischen  Theilchen  im  Condactor  gebildeten  Ampere- 
icken  Molecolarströme  besieht 

Ihn  sehe  Ober  diese  Idenlitai  tod  WärmeeDergie  und 
Bewegangsenergie  Amperescher  Molecularströme,  if\'as 
•lieber  die  UmseCzmig  der  Siromarbeit  in  Wärme«  im  10.  Bande  der 
Ahhandlnngen  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen  (1862"^  im  33.  Ar- 
Ad  der  Abhandlang  »Zar  Galvanometrie«  gesagt  worden  ist. 


20. 
üeber  ThermomagnetUmus. 

Ab  die  Voraussetzung  der  vorhei^henden  Artikel,  dass  die  Elek- 
üridtat  in  Conductoren  im  Aggregatzustande  Amperescher  Molecu- 
biretrOme  sich  befinde,  und  an  die  daraus  folgende  Identität  der 
W&rmeenergie  des  Conductors  mit  der  Bewegungsenergie  der 
Ampere  sehen  Ströme  im  Conductor,  knüpft  sich  leicht  noch  die  Be- 
merkmig  an,  dass  Tejnperaturgleichheit  zweier  Conductoren 
hiemach  zwar  auf  gewissen  Verhältnissen  in  Stärke  und  Beschaffen- 
lieit  der  Am  per  eschen  Ströme  in  beiden  Conductoren  beruhen 
mOsse;  dass  aber  bei  diesen  zur  Temperaturgleichheit  erforderlichen 
Verbaftnissen  in  den  Strömen  beider  Conductoren  noch  folgende 
Verschiedenheit  statt  finden  könne.  Es  kann  nämlich  in  den  Am- 
peresehen Strömen  des  einen  Conductors  grössere  Masse  von 
EMrtricität  mit  geringerer  Geschwindigkeit,  in  denen  de^ 
andern  Conductors  kleinere  Masse  von  Elektricität  mit  grösse- 
rer Geschwindigkeit  sich  bewegen. 

Denkt  man  sich  nun  einen  Ring  aus  zwei  solchen  verschieden- 

art^n  Conductoren  gebildet,    durch  welchen  ein   constanter  Strom 

geht,  so  dass  durch  alle  Querschnitte  des  Rings    in  gleicher  Zeit 

gleich  viel  Elektricität  strömt;   so  leuchtet  ein,  dass  auch  durch  die 

beiden  Querschnitte,    welche    die    erste  Schicht    des  zweiton 

Conductors  begrenzen,  gleich  viel  Elektricität  gehen  müsse.     Die 

durch  den  ersten  Querschnitt  gehende  Elektricität  kommt  aber  aus 

dem  ersten  Conductor,    wo    in  den  Molecularströmen    grössere 

Masse  von  Elektricität   mit  geringerer  Geschwindigkeit  sich  bewegt. 

Wegen  dieser  geringeren  Geschwindigkeit  kommt  also  dieser  in  die 


erste  Schicht   des   zweiten   Conductors  eindriagenden  Elek — 

tricität  eine  geringere   lebendige  Kraft  zu.  —  Die  durch  den 

zweiten  Querschnitt  gehende  Eiektricität  kommt  aus  der  betrachteten  ^ 
ersten  Schicht  des  zweiten  Conductors  selbst,  wo  in  den  Ampere — 
sehen  Strömen  kleinere  Masse  von  Eiektricität  sich  mit  grösserer  Ge — 
schwindigkeit  bewegt,  und  es  kommt  ihr  also  wegen  dieser  grosse-— 
ren  Geschwindigkeit  eine  grössere  lebendige  Kraft  zu.  Es  er — 
giebt  sich  hieraus,  dass  in  Folge  des  Stroms  diese  erste  Schicht^ 
des  zweiten  Conductors  mehr  lebendige  Kraft  an  die  folgende 
Schicht  des  zweiten  Conductors  abgiebt  als  sie  von  der  letzten  Schicht 
des  ersten  Conductors  empfängt,  dass  also  eine  Abnahme  an  Be^ 
wegungsenergie  in  den  Ampere  sehen  Strömen  dieser  Schicht  stal^ 
findet,  d.  h.  eine  Abnahme  der  Wärmeenergie  oder  Tempe 
ratur. 

Das  Umgekehrte  findet  man,  wenn  man  die  beiden  Querschniti 
betrachtet,  welche  die  erste  Schicht  des  ersten  Conductor 
begrenzen.  Die  durch  den  ersten  Querschnitt  in  diese  Schicht  ei 
tretende  Eiektricität  kommt  aus  dem  Ende  des  zweiten  Conductors 
mit  grösserer  Geschwindigkeit;  die  durch  den  zweiten  QuQrschni// 
aus  dieser  Schicht  austretende  Eiektricität  verlässt  diese  Schicht  mit 
geringerer  Geschwindigkeit,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  Folge  des 
Stroms  die  erste  Schicht  des  ersten  Conductors  an  die  fol- 
gende Schicht  desselben  Conductors  weniger  lebendige  Kraft  abgiebt 
als  sie  von  der  letztenr  Schicht  des  zweiten  Conductors  empfangt,  wo- 
nach also  eine  Zunahme  an  Bewegungsenergie  in  den  Ampere  sehen 
Strömen  dieser  Schicht  statt  findet,  d.  h.  eine  Zunahme  der  Wär- 
meenergie oder  Temperatur. 

Man  sieht,  dass  hiedurch  eine  Grundlage  ftlr  die  Lehre  vom 
Thermomagnetismus,  insbesondere  für  den  Peltierschen  Fun- 
damentalversuch, dargeboten  wird,  deren  weitere  Verfolgung  hier 
jedoch  zu  weit  führen  würde. 

Es  genüge,  hier  nur  noch  eine  ähnliche  Bemerkung  in  Beziehung 
auf  den  Seebeckschen  Fundamentalversuch  des  Thermomagnetismus 
beizufügen.  In  einem  Körper,  der  in  allen  seinen  Theilchen  gleiche 
Temperatur  besitzt,  wird  der  Wärme  ein  mobiles  Gleichgewicht 
zugeschrieben,  oder  man  spricht,  nach  Fourier,  von  einer  wech- 
selseitigen Strahlung  der  Körpertheilchen,  vermöge  deren  jedes 
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Tbeilchen  ao  die  umgebenden  Theilchen  ebensoviel  Wärme  verliert, 
als  es  von  ihnen  empfängt.  Besteht  nun  die  Wärme  in  Ampere- 
sehen  Molecularströmen ,  die  sich  aber  auflösen,  indem  das  positive 
and  n^;ative  Theilchen  sich  von  einander  entfernen,  bis  sie  andern 
Theilchen  begegnen,  mit  denen  sie  neue  Molecularströme  bilden;  so 
vrttrde  die  Temperaturgleichheit  darin  bestehen,  dass  die  lebendige 
Kraft  der  aus  einem  Körpertheile  austretenden  elektrischen  Theilchen 
gleich  der  lebendigen  Kraft  der  in  diesen  Körpertheil  eintretenden 
elektrischen  Theilchen  wäre. 

Betrachtet  man  nun  die  Berührungsfläche  zweier  Conductoren, 
vrelche  sich  blos  dadurch  unterscheiden,  dass  in  den  Amp  er  eschen 
Strömen  des  einen  grössere  Massen  von  Elektricität  mit  geringerer  Ge- 
schwindigkeit, in  denen  des  andern  kleinere  Massen  mit  grösserer  Ge- 
schwindigkeit sich  bewegen;  so  würde  bei  gleicher  Temperatur  der 
kiden  Conductoren  zwar  die  lebendige  Kraft  der  aus  dem  ersten 
Condoctor  in  den  zweiten  übergehenden  elektrischen  Theilchen  gleich 
sein  der  lebendigen  Kraft  der  aus  dem  zweiten  Conductor  in 
den  ersten  übergehenden  Theilchen;  aber  die  Masse  der  elektrischen 
Theilchen,  welche  aus  dem  ersten  Conductor  in  den  zweiten  über- 
gdit,  würde  grösser  sein  als  die  Masse  der  elektrischen  Theilchen, 
welche  aus  dem  zweiten  Conductor  in  den  ersten  übergeht,  woraus 
sich  (wenn  es  immer  positive  Elektricität  ist,  welche  übergeht,  wäh- 
rend die  negative  Elektricität  im  Conductor,  an  dessen  Theilchen  sie 
haftet,  zurückbleibt)  eine  Differenz  der  elektrischen  Ladung 
zu  beiden  Seiten  der  Contactfläche  ergäbe,  d.  h.  es  ergäbe 
sich  das  Vorhandensein  einer  elektromotorischen  Kraft 
an  dieser  Contactfläche;  denn  die  elektromotorische  Kraft  einer  Con- 
tactfläche ist  eine  Kraft,  von  welcher  eine  Differenz  der  elektrischen 
Ladang  zu  beiden  Seiten  der  Contactfläche  hervorgebracht  wird. 

Sind  nun  die  beiden  Conductoren  so  beschaffen,  dass  jene  Dif- 
ferenz der  Ladung  zu  beiden  Seiten  ihrer  Contactfläche  nicht  immer 
die  nämUche  ist,  sondern  nach  Verschiedenheit  der  Tempe- 
ratur grösser  oder  kleiner,  so  ergiebt  sich  daraus  die  Strom- 
erre^ng  in  einem  aus  diesen  beiden  Conductoren  gebildeten  Ringe, 
wenn  an  den  beiden  Contactflächen  der  Conductoren  verschiedene 
Temperaturen  statt  finden. 
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21. 

Helmholtz,  über  den  Widersprach  ztvischen  dem  Gesetze  der  elek- 
trischen Kraft  und  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft. 

Helmholtz  hat  in  der  Abhandlung:  »Ueber  die  Bewegungg — 
gleichungen  der  Eiektricität  für  ruhende  leitende  Körper«  im  Joumall 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  72,  Seite  7  und  &a 
aus  dem  Gesetze  der  elektrischen  Kraft  die  Bevvegungsgleichun^ 
zweier  elektrischen  Theilchen,  für  Bewegungen  in  Richtung  der  Ent — 
fernung  r  beider  Theilchen,  abgeleitet,  nämlich 


w' 


\mcc 

oder,  C  =  y^  und  ^  =s  p  gesetzt,  die  Gleichung 

4   dr*  ^_  r  —  ro      q 
cc  dfi   ""  r  —  ^  *  ro 

d.  i.  dieselbe  Gleichung,  welche  Art.  9  gefunden  worden  ist.. 

Ist  y  >imcc>C,  d.  i.  y  >  1  >7-»  so  ist—  positiv  und  grosses? 

als  cc,  also  ^  reell.    Ist  letzteres  selbst  positiv,  so  wird  r  wachseK?^ 

bis  ^  sssi^mcc,  d.  i.  r  SB  (>,  dann  wird  ^  unendlich  gross. 

Dasselbe  wird  geschehen,  wenn  im  Anfange  C>4^mcc>—,  d.i. 

-  >  1  >  1^ ,  und  ^^  negativ  ist. 

Diese  Folgerungen  stehen  nach  Helmholtz  in  Widerspruch 
mit  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft. 

Es  ist  dabei  nun  erstens  zu  bemerken,  dass  hier  zwei  elek- 
trische Theilchen  angenommen  werden,  die  sich  zwar  mit  endlicher 
Geschwindigkeit  zu  bewegen  beginnen,    die  aber  grösser  ist  als  die 

Geschwindigkeit  c,  d.  i.  grösser  als  439450. 10«  ^^^^  .    Der  Fall, 

dass  zwei  Körper  mit  solcher  Geschwindigkeit  sich  gegen  einander 
bewegen,   ist  nirgends   in  der  Natur  nachzuweisen;   bei  allen  prak- 

tischen  Anwendungen   des  Gesetzes  pflegt  man  vielmehr  -  .  3^»    im- 
mer als  einen  sehr  kleinen  Bruch  anzunehmen,  was  Beachtung  verdient. 
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Denn  nach  Helmhol tz,  a.  a.  0.  Seite  7,  widerspricht  ein  Ge- 
setz dem  Gesetze  von   der  Erhaltung    der  Kraft,    wenn    zwei 
rheOchen,  die  sich  demselben  gemäss  bewegen  und  mit  endlicher 
Geschwindigkeit  beginnen,  in  endlicher  Entfernung  von  einander  un- 
endliche lebendige  Kraft  erreichen    und    also  eine  unendlich 
grosse  Arbeit  leisten  können. 

Es  scheint  hierin  der  Satz  ausgesprochen  zu  sein,  dass  nach 
dem  Gesetz  der  Erhaltung  der  Kraft  zwei  Theilchen  Überhaupt  nie- 
imab  unendliche  lebendige  Kraft  besitzen  können. 

Denn  man  würde  offenbar  obigen  Ausspruch  auch  umkehren 
und  sagen  können: 

Ein  Gesetz  widerspricht   dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft, 

vrenn  zwei  Theilchen,  die  sich  demselben  gemftss  bewegen  und  mit 

unendlicher  Geschwindigkeit  beginnen,   in    endlicher  Entfernung 

Ton  einander  endliche  lebendige  Kraft    erreichen   und   also  einen 

unendlich  grossen  Verlust  an  Arbeit,  die  sie  leisten  können,  erleiden. 

Die  beiden  Theilchen  müssten  also  immer  unendliche  Geschwin- 

di^eit  behalten,   denn  haben  sie  dieselbe  in  keiner  noch  so  grossen 

eodüchen  Entfernung  verloren,    so    werden  sie  dieselbe,   nach  der 

Natur  der  .Potentiale,  auch  darüber  hinaus  niemals  verlieren.   Körper 

aber,  die  sich  immer  mit  unendlicher  Geschwindigkeit  gegen  einander 

bewegen ,  sind  vom  .Bereich  unserer  Forschungen  ausgeschlossen. 

Besitzen  aber  zwei  Theilchen  immer  nur  endliche  lebendige 
Kraft;  so  muss  es  einen  endlichen  Grenzwerth  der  lebendigen  Kraft 
geben,  den  sie  niemals    überschreiten.     Es  ist  dann  möglich,  dass 

dieser  Grenzwerth  für  zwei  elektrische  Theilchen  e  und  e   =  —    ist, 

d.  h.  dass  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,    mit    der   sich    beide 
Theilchen  gegeneinander  bewegen,  nicht  grösser  als  cc  sein  könne. 

Der  von  Helmholtz  gerügte  Widerspruch  würde  hiemach  nicht 
in  dem  Gesetze  liegen,  sondern  in  seiner  Annahme,  wonach  die  beiden 
Theilchen     mit    einer    Geschwindigkeit    begönnen,     deren    Quadrat 

j^>cc  wäre. 

Wird  eine  solche  Grenzbestimmung  der  lebendigen  Kräfte  im 
Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft  nach  Helmholtz  mit  auf- 
genommen; so  kann  sie  in  dem  Grundgesetze  der  elektrischen 
Wirkung  Art.  4  ebensogut  mit  aufgenommen  werden,   indem  man 
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die  dort  mit  V  bezeichnete  Arbeit,  ebenso  wie  die  mit  iT  braeicb- 

nete  lebendige  Kraft  (im  Gesetze  17  +  a;  =  — j,  beide  als  ihrer 

Natur  nach  positive  Grössen  betrachtet. 

Zweitens  ist  zu  bemerken,  dass  jene  beiden  elektrischen  Theil- 
chen  zwar  in  endlicher  Entfernung  von  einander  unendliche  lebendige 

Kraft  erreichen;  diese  endliche  Entfernung  ist  aber  q  =5  "^(j  •*-  j#)» 

eine  nach  unsern  Maassen  unangebbar  kleine  Entfernung, 
aus  gleichen  Gründen,  aus  denen  die  elektrischen  Massen  «  und  ^' 
selbst  nach  unsern  Maassen  unangebbar  sind.  Diese  Entfernung  ist 
daher  Art.  9  als  eine  Molecularentfernung  bezeichnet  worden. 

Die  Theorie  der  Molecularbewegungen  bedarf  jedenfalls 
einer  besonderen  Entwickelung ,  an  der  es  überall  noch  fehlt;  so- 
lange aber  als  eine  solche  Theorie  von  den  mechanischen  Unter- 
suchungen noch  ausgeschlossen  bleibt,  haben  alle  Zweifel  an  physi- 
scher Zulässigkeit,  die  sich  auf  das  Bereich  der  Molecular- 
bewegungen beziehen,  keine  Berechtigung. 

Drittens  möge  bemerkt  werden,  dass  derselbe  Einwand,  dass 
nämlich  zwei  Theilchen,  die  mit  endlicher  Geschwindigkeit  beginnen,  in 
endlicher  Entfernung  von  einander  unendliche  lebendige  Kraft  erreichen, 
auch  das  Gravitationsgesetz  trifft,  wenn  man  die  Massen  ponderabe- 
Icr  Theilchen  in  Punkten  concentrirt  annimmt.  Beseitigt  man 
aber  diesen  Einwand  beim  Gravitationsgesetze  dadurch,  dass  man 
die  Massen  auch  der  kleinsten  Theilchen  als  einen  Raum  erfüllend 
sich  vorstellt;  so  wird  man  dasselbe  auch  bei  elektrischen  Theil- 
chen thun  müssen,  wo  sich  dann  auch  ergiebt,  dass  nur  ein  ver- 
schwindend kleiner  Theil  eines  solchen  Theilchens  in  einem  bestimm- 
ten Augenblicke  zur  Entfernung  q  gelangt;  ein  anderer  verschwindend 
kleiner  Theil,  der  schon  im  Augenblicke  vorher  zur  Entfernung  q 
gelangt  war,  würde  die  unendlich  grosse  Näherungsgeschwindigkeit 
mit  unendlich  grosser  Entfemungsgeschwindigkeit  vertauscht  haben. 
Sind  aber  diese  verschwindenden  Theile  kleinster  Theilchen  fest  an 
einander  gekettet,  so  dürfte  von  solchen  unendlichen  Geschwindig- 
keiten gar  keine  Rede  sein. 

Auch  Weltkörper  können  ihre  Bewegung  unter  physisch  zu- 
lässigen Verhältnissen  beginnen  und  können,  indem  sie  sich  nach 
dem  Gravitationsgesetze  weiter  bewegen,  in  physisch  unzulässige  Ver- 
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hältnisse  gerathen,  die  nur  durch  Mitwirkung  der  auf  Molecular- 
entfernungen  beschränkten  Molecularkräfte  beseitigt  wer- 
den. Ein  Absehen  von  dieser  Mitwirkung  ist  streng  genommen  nur 
temporär  gestattet,  solange  nämlich  die  Verhältnisse  so  beschaffen 
sind,  dass  ihr  Einfluss  entweder  Null  ist  oder  als  verschwindend  klein 
betrachtet  werden  darf.  Ebensowenig  aber  wie  daraus  ein  Einwand 
gegen  das  Gravi tationsgeselz  entnommen  wird,  dürfte  aus  den  physisch 
unzulässigen  Verhältnissen,  zu  denen  das  Grundgesetz  der  elek- 
trischen Wirkung  nach  Helmholtz  führt,  ein  Einwand  gegen  dieses 
Gesetz  sich  ergeben,  wenn  man  beachtet,  dass  diese  unzulässigen 
Verhältnisse  nur  an  gewisse  Molecularentfernungen  gebunden  sind. 
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Die  Dioptrik  hat  im  Laufe  der  Zeit,  gleichwie  andere  mathe- 
matische Theorien,  an  Vollkommenheit  gewonnen,  indem  Unbestimmt- 
heiten, die  sie  sonst  besass,  und  die  zu  Ungenau igkeiten  in  deren 
Resultaten  Anlass  gaben,  daraus  entfernt  worden  sind.  Den  Weg 
zu  diesen  Verbesserungen  hat  Möbius  in  einer  von  ihm  im  Jahre  1830 
veröffentlichten  Abhandlung  angebahnt,"^)  in  welcher  er  mehrere  neue 
Relationen  bekannt  machte,  und  unter  andern  das  Vorhandensein 
von  vier  Punkten  von  besonderer  Wichtigkeit  nachwies,  die  sich  in 
jedem  Linsensystem  befinden.  Zur  vollstiindigen  Verwerthung  seiner 
Entdeckungen  halte  er  sich  freilich  den  Weg  dadurch  abgeschnitten, 
dass  er  unterlassen  hatte,  die  Dicken  der  Linsen  mit  in  Betracht  zu 
ziehen,  und  es  war  Gauss  vorbehalten,  diese  Theorie  zu  ergänzen 
und  ihre  Wichtigkeit  zu  erkennen. "') 

Im  §  2  dieser  Abhandlung  habe   ich    diese  Theorie  in  der  Ge- 
.*^talt  entwickelt,   die  mir    für  ein  leichtes  Vcrstündniss  derselben  am 
Angemessensten  schien,    und  habe  noch  einen  Zusatz  zugefügt,  wel- 
(•her  bei  Gauss   nicht  vorkommt,    und    in   der  Benutzung   der  Ver- 
oinigungsvveiten   besteht,    durch   deren   Zuziehung   sich    eine   Anzahl 
neuer  Relationen    ableiten   lassen.     Als  einen   besonderen   Umstand, 
welcher  henorlritt,  lUsst  sich  anführen,  dass  mit  geringer  Ausnahme 
iille  (lio|)trischen  Relationen  dieselbe  äussere  Form  annehmen,  die  sie 
in  der  früheren  Dioptrik  hatten,   nur  tritt  die  Eigenschaft  ein,    dass 
s'w  alle   bestinnnt   sind,   und   in   der  Voraussetzung   kleiner  Einfalls- 
und Brechungswinkel,   strenge  statt  linden,    während  sie    früher  mit 
einer  Unbestinmitheit   behaftet   (»rschienen,   die   in   der   Uebergehung 

')   Mob  ins,    Kurze  Darsloilunji;    der  Haupteigenschaficn    eines  Systems  von 
Linsengläsern.      In  Crelle's  Jourmil   f.   r.   u.    a.  Math.    Band  V. 
*^)   Gauss,   Dioptrischc  Unlersiicliungen.     Göttingen   iSii. 
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der  Dicken  der  Linsen  ihren  Grund  halte.  Diese  Uebergehung  Ucss^s 
nenilich  den  einen  Endpunkt  einer  Anzahl  von  Linien,  deren  Be- — 
trachtung  nicht  entbehrt  werden  kann,  unbestimmt,  und  Versuche^i^ 
die  von  einigen  Schriftstellern  gemacht  worden  waren,  um  dieso?^ 
unbestimmten  Endpunkte  zu  definiren,  müssen  als  fehl  geschlagen 
betrachtet  werden. 

Möbius  hatte  ausser  den  beiden  Haupt-  und  den  biMclen  Brenn- 
punkten eines  Linsensystems  auf  noch  zwei  Punkte  aufmerksam 
gemacht,  die  man  spater  die  Knotenpunkte  genannt  hat,  und  die  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  in  denselben  Bild  und  Gegenstand  zwar 
gleiche  Grösse,  aber  entgegengesetzte  Lage  haben.  Gauss  hat  diese 
beiden  Punkte,  die  in  der  That  geringere  Wichtigkeit  besitzen  als 
jene,  nicht  in  Betracht  gezogen;  auch  hier  sind  sie  nicht  berück- 
sichtigt worden. 

Die  Theorie,  von  welcher  das  Vorstehende  handelt,  setzt  vor- 
aus, dass  die  Einfalls-  und  Brechungswinkel  nicht  grösser  seien,  als 
dass  man  ihre  Sinusse  den  Bögen  gleich  setzen  könne,  und  findet 
unter  diesem  Vorbehalt  eine  ausgedehnte  Anwendung;  es  treten 
jedoch  auch  Falle  ein,  in  welchen  man  mit  dieser  Annahme  nicht 
ausreicht,  sondern  den  Weg,  den  der  Lichtstrahl  nach  verschiedenen 
erlittenen  Brechungen  oder  Zurückwerfungen  beschreibt,  strenge  ver- 
folgen muss.  Im  §  I  habe  ich  diese  Aufgabe,  mit  KücLsicht  auf 
den  allgemeinsten  Fall,  welcher  eintreten  kann,  strenge  gelöst,  und 
zwei  verschiedene  Verfahrungsarten  zu  diesem  Zwecke  entwiekelL 
Geht  man  von  dem  allgemeinsten  Falle  zu  dem  speciellen  über,  in 
welchem  der  Lichtstrahl  und  die  (lie  Mitlelpunkte  der  brechenden 
Oberflächen  verbindende  grade  Linie  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  so  gehen  beide  eben  genannl(»n  Verfahrungsarlen  in  eine  und 
dieselbe  Verfahrungsart  über,  die  sehr  (»infach  ist. 

Der  §  3  enthalt  numerische  Beispiele,  zur  Anwendung  des  Vor- 
hergehenden. 

Ich  habe  allenthalbeü  nur  von  Brechungen  geredet,  es  ist  aber 
an  sich  klar,  dass  alle  Gleichungen  ihre  Gültigkeit  behalten,  wenn 
Zurückwerfungen  stall  Brechungen  vorkounnen.  Mau  braucht  in 
solchen  Fallen  nur  die  betrelVenden  Brechungsverhaltnisse  n'  :  w'^~* 
in  w^  :  — 11^  zu  verwamleln.  Ich  habe  ferner  in  dieser  Abhandiunu 
inuner  nur  einen  bestimmten  Lichtstrahl  für  sich  betrachtet,   und  auf 
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die  gcHieinschaftliche  Betrachtung  mehrerer,  durch  welche  der  Chro- 
nialismus  und  die'  Abweichung  wegen  Kugelgestalt  möglichst  geho- 
ben werden  können,  hier  keine  Rücksicht  genommen.  Ich  gedenke 
nieine  Ausarbeitungen,  die  sich  darauf  beziehen,  in  einer  späteren 
Abhandlung  nieder  zu  legen  und  zu  veröflentlichen. 


Enlwickelung   strenger  Ausdrucke   zur  Berechnung   der 
Lage  eines  Lichtstrahls  nach  einer  beliebigen  Anzahl  von 
Brechungen  durch  sphärische  Oberflüchen. 

1. 

Denken  wir  uns   eine  beliebige  Anzahl  sphärischer,   brechender 
^Mierflächen,   deren  Mittelpunkte   alle  auf  Einer  graden  Linie   liegen, 
die  zur  Abscissenachse   angenommen   werden  soll.     Nennen  wir  die 
Al)scissen    der    Durchschnittspunkte    der   genannten    Oberflächen    mit 
der  Abscissenachse  der  Reihe  nach  q ,  q\  ((\  etc.  und  die  Al)scissen 
der  Mittelpunkte   dieser   Oberflächen  p^  p\  //',  etc.;   alle  Abscissen 
!»llen  von    einem    beliebigen,    gemeinschaftlichen   Anfangspunkte   an 
gezählt  w-erden.     Durch   diesem  Bestimmungen   ist  die  Lage   der  bre- 
chenden Oberflächen,  so  wie  der  Umstand,  ob  sie  ihre  convexe  oder 
[    ihre  concave  Seite   dem    einfallenden  IJchtstrahl   darbieten,    unzwei- 
deutig gegeben.     Denn    nehmen    wir  an,   dass   die   Abscissen    über- 
haupt in  derselben  Richtung  wachsen  sollen,    in  welcher   der  Licht- 
strahl fortschreitend    gedacht   wird,    so   entspringt  die   Regel,    dass 
wenn  \on  irgend  zwei  beliebigen,  einander  zugehörigen  y/*"^  und  (/^^ 

(in)    ,^         (»m) 

p  ^  >  7 
die  betreffende  brechende  Oberfläche  ihre  convexe  und  wenn 

(m)       y.       (im) 

dieselbi»  ihre  concave  Seite  dem  einfallenden  Strahl  darbietet. 

2. 

In  der  Regel  handelt  es  sich  in  der  Anwendung  der  hier  gestell- 
ten Aufgabe   nicht    um   einzelne   brechende  Oberflächen   oder  Mittel, 


IfiS  P-  A.  Hansen, 

s^Huloru  jo  zwei  dieser  Oberflächen  l)egreiizen  verschiedene,  a 
gloiohon  inlor  verschiedenen  durchsichtigen  Mitteln  bestehende,  K(j 
iK^r  \on  linsiMiartiger  Gestalt.  In  diesen  Fällen  sind  statt  der  i 
\origiH\  Artikel  eingeführten  Abscissen  gemeiniglich  die  Halbmess 
dor  oinxohien  l)rechenden  Oberflächen,  so  wie  die  Dicken  der  Li 
sou  in  ihn*r  Achscs  und  die  in  letzterer  gezahlten  Entfernungen  d 
Linsen  von  einander  gegeben.  Es  wird  daher  nothwendig  zu  zeige 
wie  aus  diesen  Daten  jene  des  vorigen  Artikels  erhalten  werden. 

• 

Bt^zeichnel  man  der  Reihe  nach  die  Halbmesser  der  breche 
den  OberflUchen  mit  r,  r,  r\  etc.,  so  folgt  aus  den  Erklarung( 
des  vorigt*n  Artikels,  dass  ohne  irgend  welche  Ausnahme 

r   =p   —  q 

r  I  t 

r   =  p    —  7 


ff  tr 


r    =p    —  q 
(»tc. 

sind,  und  bezeichnen  wir,  wieder  der  Reihe  nach,  die  Dicken  ui 
Kntfornungen  der  Linsen  von  einander  mit  (/,  (/',  JJ\  etc.,  so  da 
d  die  Dicke  der  ersten  Linse,  (/'  die  Entfernung  der  zweiten  Obt 
rtHcht*  der  ersten  Linse  von  der  ersten  Oberflache  der  zweiten  Linj 
(/"  die  Dicke  dieser  u.  s.  w.  l)e(leuten,  so  giebt  der  vor.  Art. 

(/    =  q'    —  q 

'»  = '/  — '/ 

d    =  q      —  q 

(^tc. 

Aus  di(*s(Mi  l)eiden  Systemen  vcm  Gleichungen  bekonmit  man  leic 
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durch  welche,  wenn  die  r  und  die  d  gegeben  sind,  für  jeden  belie- 
big angenommenen  Wertli  von  //,  alle  p  und  q  berechnet  werden 
können.  Zu  bemerken  ist  hiebei,  dass  zwar  in  jedem  Falle  alle  d 
positiv  angenommen  werden  müssen,  zufolge  des  vor.  Art.  aber  die 
r  nur  in  den  Fallen ,  in  welchen  ihre  Lage  im  System  der  Ober- 
flächen so  bcschafTen  ist,  dass  sie  dem  einfallenden  Lichtstrahl  ihre 
convexe  Seite  zukehren,  positiv  werden;  bieten  sie  dagegen  ihre 
concave  Seile  dem  einfallenden  Lichtstrahl  dar,  so  werden  sie  ne- 
gdliv.  Es  kami  sich  also  ereignen,  dass  in  den  folgenden  Ent- 
Wickelungen  eine  an  sich  convexe  Oberflache  einen  negativen,  und 
eine  concave  einen  positiven  Halbmesser  bekommt. 

3. 

Da  die  im  Art.  1  eingeführtem  Bezeichnungen  an  Bestimmtheit 
und  Deutlichkeit  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen ,  und  ausserdem 
den  zu  entwickelnden  Gleichungen  eine  Gleichförmigkeit  verleihen, 
die  auf  andere  Art  nicht  zu  erreichen  ist,  so  sollen  sie  im  Folgenden 
beibehalten  werden. 

Bezeichnen  wir   nun   die  Abscissen   überhaupt   mit  .r,    und   die 
dazu  fljehörigen  rechtwinklichen  Ordinalen  mit  y  und  z.     Denken  wir 
uns  irgend  einen  iJchtstrahl,   dessen  Lage   vor  der  ersten  Brechung 
his  auf  die  Bedingung  willkührlich  ist,    dass  er  die  erste  brechende 
Oberfläche  schneiden  muss.     Ziehen  wir  zur  graden  Linie,  die  dieser 
LichUtrahl    vor  dei*  ersten  Brechung   beschreibt,   eine  Parallele,   die 
die  Abscissenachse   in    irgend  einem  Punkte  schneidet,   und   nennen 
(t  den  Winkel,  den  diese  beiden  Linien  mit  einander  machen.    Legen 
wir  eine  Ebene  durch  diese  Union,  und  bezeichnen  mit  ß  den  Win- 
kel, den   diese  Ebene   mit  der  Ebene  der  xy  macht.     Führen   wir 
ferner  den  Punkt  ein,  in  welchem  der  Lichtsrahl  die  erste  brechende 
Oberflüche  schneidet,   und  nennen  dessen  Coordinaten  a,  6,  r,  dann 
jjind  die  Gleichungen  des  IJchtstrahls  vor  der  ersten  Brechung 

y  =  [a  —  iV)  tg«  cos/J  +  b 
z  =  ;/(  —  .r)  tga  siuß  +  c 

Bezeichnen  wir  ferner  die  analogen  Winkel,  die  derselbe  Lichtstrahl 
nach  der  ersten  Brechung  njit  der  Abscissenachse  und  der  Ebene 
der  tvy  macht,    mit  a    und  ß\    so    sind   die   Gleichungen   desselben 


_____     c,  ^  k  sin  \l> 
a  —  a. 
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Da  k  immer  positiv  angenommen  werden  kann,  so  kann  sich  der 
Winkel  6  zwischen  den  Grenzen  — 90**  und  -1-90"  bewegen,  wäh- 
rend \f  den  ganzen  Umkreis  durchlaufen  kann.  Es  soll  \f)  jeden- 
falls in  derselben  Richtung  gezählt  werden,  wie  ß  und  ß\ 

5. 

Es  werden  k  und  \p  immer,  und  in  vielen  Füllen  auch  «  und  ß 
unmillelbar  gegebene  Grössen  sein,  sollte  jedoch  statt  der  letzt 
genannten  ein  zweiter  Punkt  gegeben  sein,  durch  welchen  der  ein- 
fallende Lichtstrahl  gehen  muss,  so  kann  man  jene  daraus  leicht 
berechnen.  Seien  die  rechtwinklichen  (iOordinalen  dieses  zweiten 
Punkts  a, ,  6, ,  c, ,  so  sind  die  Gleichungen  des  Lichtstrahls  auch 

y  =  (a,  — x)  tg«  cos/?  +  h, 
z  =  [a,  — x)  tg«  sin/?  +  c, 

aus  deren  Verbindung  mit  den   (1)  man  ohne  Mühe 

tg«  sin/J  = 

i  ^j  b,  —  k  cos !/» 

lg«  COS/?  =  -      - 

In^kommt,  aus  welchen  a  und  ß  berechnet  werden  können. 

«. 

Jx^gen  wir  durch  den  Mittelpunkt  der  brechenden  Oberllüche 
^'•ne  auf  die  Abscissenachse  senkrecht  stehende  Kbene,  und  ver- 
längern den  einfallen(l(»n  Lichtstrahl  bis  er  diese  Ebene  schneich^f. 
We  Abscisse  dieses  Durchschnittspunkts  ist  offenbar  tV  =  p^  und 
'kennen  wir  die  Entfernung  des  Durchschnittspunkts  von  der  Ab- 
^isscnachse  (j  ,  so  wie  den  Winkel  zwischen  (>  und  der  xy  Eb<»ne 
'^^  so  werden  die  Ordinalen  dieses  Durchschnittspunkts  y  =  (>  cos/t,. 
^^QüinR.  Die  Gleichungen  (1)  gehen  durch  die  Substitution  die- 
^r  Wcrthe  von  »r,  i/,  z  über  in 

(j  cosß  =  k  COS!/;  +  (a  —  p]  Ig«  cos/? 
(>  sinft  =  k  sinif;  -|-  [a  —  p)  Ig«  sin^? 

^^T  nach  der  Elimination  von  a  durch  die   (i)    in 

Q  cos/t  =  k  cosi/;  —  ip  —  q)  cosÖ  Ig«  cos/? 
()  sin/i  =  k  m\ip  —  [p  —  q)  cosÖ  tg«  sin^? 


H] 
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punkt  eine  Kugcloberlläclio  von   unbestiniinlcm  Halbmesser,   so   ent- 
sieht auf  dieser  letzteren  die  folgende  Figur: 


in  welcher  X  der  Durchschnittspunkt  der  Abscissenachse,  P  der  der 
Verlängerung  der  graden  Linie,  von  welcher  (j  und  a  Al)schnitte 
sind,  und  P"  der  des  einfallenden  Lichtstrahls  mit  dieser  Kugelober- 
fläche sind.  Es  ist  ferner  in  dieser  Figur  der  Bogen  XY  ein  Theil 
lies  grössten  Kreises,  in  welchem  die  .vij  Ebene  die  Kugeloberfläche 
schneidet,  und  es  soll  die  Richtung  von  X  nach  Y  die  nach  dem 
positiven  y  bezeichnen.     Es  werden  demzufolge   die  Bögen  grössten 

Kreises 

XP   =  90'' 

XP'  =  a 

PP'  =  ;/ 

wenn  unter  //  der  Winkel  verstandcm  wird,  den  der  einfallende  Licht- 
strahl mit  der  Verlängerung  der  Linie  (>  macht.  Endlich  sind  die 
sphärischen  Winkel 

YXP'  =  ß 

YXP  =  II 

In  dem  sphilrischen  Dreieck  XPP"  linden  nun,  wenn  man  den  Win- 
kel an  P  mit  P  bezeichnet,  die  folgenden  Relationen  statt, 

sin  11  sin  P  =  sin  «  sin  [II  —  ß]  \ 

sin;/  cosP=  cos«  J     i7) 

cos  n  =  sin  a  cos  il{  —  ß)] 

welche  sowohl  P  wie  i^  durch  ihre  Tangenten,  also  auf  möglichst 
sichere  Art  geben.  In  den  Anwendungen  kann  man  aber  die  Kennt- 
niss  des  Winkels  P  entbehren,  da  immer  i]  sich  >iicht  weit  von  dem 
Werlhe  90"  entfernen  wird.     Man  wird  daher  in  allen  vorkommenden 
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Fällen  den  Winkel  tj  durch 

(8) costj  =  sin«  cos  (7?  —  ff) 

sicher  und  unzweideutig  berechnen  können,  da  die  Bedingung  hinz.  « 
kommt,  dass  tj  immer  im  ersten  Halbkreise  liegen  nmss. 

8. 

Bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  des  gebrochenen  Lieh/- 
Strahls  mit  der  oft   genannten  senkrechten  Ebene  durch  Q\   führen 
die   tTy  Ebene    parallel   mit   sich   selbst   fort,    bis   sie   den    Punkt  Q' 
schneidet,   und   beschreiben  um  Q   als   Mittelpunkt  eine  Kugelober- 
llache  von  unbestimmtem  Halbmesser,   so  bekommen  wir  auf  dieser 
eine  ähnliche  Figur  wie  im  vor.  Art.     Wir  können  sogar  diese  Figur 
dadurch,    dass   wir  den   Bogen  grössten   Kreises  XP'   in  derselben 
ziehen,  auf  den  gegenwUrtigen  F'all  ausdehnen,  wenn  wir  unter  dem 
Punkt  P'   den  Durchschnittspunkt   des  gel)rochenen  Strahls   mit  un- 
serer Kugeloberflüche  verstehen.     Da  nun   die  übrigen  Theile   dieser 
Figur   dieselbe   Bedeutung    beibehalten,    die    sie   vorher    hatten,    so 

>verden 

AT'  =  a 

PP   =  X 

w(^nn  X  den  Winke»!  bezeichnet,   den  der  g(»br<)chene  Strahl  mit  der 
Verlcingerung  der  Linie  a  macht.     Fcmuim*  wird  der  s|)htirische  Winkel 

YXP'  =  fi' 

und  das  Dreieck  XPP'  giebt  die  R(»lation<Mi 


'9; 


[sin  X  sin  P  =  sin  a  sin  H  —  fi'j 

<  sin  X  cos  P  =  cos  h 

[cos  X  =  sin  a  cos  (I{  —  fi') 


die  den   (7)   ähnlich  sind. 

9. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  Ebene,  in  welcher  (I(M'  Einfalls- 
punkt, der  Mittelpunkt  p  der  brechenden  Oberfläche,  und  die  Punkte 
Q  und  Q'  liegen,  die,  wcmn  der  Einfallspunkt  mit  K  bezeichnet  >vird, 
folgende  Verbindung  mit  einander  besitzen. 
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P  VC 

In  (lioscM*  Figur  sind  vor  Allein   die  graden  Union    und  ebenen 
Hmkel 

pQ'  =  o 
EQ'F  =  X 

uml  da  Ep  der  Halbmesser,  oder  die  Normale  der  brechenden  Ober- 
fläche am  Einfallspunkt  E  ist,  so  sind  die  Winket  pEQ  der  Einfalls-, 
und  pE(^  der  Brechungswinkel.     Seien 

pEQ  =  X 
pEQ'=f, 

Da  pE  =  j)  —  q  isl,  so  giobt  die*  Figur  orskMis 

sinA  =  -£^  sini^ (10) 

uDil  wenn  das  Brechungs vorhält niss  der  beiden  Mittel,  welche  die 
erste  bix^cliende  Oberflüche  von  einander  absondert,  durch  n':n  aus- 
ijü^driickt  wird,   so  giel)t  das  zweite  Fundanienl^lgesetz    der  Dioptrik 

sin  11  =  -V  sinA (11) 

Die  Fi4|;ur  giebt  ferner 

X  =  7]  +  fi  —  X (12; 

«=     /'-'/'    sin« ^^^) 

Wenden   wir   uns  jetzt   zu   den  Gleichungen  (7»   und   (9\     Die 
Division  der  ersten  durch  die  zweiten  giel)t 

lg  «  sin  li  —  (i   =  lg  u  sin  J{  —  (/) 
uml  die  zweite    7)  giebt 

i       ,_    sin  ?/ 
cos  /'    ""~   cos « 

Wähnend   aus  der  Division  dcM'  dritten    9    durch  die  zweite 


%ir  b^oMinien  hieraus  zur  Berechnung  von  d  und  ß'  soH 


(lg«  sin  (/?'—  K)  =  tg«  sin  (/?—  R) 
|tga  cosf/— 7?)  =  ^  cotgx 

I  jgnjl  ili^  Au^be  für  Eine  brechende   Oberfläche  gelöst  ist,    da 
miiiwilir  die  Gleichungen  (2)  des  ein  Mal  gebrochenen  Strahls  völ%    >; 
b^^ittttl  sind.     Man   kann   bemerken,   dass   in  dieser  Auflösung  die 
^U^^miui:    I3\  oder   die  Kenntniss .  der  Linie  a  gar  nicht   verlangt 
winK   t^  wii'd   aber  die  Kenntniss   derselben   nützlich,   wenn  mehr 
^  Kino  brechende  Oberfläche  vorhanden  ist,  wie  man  gleich  sehen 
winK 

10. 

Gehen  wir  zu  einer  zweiten  brechenden  Oberfläche  über,  welche 
zwei  Mittel  von  einander  absondert,  in  welchen  das  Brechungsver- 
httltniss,  dem  Vorhergehenden  analog,  durch  n\  n  ausgedrückt  wer- 
den soll.  Legen  wir  wieder  durch  den  Mittelpunkt  dieser  zweiten 
ülK^rfläche  eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Abscissenachse  steht,  und 
verlängern  den  durch  die  erste  Oberfläche  gebrochenen  Lichtstralil^ 
wc^Icher  jetzt  der  einfallende  ist,  so  weit,  dass  er  diese  senkrechte 
Ebene  schneidet.  Die  Coordinaten  dieses  Durchschnittspunkts  sind 
nun  oflbnbar 

X  =  ;/,    y  =  (/  cos  /?',    c  =  (>'  sin  /?' 

wenn  man  {>  und  K  in  Bezug  auf  die  jetzt  eingeführte,  zweite  senk- 
rechte Ebene  dieselbe  Bedeutung  beileü;t,  die  q  und  l{  in  Bezug  auf 
die  erste  haben.  Die  Gleichungen  {2;  des  ein  Mal  gebrochenen 
Lichtstrahls  geben  hiemit  sogleich 

{)  cos  K  =  k  cost/;  -+-  ((/ — j)]  tga  cos/!:?' 
^'sin/r  =  k  sini/;   +  [a — p)  lg«  sin/?' 

die  man  ohne  Mühe  in  die  folgenden  umformen  kann, 

Q  sin  (/?'—  R)  =  k  sin  (/?'—  yj) 

Q  cos  (/?'—  //')  =  A-  cos  iß'—  xp)  +  [a  —  p)  lg  d 

die   schon  q   und  W   geben.     Vergleicht   man  sie  aber   mit  den   (6) 
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und  subtrahirt,  so  geben  sie 

p'  sin  {ß'—  K)  =  Q  sin  (/? '—  R)  |    .  .    (1 5) 

()'cos{/?' — K)  =  (j  cos  (/?' — Ä)  +  (/) — /}')  tg«) 

die  auch  q  und  R  geben,  und  jedenfalls  angewandt  werden  müssen, 
wenn  mehr  als  zwei  brechende  Oberflächen  vorhanden  sind. 

Es  sind   hierauf   die  fUr    die  erste  Brechung  erhaltenen   Glei- 
chungen   8;,  (10)  bis  (14)  wiederholt  anzuwenden,   in  welchen  zur 

Unterscheidung  alle  Grössen  mit  einem  Striche,   oder  einem  Striche 

mehr,  versehen  werden  sollen.     Nemlich 

cost/'  =  sinr/  cos  (/?' —  7?') 
sm  /  =  -r  -  ,  sm  ri 

sm/e  =  -TT  smÄ 

ü  ss:  fj    +  IJ,   —  / 

t  I    t         f\    sinii' 

0  =   Ip  —  0)   -~r 

tg«"  sin  'ß"—  K)  =  tg rt'  sin  (/?'—  R) 

tg«  cosO?  —  ^)  =  -—„'  cotgx 

womit  die  Aufgabe  für  zwei  Brechungen  gelöst  ist,  da  in  den  Glei- 
cbuDgen  des  zwei  Mal  gebrochenen  Lichtstrahls,  welche  sich  jetzt 
imtcr  der  Form 

y  =  Q  cos  R  +  [p  —  x)  tga"  COS/?" 
;:  =  a  smii  +  [^p  —  x)  tg«   sm/J 
darstellen,  Alles  bekannt  ist.  Die  Entwickelungen  l)rauchen  auch  nicht 
weiter  forlgesetzt  zu  werden,  da  die  bis  jetzt  entwickelten  Gleiclmngen 
auf  jede  beliebige  Anzahl  von  brechenden  Oberflächen  ausgedehnt  wer- 
den können. 

M. 

Die  eben  gelöste  Aufgabe  kann  in  der  Anwendung  einen  Zu- 
);atz  erfordern,  welcher  darin  besteht,  den  Punkt  zu  bestimmen,  in 
welchem  der  ein  Mal  gebrochene  Lichtstrahl  die  zweite  brechende 
Olierflöche  schneidet.  Durch  Hülfe  dieses  Punkts,  welcher  zwar  in 
iler  vorstehenden  Auflösung  enthalten  ist,  aber  nicht  ausdrücklich 
darin  vorkommt,  lassen  sich,  namentlich  in  den  Fiillen,  wo  mehr  als 
zwei  brechende  Oberflächen  vorkommen,  und  in  der  Anwendung  der 
Auflösung  auf  ein  Linsensystem,   die  Ausdehnungen  bestimmen,   die 


oinralliMuIt'  Li(*lilslr;ilil    durch    sie    liiiuluivli 

it  ^     iiumi:   clics<s  Puiikls    kiinii    nur  viMsoliiodciu* 
.  :i.     .Man    Iviuiii    <l('u   DunlischiiiUspunkt ,   cmiI- 
.    :•  (lt*s  z\V(M   Mal  i;('l)i()cli(MUMi   Strahls  mit  dir 
•  >:KM'l1ü('h('    hcstiinnuMi ,    uiul    da    der    <mii    Mal 
^  :  aus(hli('lvli('h    hekaniife   Punkte   (huhiiMet ,  so 
^  Jf'S  l)ur('hs('hnills[)unkts  auf  z\v(m   vc^rschiedeiir 
.    (Umi.      Kndlich    kann    man    auch    den    Durrli- 
•   Mal    i:(*l)r<)eh(Mien    Strahls    mit    d(Mn    zwei   Mal 
,Mi.      I^i»   idl(»  di(»s(»  Durchsehnittspunktt»   ich'ntisrli 
.«    dies(»    AuHösun^Mi    auf    identiselM»     Hesultale 

.  hinten  Aut'l()suni;en    führen    auf   (luadratisclie  (dei- 

^^     iiiuni;  der  Al)seiss(»  iU's  l)urehsehnitts|>unkts.   wiih- 

,:unte    auf   eini»    lineariselu»    (ileichuni;    l'iihrl.       .Man 

^  ,ji  (Iruiuh*  di(»se   Aufhisuni;    als    die    einlaehsle    und 

^'.eiehiuMi,    weim    nicht    in    den    An\V(»ndunLren    iU'v 

^  .  J    tMUlriite,    dass    di(*    heideu    i^(»l)rochen(Mi    Strahlen 

^•n   Winkel    mit    einandc^r    macht(Mi.      l)ii\s(M-  Tnistand 

^^    Ihm*    der  Anwendunic    di(\ser  Aufhisuni;    die    XeiiniM* 

.^   stdn*  klein   werden,    und    unt;eachtet    der  i^(M)nielri- 

wenii;  i;enaue    Resultate    irehen   können.      Die   anderen 

^■iid   ><>'*   diesem    l Vhelstande    frei. 


I  '> 

,1  j(»lzt  l)eid(^  im  Nori^en  Aitikel  an,i;eluhrl(Mi  Arten  der 
jUisiMiM*  Ntd)enaufi;al>e  entwick(»lt  werden,  und  zu  dcMU 
..  ich  zuerst  dii»  alli;em(Mnen  (ileichuni;(Mi  Tni ,  die  wii-  im 
,  ^^ndiMi  für  heidC'  f^ehrocheni»  StrahltMi  (Mhalt(Mi  halnMi.  Kur 
\|il  «»(»hrochenen  Strahl  hekonunen  wir,  wenn  wir  ihn  auf 
^^«iikrcM-ht(*  KlxMie  hezieheu  und  demzufolice  y>,  <>  cos /f,  <>  sin /{ 
»ci>s(/',  A"  sin  IM   in   di(»  (ileichuni^cMi    ,2     s(Hzen 

//  =  <;c()s7i  +  (p  —  ./'    t^f/ c()s^>' 
:  =  ii  sin  /f  H-    />  —  .)•    \ix(('  sin^V' 
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(16) 


ood  wenn  wir  denselben  auf  die  zweite  senkrechte  Ebene  beziehen, 

y  =  q'  cosR  +  [p — 0?)  tga  cos/?' 
z  =  (f  sin 7?'  +  {p — 0?)  tga  cos/?' 

Für  den  zwei  Mal  gebrochenen  Strahl   haben  wir   im  Art.  1 0  schon 

« 

j/  =  a'  cos/f  +  {p — af)  tga"  cos/?" 
2  =  a  sinÄ'  +  {p — ai)  tga"  sin/?" 
erhallen.     Bezeichnen  wir  nun   die  Abscisse   des   gesuchten  Durch- 
i    scbnittspunkts   mit  a\   und   die   rechtwinklichen  Ordinaten   desselben 
i    mit  k'  cos  \p'  und  k'  sin  \p\  und  substituiren  diese  statt  o?,  y,  z  in  die 
Torsl^henden  Gleichungen,  so  werden  diese  nach  einer  leichten  Um- 
formung 

k'  sin  (y —  R)  =  [p  —  a)  tga  sin  (/?' —  R) 

k'  cos  [jp' —  R)  ssz  [p  —  d)  tg  a  cos  (/?' —  R)  +  o 

A''  sin  (tp —  R')  =  (;)' — d)  tga'  sin  (/?' — 7?') 

fc'cos  (ip  —  R')  =  {p  —  d)  tga'  cos  (/?'—  /f)  +  p 

fe'  sin  !>' —  iJ')  =  (;/—  d)  tga'  sin  (/?"—  IT) 

A'  cos  (t/;' —  R')  =  [p  —  d)  tga" cos  [ß' —  K)  +  d 

Nehmen  wir  zuerst  die  letzt  genannte  Auflösung  vor,  und 
benutzen  dazu  die  vier  letzt  angeführten  der  vorstehenden  Glei- 
chungen. Da  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  um  Eins  grösser  ist 
als  die  der  Unbekannten,  so  bekommt  man  aus  denselben  Eine 
Gleichung,  die  keine  der  letzteren  enthält,  und  bekanntlich  die  Be- 
dingung ausdrückt,  dass  die  beiden  graden  Linien,  deren  Durch- 
sehnitt^punkt  man  sucht,  sich  in  der  That  schneiden.  Setzen  wir 
nun  die  rechten  Seiten  der  dritten  und  fünften,  so  wie  die  der  vier- 
ren  und  sechsten  der  Gleichungen  (16)  einander  gleich,  so  erhalten 

wir 

tga"  sin  (/?"— 7?')  —  tga  sin  (/?'—/?)    =  0 

ip—d)  j  tga"  cos  (/?" —  R)  —  tga  cos  (ß' —  7?') }  =  q  —  a' 

▼on  welchen  die  erste  die  erwähnte  Bedingungsgleichung  ist,  die  mit 
einer  der  Gleichungen  des  Art.  1 0  übereinstimmt.  Multiplicirt  man  die 
erste  der  vorstehenden  Gleichungen  mit  {p  —  d)  sin  (4-(/?''+/?') — Ti), 
die  zweite  mit  cos  (^J  (/?"+ /?') — R\  und  addirt  die  Producte,  so 
giebt  eine  leichte  Reduction 

^  —  V  ~  \Q        ^J         cosi  OS"- /?')  sin  («"-«') 

die   zur   Bestimmung  von  d   dient,    aber   den    sehr   kleinen  Divisor 

AyMB^I.  d.  K.  S.  GeseUsch.  d.  Wissensch.  XV.  0 
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durchgeführt  zu  werden,  da  sie  durch  Vertauschung  der  betreffenden 
Buchstaben  aus  der  vorstehenden  folgen. 

Die  Gleichungen  des  zwei  Mal  gebrochenen  Strahls  nehmen 
hierauf  die  folgende  Form  an 

y  =  k' co^ip  +  [a — ai)  Iga'cos/J" 
z  =  k  sint/;   +  [a  —  a^j  tg«  sm/? 

Zu  bemerken  ist,  dass  man  in  den  gewöhnlichen  Fällen  q  statt 
«in  die  (16)  setzen,  und  damit  die  entsprechenden  Werthe  von  k 
und  \p'  berechnen  könnte,  die  von  jenen  sehr  wenig  verschieden  sein 
würden.  Man  würde  hierauf  strenge  für  den  zwei  Mal  gebrochenen 
Lichtstrahl  die  Gleichungen 

y  =  k'  cosxp'  -+-  (q — w)  iga  COS^" 
:  =  k'  sini^'  +  [q — af]  tg«"  sin/?' 
erhalten. 

13. 

Die  oben  entwickelte  Auflösung  der  Hauptaufgabe  wird  un- 
bestimmt, wenn  eine  der  beiden  brechenden  Oberflüchen,  oder  beide, 
Ebenen  sind ;  es  sind  daher  die  Abänderungen,  welche  die  Auflösung 
in  diesen  Fällen  erfordert,  zu  entwickeln. 

Sei  die  erste  brechende  Oberfläche  eine  Ebene,  dann  wird  nicht 
nur/?,   sondern   es   werden   auch  p  und  o   unendlich   gross,    ferner 

wird  6=0.  Der  Quotient  — ^j—  wird  jetzt  =0,  aber  der  Quo- 
tient — —-  behält  einen  endlichen  Werth,  den  ich  V  nennen  will. 
Die  Gleichungen  (5)  geben  hiemit 

V=^  =  tg«    ,    R  =  ß+\SO' 

Die  Gleichung  (8)  und  die  folgenden  geben  hierauf 

,j  =  90«  +  «    ,    X  =  u    ,    X  =  90«  +  «     ,    fi  =  u 
und    folglich  wird  sogleich 

sin  a  =  ^  sin  a 
die    '14)  endlich  geben  7?  = /?' -h  1 80«,  woraus 

folgl,    und    die  Lage  des    ein   Mal    gebrochenen   Lichtstrahls    vöUig 
bekannt   ist,    da   dieser  jeden   Falls   durch   den   Punkt  (A,  \p)    geht. 


Die  Gleichungen  (15)  können  jetzl  nicht  angewandt  werden,  a/i^^ 
die  denselben  vorangehenden,  die  wir  jetzt,  da  a  =  9  wird,  w/-^ 
folgt  schreiben  können, 

Q'siniß—R)  =Asin(/?  — t/;) 

Q  cos  (/?—  7?')  =  k  cos  (ß  —  tp)  +  {q  —  p)  tga 

geben  p  und  R\  worauf  die  Lage  des  zwei  Mal  gebrochenen  Licht — 
Strahls  eben  so  wie  oben  erhalten  wird. 

Wenn  statt  der  ersten  brechenden  Oberfläche  die  zweite  eine 
Ebene  ist,  wodurch  p^  p',  a  unendlich  gross  werden,  so  wird  die 
erste  Brechung  nach  den  obigen  allgemeinen  Gleichungen  durch- 
geführt, bis  dass  man  durch  die  Gleichungen  (1 4)  a  und  ßi  erhalten 
hat.    In  den  (15)  darf  jetzt,  ohne  die  Strenge  zu  verletzen  —  {p  —  q) 

statt  {p  —  p)  gesetzt  werden,  und  es  wird  der  Quotient    ,^  ,  =  0, 

während     ,  ^  ,    eine  endliche  Grösse  bleibt,   die  mit   V   bezeichnet 

werden  soll.     Die  (15)  geben  hierauf 

•  r  =  tga     ,    i?'  =  180«  +  /J' 

und  die  ferneren  Gleichungen  für  die  zweite  Brechung  erleiden  die-' 
selben  Abkürzungen  wie  oben  die  der  ersten  Brechung.  Es  werden 
also 

sm  a  =  — ;r  sm  a 


fi" 


ß"  =  /?' 

womit  schon  a    und  ß"  bekannt  sind. 

Die  im  Art.  10  erhaltenen  Gleichungen  des  zwei  Mal  gebroche- 
nen Lichtstrahls  werden  gegenwärtig  auch  unbestimmt  und  können 
nicht  angewandt  werden,  aber  da  die  Gleichungen  des  ein  Mal 
gebrochenen  Strahls  immer  noch  wie  im  Art.  12 

y  =  (jcosT?  +  {p  —  ai)  tg«  cos/?' 
z  =  a  sin 7{  +  (/?  —  tv)  tga  sin/S' 

und  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  dieser  jetzt  die  zweile 
brechende  Oberfläche,  die  Ebene,  schneidet, 

0?  =  qf'  ,    y  =  k'  cos  t/;'  ,    z  =  k'  sint/;' 

sind,  so  erhalfen  wir  durch  Substilution  dieser  (^.oordinaten  aus  den 
vorslohenden  Gleichungen 
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*'  sin  (v^  —  ß')  =  o  sin  (Ä  —  ß') 

fc' cos  (v;'— ^')  =  a  cos  (/?  —  /?')  +  {p'—q)  lg« 

welche  A'  und  t/;',  sowie  die  Gleichungen 

y  SS  k'  cos !/;'  +  {q  —  x)  lg  a  cos  /^^ 
z  =iU  sint/;'  +  (qf' — a:)  tg«"  sin/¥" 

A»s  zweimal  gebrochenen  Strahls  geben. 

Wenn    beide   brechende   Oberflächen   Ebenen   sind,    so   ergiebt 
ach  ohne  Weiteres  aus  dem  Vorhergehenden 


sin  u  =  — ,  sin  « 


II         n'      '       I 


sma  =  -TT  Sin« 


und  da  die  Coordinaten  des  Punkts,  in  welchem  der  ein  Mal  ge- 
lirochene  Lichtstrahl  die  zweite  Oberfläche  schneidet,  dieselben  sind 
wie  vorher,  femer  «==9  ist,  so  geben  die  Gleichungen  (t)  des  ein- 
fallenden Lichtstrahls 

U  sin  [\p  —  ß)  =k  sin  {xp  —  ß) 

K  cos  [xp  —  ß)  =  k  cos  {xp  —  ß)  +  {q  —  q)  lg« 

und  mit  den  hieraus  folgenden  Werthen  von  k  und  xp'  werden   die 

Gleichungen   des  zwei  Mal    gebrochenen   Lichtstrahls   dieselben    wie 

im  vorhergehenden  Falle. 

Denken  wir  uns   unter  den  zwei  brechenden  Ebenen  und  dem 

Millel,  welches  sie  einschliessen,   einen  durchsichtigen  Kör()er,  z.  B. 
ein  Planglas  mit  parallelen  Oberflächen,  welches  auf  allen  Seiten  von 
einem   und  demselben  Mittel,   z.  B.  der  atmosphärischen  Luft,   um- 
geben ist,  so  wird  n  =  w,  und  die  Gleichungen 


sin  «'  =  -^  sin  « 

«ff  n      '       ' 

sm  «  =  —  sm  « 

n 


ueben  «"  =  « ;   der  ausfahrende  Lichtstrahl  wird  also  dem  einfallen- 
den  parallel,  wie  sich  von  selbst  versteht. 

14. 

Es  brauchen,  wenn  der  Lichtstrahl  einer  grösseren  Anzahl  von 
Brechungen  unterworfen   ist,   keine  weiteren  Gleichungen  entwickelt 


zu   werden,    da   die   vorhergehenden,    auf  zwei  Brechungen  ausgo— 
dehnten,    sich   durch   ihre  Wiederholung  auf  jede   beliebige  Anzalii 
von  brechenden  Oberflächen  anwenden  lassen.    Um  dieses  möglichsj^t 
deutlich  zu  machen,  wollen  wir  die  im  Vorhergehenden  entwickelte 
Gleichungen   ausdrücklich   auf  eine   unbestimmte  Anzahl   BrechuDgec 
ausdehnen. 

Seien  m  Brechungen,  und  demgemäss  m  +  1  verschiedene  Mitte 
vorhanden,  denen  der  Reihe  nach  vom  ersten  zum  letzten  di 
Brechungsverhaltnisse 

zukommen.     Es   soll    hiebei   sogleich    bemerkt   werden,   dass  wpnip — 

r 

das  erste  und  das  letzte  Mittel  identisch,  z.  B.  die  Luft  sind, 

n  =  n* 

wird,   sowie,  dass  wenn  die  Anzahl  der  Brechungen  eine  grade  ist^H 
und  die  jedes  Paar  derselben  umgebenden  Mittel  dieselben  sind,  wi»- 
bei  einem  Linsensvstem  der  Fall  ist, 

n  =  w"  =  fT  etc.  =  n"* 

werden.     Vor  Allem    müssen   nicht   nur    alle  »,    sondern   auch  di    ^ 
Abscissen 

/>,  p\  p".  p"^  etc.  /)""' 

der  Mittelpunkte  der  brechenden  Oberflächen,  sowie  die  Abscissen 

9,  9,  9  .  9    •    ^tC.    ij 

der  Punkte,  in  welchen  diese  Oberflächen  die  Abscissenachse  schnei- 
den, gegeben  sein,  und  ausserilem  muss  man  die  Coefficienlen  der 
GleichuDi^n 

y  =  A*  COS  IX '+   a  —  X   tg«  cosp? 

z  =  k  sin  u •+   fl  —  X   tg«  sin^ 

deji  auf  der  ersten  brechenden  Oberfläche  einfallenden  *  Lichtslrahls, 
oder  Jb.  1* «  a«  i  kennen.  Sollten  er  und  ;i  nicht  unmittelbar  g^e- 
ben  sein,  so  bietet  der  Art.  5  Mittel  dar,  um  sie  zu  erhallen.  Die 
Borei^hnum:  der  l-aire  des  Lichtstrahls  nach  der  «•**■  Brechum;  wird 
nun  durch  die  fohlenden  Gleichungen  ::eführt. 


i 
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sind  = 


V'  Brechung. 

k 


()  sin  (jR  —  ß)  =  fe  sin  {tp  — ß) 
QCos{R  —  ß)  =  kcos(\p  —  ß)—(p  —  q)cosälga 
cos  tj  =  sin  u  cos  [R  —  ß)  ,    sin  /,  =  —^  sin  1/ 

sina  =  ~sinA,  k  =  fj  +  fi  —  A 

o  =  (p — q)  -!"^ 
lg a  sin  {ßf  —  R)  =  tga  sin  (/?—  /{) 
tgr/cos05^-Ä)=J*^^cotgx 

2^*  Brechung. 

if'  sin  (Ä'  —  ß')  =  a  sin  (/{ —  ß^) 

^'cosiR'  —  ß')  =  GCOs{R  —  ß')  +  (/>—/]  tga  . 

cosi;/'  =  sin  «  cos  (//  —  R)  ,    sin  A'  =  -,^7-,  siniy' 
Mn^  =  ^  sin/  ,  X  =i  fj  +  /ii  —  A 

^  ^     sin  x' 

iga"  sin  (/!"  —  if)  =  Ig  «  sin  /  —  Ä') 
tg «"  cos  (/  —  H)  =  JIJJ,  cotg x' 

3'*  Brechung. 

(/  sin  'R"  —  ii")  =  a  sin  (ß— /?"; 

p"  cos  IR' —  /?'')  =  a  cos  (fi' — //')  +  (/»' — />' )  tg«" 

cos iy   =  Sin  «  cos  (/?  —  /i  j ,  sm  A  =  -7r^,>  siniy 
Sin /i  :=  -TT/  sm  A   ,  ^       K  =  ij  +  /Li  —  A 

lg  «'"  sin  (/^"  -  Ä")  =  tg  «"  sin  OS''  -  T) 

.  tu  f  fJif  rut\  Sin  ti  4  " 

tga    COSi/y—if)«:— ^COtgX 

s.  %v.  bis  für  die 


<r  - '  sin  (/r  -  '  — /T  - ')  =  ff"  "  *  sin  (ii 

(>■"-' cos  (/r-'-/s"-')  =  0"-*cos(ir-^— /f-') 

ros  ty     '  =  sin «       cos (/^       —  //       ; ,  sin /       =  ^,,^_  ,w,| sin iy 
sm  ^t        ==   -^    sinA        ,   x        — »/        +i^        — ^ 

a         —  ^i        —q       )  gj„,«-.t 
Iga^sin  (/T-T?"-  0  =  !§«"•-  »  sin  (/T"  »-/r'  «) 

4         IM  /  /JM  f  »IM  — 1\  Sin  II  ^    A        m  —  I 

tga   COS  (/5r  —  ii      ')  =  ^^^Im^,  cotg  X 

worauf  die  Gleichungen  des  m  Mal  gebrochenen  Lichtstrahls 

y  =  a"-  '  cos/r-  «  +  (p""  •  -0?)  tga'^cos/T 
^=a"-'sin/r-*+  (;r"*-a;)tga'"sin/r 

werden,    durch   welche   man   jeden   beliebigen   Punkt   dieses   Licht- 
strahls berechnen  kann. 

Will  man  ausserdem  für  alle  brechenden  Oberflachen,  oder  für 
einige  derselben,  die  Ausdehnung  kennen  lernen,  (die  Oeßnungen 
der  Linsen,)  die  ihnen  gegeben  werden  muss,  um  den  gegebenen 
Lichtstrahl  durchlassen  zu  können,  so  kann  dieses  durch  die  im 
Art.  12  entwickelten  Gleichungen  geschehen,  die  ohne  Weiteres  auf 
jede  beliebige  dieser  Oberflächen  anwendbar  sind,  wenn  man  die 
darin  vorkommenden  Grössen   mit  den   betreffenden  Indices  versieht. 

15. 

Als    Ausnahmefalle    zu    den    im    vor.    Art.    zusammengestelltcT 
Gleichungen  müssen  diejenigen  betrachtet  werden,  in  welchen  irgen 
eine,    oder  irgend  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende    brechem 
Oberflächen  Ebenen  sind,  und  «s  ist  in  diesen  Fällen  den  Entwicl 
lungen  des  Art.  13  gemäss  zu  verfahren. 

Sei  die  h^^  brechende  Oberfläche  eine  Ebene,  also  /)*"*,  p* 
o'*"'  unendlich  gross,  dann  ist  die  Rechnung  nach  den  allgenie 
Formeln  fortzusetzen,  bis  man  a"^  und  i/""^  erhalten  hat,    \\( 
zufolge  des  Art.  13 
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*'-'cos(v;*"' 


sin  a   =  — TT-  sm  a      ^ 

.^-')  =  o*-' cos  (/?*-*  —  /?*-')  H 


(p*-*-? 


*-']»««*-' 


werden.  Bezieht  man  die  Gleichungen  dieses  Lichtstrahls,  die  auch 
im  Art.  13  gegeben  sind,  auf  die  zur  (A  +  1)^"  Oberfläche  gehörige 
^nkrechte  Ebene,  so  bekommt  man 

p*  sin  (i?*  — /?*)  =  fe*  "  *  sin  (i/;*  "'  —  ß") 

p*  cos  («*  —  /?*)  =  fe*  "  •  cos  (t/;*  -  « — /?*)  +  (/-*_  p*)  tga* 

Wegen  /?*  =  /?*"'  können  wir  aus  diesen  und  den  vorstehenden 
(ileichungen  fe*  ~ '  leicht  eliminiren,  und  erbalten  dadurch  sogleich 

(»'  sin  (Ä*  —  /S*)  =  o*  -  *  sin  (ii*  "*-/?*) 

(.'cos(fi*--/S*)  =  o*-'*cos(Ä*-*— /S*)  +  (p*-*— /-')tga*-' 

+  (/"'-/)  lg«* 

welche  p*  und  Ä*  geben,  worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  wie- 
der anzuwenden  sind. 

16. 

Zum  oben  abgehandelten  Falle  treten  wieder  zwei  Ausnahme- 
ßllle  hinzu,  und  zwar  die,  in  welchen  die  h^  Oberfläche,  die  zur 
Ebene  wird,  entweder  die  erste  oder  die  letzte  aller  vorhandenen 
brechenden  Oberflächen  ist.  In  Bezug  auf  den  ersten  dieser  beiden 
Fälle  braucht  nichts  weiteres  angeführt  zu  werden,  als  dass  er  schon 
im  Art.  13  abgehandelt  worden  ist,  und  in  Bezug  auf  den  letzteren 
Fall  könnte  ebenfalls  auf  den  Art.  13  verwiesen  werden,  wenn  es 
nicht  deutlicher  wäre,  die  Gleichungen  ausdrUckhch  hinzuschreiben. 
Nachdem  man  die  allgemeinen  Gleichungen  so  weit  benutzt  hat,  dass 
aus  denselben  a" " *  und  /f  " *  erlangt  worden  sind,  werden 


sm«    ss-^ 


IN 


sma 


m  -  t 


_^  —  I 


Sin  \}p        — p       )  =  a        sin  li        — p       ) 
cos  [tp 


r-'cosfit;"-'-/r-')  =  o""--cos^Ä"'-*-/J"-') 


m-  1 
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welche  kT  "  *  und  y/** "  *  geben.    Die  Gleichungen  des  nach  erlittenen 
m  Brechungen  ausfahrenden  Strahls  nehmen  hierauf  die  Form  an, 

y  =  r~*cosv/"~'+  (9'""'—^)  tga^cos//' 
z  =  r-*sin  !/;""*+  (^-^-0?)%«"' sin/T 

17. 

Wenn  beides,  die  h^^  und  die  (A+  1)^  brechende  Oberfläche 
Ebenen  sind,  so  setzen  sich  die  eben  erhaltenen  Gleichungen  um 
eine  Stufe  fort,  es  werden  nemlich,  wenn  man  wieder  durch  die 
allgemeinen  Gleichungen  a* "  *  und  /?* "" '  erhalten  hat, 

/?*-^  *  =  /?*=/?*-* 
sm  a        a=  -T  -  sm  a      * 

sm  a       =  -n-TFi  sm  a 

Die  obigen  Gleichungen  fiir  fc* ""  *  und  i/'*  ~  *  finden  wieder  statt,  aber 
die  zweite  Ebene  fügt  ihnen 

jfc*  cos  (v;*  — /?*  - »)  =fc*-»cos(v;*"*  — /?""*)  +  (?*"'  — /)tga* 

hinzu,  und  die  obigen  Gleichungen  für  q^  und  /^^  gehen  über  in 

(;*-"^  sin  (Ti*"'  — /?*-')  =:ik*  sin  (i/;*  — /**  •" . 

(/-"»cos  ft*-^»-/?*-^)  =  Ä'^  cos  (v^*  - /?*  - ')  +  (/-/**)  45«*-^^ 

Die  Elimination  von  fe* "  ^  und  fc*  aus  diesen  Gleichungen  giebt 

(j''-'  siniR'^'  —  ß"-')  =  a*~' sin  (Ä*-^  — /?*-*) 

/-^»cos  (/<*■" ^  —  /?*-0  =  a*--cos(Ä*"^-/?'-^)  +  (!>*"'— 9*"0  tg«*"' 

welch«  p*"*"*    und  Ä*"*"*  geben,    worauf  man  wieder  an  die   allge- 
meiMB  Gleichungen  anknüpfen  kann. 

18. 

Ausser  dem  im  Vorstehenden  entwickelten  Verfahren  habe  ich 
ein  anderes  gefunden,  welches  in  der  Anwendung  keine  grössere, 
sondern  eher  noch  eine  etwas  geringere  Arbeit  erfordert.  Dieses 
soll  jetzt  entwickelt  werden. 

Um  den  ersten  Einfatispunkt  E  des  auffallenden  Lichtstrahls  als 
Mittelpunkt  beschreibe   man  eine  KugeloberOUche   von  unbestimmtem 
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Ifl 


.'J. 


flalbmesser.  Zur  Abscissenachsc  und  der  Achse  der  y  ziehe  man 
Parallelen,  die  durch  den  Punkt  E  gehen,  und  bezeichne  ihre  Durch- 
schnittspunkte mit  dieser  Kugeloberfldche  mit  X  und  Y,  dann  wird 
in  der  folgenden  Figur 


X 


E 


die  Linie  X  Y  den  grössten  Kreis  bezeichnen ,  in  welchem  die 
/y  Ebene  die  Kugeloberfldche  schneidet.  Bezeichnet  femer  in  dieser 
Figur  P  den  Punkt,  in  welchem  der,  nöthigen  Falls  verlängerte,  an 
den  Einfallspunkt  gezogene  Halbmesser  p  —  q  der  ersten  brechenden 
Oberfläche  die  Kugeloberfläche  schneidet,  so  werden  der  Bogen 
grössten  Kreises  XP,  und  der  sphärische  Winkel  YXP 

XP=ti 
YXP^tp 

sein.  Bezeichnet  femer  E  den  Punkt,  in  welchem  der,  nöthigen 
Falls  rückwärts  verlängerte,  einfallende  Lichtstrahl  die  Kugelober- 
fläche  schneidet,  so  sind  der  Bogen  grössten  Kreises,  und  der  sphä- 
rische Winkel 

XE  =  n 

YXE  =  (i 

Lüsst  man  den  Punkt  E'  in  Bezug  auf  den  gebrochenen  Lichti$trahl 
dasselbe  bedeuten,  wie  E  für  den  einfallenden,  so  sind 

XE  =s  a 

und  setzt  man 
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PE  =zX 

so  sind  k  der  Einfalls-  und  /i  der  Brechungswinkel.  Dem  oben 
angeführten  ersten  Fundanientalsatxe  der  Dioplrik  zufolge  liegen  die 
Punkte  P,  E ,  E  auf  einem  und  demselben  grössten  Kreise. 

19. 
Sei  ausserdem  in  der  Figur  des  vor.  Art.  der  sphärische  Winkel 

XEP^X 

dann  giebt  das  spliHrischc  Dreieck  XEP 

Tsin  A  sin;if  =s  sin  6  sin  (tp  —  ß) 
(17)  .  .  .  ^  sinAcosx  =  sinacosd  —  cos«  sin fl  cos (t;;  —  ß) 
cosA  =  cosacosfl  +  sin  a  sin  6  cos  (v;  —  ß) 

durch  welche  X  und  %  gegeben  werden,  nachdem  ö  durch  die  Glei- 
chung (3)  erhalten  worden  ist.  WHhIt  man  für  die  Brechungsver- 
hültnisse  wieder  dieselbe  Bezeichnung  wie  oben,  so  wird  wieder 

(18) sin/t  =  -,  sinA 

Wenden  wir  uns  hierauf  zum  sphärischen  Dreiecke  XEE\  so  er- 
halten wir 

fsina  sin(/S'  —  ß)  =  sin  (A  —  /i)  sin^ 
(19)    \  sin  a  cos  (/f —  ß)  =  sin  a  cos  (A  —  fi)  —  cos  «  sin  (A  —  fi)  cos  x 

I  cos  «  =  cos  a  cos  (A  —  /i)  +  sin  a  sin  (A — /i)  cos  x 

durch  welche  a  und  /?'  erhalten  werden,  und  die  Berechnung  der 
ersten  Brechung  vollständig  ausgeführt  ist.  Denn  da  gleichwie  im 
Vorhergehenden  die  Gleichungen  des  einfallenden  Lichtstrahls 

y  =s  k  cos  tp  +  [a  —  x)  tg  a  cos  ß 
zss  k  sintp  +  {a  —  x)  tga  sin/? 

und  die  des  gebrochenen 

(y  =  fecosu;  -I-  (a  —  x)  tga  cos/?' 

(20 r     .  .     _^ ;      r,    •  .  1' 

^     ^  [zss  k  smtp  +  [a  —  x)  iga  sinß 

sind,  so  sind  durch  die  Gleichungen  (17),  (18},  (19)  in  Verbindung 
mit  den  (3)  und  (4)  die  (20)  vollständig  bekannt,  wenn,  wie  jeden 
Falls  vorausgesetzt  werden  muss,  die  ersteren  im  Voraus  vollständig 
gegeben  sind. 


} (21) 
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20. 

Gehen   wir  zu  einer   zweiten   brechenden  Oberfläche  über,   so 
erhalten  wir  genau  dieselben  Gleichungen,   die  hier  mit  der  Abän- 
derung angeführt  werden  sollen,  dass  zur  Unterscheidung  alle  Grössen 
mit  einem  Strich,    oder    einem  Strich    mehr    als  vorher,    versehen 
werden.     Die  Gleichungen   des  einfallenden  Lichtstrahls  werden  nun 

y  ^=^U  cos  v'  -I-  {a  —  a?)  tga'  cos  fi 
zzszk'  sin  \p'  +  (a  —  x)  tg  «'  sin  /S' 

und  die  des  gebrochenen 

y  ^=^U  C0S1/;'  +  [d  —  x)  tga"  cos/?'' 
z=s  k'  sin  rp'  +  (ö-*-  x)  tga"  sin  //' 

Die  Gleichungen  (17),  (18),   (19)  werden 

sin  X'  sin  x  =  sin  fl'  sin  [tp'  —  ^)  | 

sin  k'  cos  X  =  sin  d  cos  ö'  —  cos  d  sin  ft'  cos  {\p'  —  ß')\  -  •   (^^ 

cos A'  =  cos  d  cos  ö'  +  sin  d  sin  (/  cos  {tp'  —  /J')  j 

sin  ^'  =s  ^  sin  A'     (23) 

sin«"  sin  {ß'  —  I3f)  =  sin  (A'  —  ^')  sin  x' 

sin a" cos {ßf  —  /S')  =  sin  d  cos  (A'  —  ^')  —  cos d  sin  (A'  —  fi)  cos / ] 

cosa" 


=s  sin  «'  cos  (A'  —  ^')  —  cos  d  sin  (A'  —  ^')  cos  x'\ 
=  cos  a  cos  (A'  —  /i')  +  sin  d  sin  (A'  —  //)  cos  x\ 


'     und  /;,  a,  (f  sind  durch  die  Gleichungen 


.  k  SS  {p  —  q)  sin  ö'               I 
d=^p-(j)'-q)cos(/  . (25) 


=  ?  +  2  (p'  -  9')  sin^  J  Ö'l 
mit  einander  verbunden. 


21. 

Aus  den  eben  aufgestellten  Gleichungen  kann  aber  die  durch 
die  zweite  Oberfläche  bewirkte  Brechung  des  Lichtstrahls  nicht  voll- 
sUlndig  berechnet  werden,  da  sie  zur  Bestimmung  der  Bögen  A'  und 
X  keine  Hulfsmittel  darbieten.  Letztere  müssen  durch  die  Bedin- 
gung erhalten  werden,  dass  der  auf  der  zweiten  Oberfläche  einfal- 
lende Lichtstrahl  mit  dem  durch  die  erste  Oberfläche  gebrochenen 
identisch  ist.    Es  mtlssen  folglich  die  Gleichungen  (20)  mit  den  (21) 
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ijM02Si,-i^  ijnitrtil  vnerden.    Da  in  beiden  Systemen  schon  et    und  ^ 

>«>  jnebl   die  Subtraction  sogleicli 

#  ^  it'  cos y'  —  k  cost/;  +  (a  —  a)  tga  cos/J' 

#  SS  it*  sin  y'  —  fc  sini/;  +  [d—  a)  tga  sin/?' 

t\  ib.  a\  a  durch  die  (3),  (4),  und  die  (25)  eh'miniii, 
i^^4   V*«  sin#*t*os^'—  sin«  cosö'cos/*'}  = 
:^^^^    vx^««  3>i**  cosip  —  sin«  cosö  cos/S'|  —  [p — p)  sina^os/?'; 

,  ^  ^    v\>Ki^*  sitt ^'  s»"^  V'  —  sin«  cose'  sin/?'}  = 

s^^i    vx^it'  sintf  sinip  —  sina  cosÖ  sin/?'}  —  (p' — f)  sin«  sin/?' 

üut\^   ^^ijiiioalionen   mit   cos/?'   und  sin/?',    und   Additionen    und 
<u^ln)K^^^'^  können  diese  in  die  folgenden  verwn adelt  werden, 

i  M  —  ^*  sin  d'  sin  (v^'— /?')  =  {p'-q)  sin  0  sin  {\p  —  ß') ; 
i^    .  .  '  M ^*  {sin «cos 6'—  cosa'sin6f'cos(i/;'— /?')!  = 

I  M  «-^  Y  |sin  u  cos  ö  —  cos  u  sin  ö  cos  (yj  —  /?') }  +  f/)' —  p^  sin  «"^ 

Jk^  i'«^**^'^'^  siimI,  «'s  die  vorhergehenden. 

1^  iKni   ol^cn   erhaltenen  Gleichungen   (26)    sind  0'  und  \p'  die 
sHbi^^"«^  l'nlH^kannten,    und   können   daraus   bestimmt  werden,    aber 
rthMifc   iww   einen   Schritt    weiter   gehen,    ö'  und  xp'   durch  A'  und  x^ 
HiMM^i^v^^«   ^'"^^   sogleich  diese  ohne  Beihülfe  jener  daraus  erhalten. 
IHvv^'  tiUnchungen   nehmen   übeiTÜes   dadurch   eine   einfachere  Form 
MW\I  worden  zur  Anwendung  geeigneter.     Die  Gleichungen    :22 
^^Hi  unnuttelbar 

j  sin  O'  sin  {xp  —  /?')  =  sin  A'  sin  / 

jsin«'  cosö'  —  cos«  sinö'  cos  [xp' —  /?')  =  sinA'  cos;^' 

u^l  >'^'^*'  "^*"^  ^"  ^^^^  Figur  des  Art.  18  den  sphärischen  Winkel 

XETP^co 
>ix\  jiioW  il«s  Dreieck  XE'P 

sin ö  sin  [xp  —  /?')  =  sin// sin  to 
sin  a  cos  0  —  cos  a  sin  0  cos  {xp  —  /?')  =  sin  fi  cos  w' 

womit  die  Gleichungen   (26)  sogleich  in 

smA  smy   =  ^-^ — ^,  sm//sinw 

.    «»         /        p  —  9*  '.p—p*' 

sm/  cosy  SS   -,-%sm(iCOSw  +  i — ^sin« 


♦» 
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übergehen.     Zu  bemerken   ist  hiebei,   dass  wenn  durch  diese  Glei- 
chungen sin  A'  >  1   gefunden  werden  sollte,  dieses  das  Kennzeichen 
ist.  dass  der  Lichtstiahl  die  zweite  brechende  Oberfläche  gar  nicht  trifft. 
Ein  wesentlichei'  Umstand  ist,   dass  jetzt  ein  Theil  der  vorher- 
gehenden Entwickelungen   auf  eine  andere  Gestalt  gebracht   werden 
kann.     Da   im   Dreieck   XEE'  jetzt    alle    drei   unbekannten   Stücke 
berechnet  werden  müssen,   so   kann   man   sich   dazu   der   folgenden 
Gleichungen  bedienen, 

sin  a  sin  (o'  s=       sin  a  sin  x 

sin  a  cos  w'  =  —  sin  {k  —  /i)  cos  a  +  cos  (A  —  fi)  sin  a  cos  x 
.sin«  sin (/?'—/?)  =       sin(A— ^)sinx  .  >  (30) 

sin«  cos  (ß' —  ß)  =       sin  a  cos  (A  —  fi)  —  cos  a  sin  (A  —  /n)  cos^ 
cos«'  =       cos  a  cos  (A  —  fi)  +  sin a  sin  i^A  —  ^)  cos;f 

die  in  Verbindung  mit  den   (23)   und  den  (29)  ein  System  von  Glei- 
chungen bilden,   welches  für  sich  fortgesetzt,  und   auf  so  viele  bre- 
chende OberflUchen   angewandt  werden  kann,   als  man  will.     Stall 
den  30^  könnte  man  auch  die  Gaussischen  trigonometrischen  Glei- 
chungen  anwenden,    aber    ich   habe    mich    durch   Proberechnungen 
daron   überzeugt,   dass   im   gegenwärtigen   Falle   dadurch   keine  Ab- 
kürzung der  Rechnung  erlangt  wird,   wozu  namentlich  der  Umstand 
beiträgt,  dass  bei  der  Anwendung  der  vorstehenden  Gleichungen  die 
Bögen  ft>',  a\  X  nicht  in  den  Tafeln  aufgesucht  zu  werden  brauchen. 
Wenn  nur  zwei  Brechungen  vorhanden  sind,   so   sind   nocli  0' 
und  \p'  aus  den  folgenden 

sin  0'  sin  {\p' —  ß')   =  sin  A'  sin  x  ] 

sin ö'  cos  [tp' — /?')  =  sina  cosA'  —  cos«  sin A'  cos^'V    •  •  •  ('^^ 

cos 0 '  =  cos a  cos X  +  sin a  sin A'  cos x] 

die  durch  Umkehrung  aus  den  (22)  entstehen,  so  wie  a  und  ß" 
aus  den  (24)  zu  berechnen.  Sind  mehr  als  zwei  Brechungen  vor- 
handen, so  brauchen  diese  Gleichungen  nur  am  Schlüsse  der  ganzen 
Rechnung  angewandt  zu  werden. 

23. 

Die  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Gleichungen  können  auf 
bekannte  Art  durch  Einführung  von  Hülfsbögen  zusammen  gezogen 
werden.     Statt  der  (17)  erhult  man,  wenn 
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cosfj  sin  ff  =  sin  d  cos  {\p  —  ß) 

cos  7]  cos  ff  =  cosö 

sin  f]  =  sin  0  sin  [\p  —  ß) 


^«Sx^ilt    WAMtltMl, 


sinA  sinx  =  sini; 

sin  A  cosx  =  cos  j;  sin  («  —  ff) 

cos  X         =  cos  tj  cos  [a  —  ff) 

Dio  ,30    gehen  durch  die  Anwendung  der  Hülfsbögen  p,  q^  r  über  in 

oos/i  sin  (j  SS  sin  r)^  cos^  9  sin  a  sin  u/         =  sinp 

00s /i  cos  q  =s  cos  a          ,  sin  a  cos  a>'         =  cosp  sin  (9  -f-  /ii  —  A 

ros  /i  sin  r  :=  cos  a  sin  ^  ^  sin  a  sin  (/?' —  ß  +  r)  =  sinp  cos  {q+  ft  —  A 

cos;)  cosr  =           cos^  ?  sin  «'  cos  (/?' — ß+  r)  =           sin  [q  -f-  /i  —  /. 

sin  p           =  sin  a  cos;f ,  cos  a                            =  cosp  cos  {q  +  n  —  A 

\in(l  oben  so  können  die  (31)  und  die  (24)  umgeformt  werden. 

Endlich  können  die  (29)    in   die  folgenden  verwandelt  werdeu. 

sin  A'  sin  {x —  J  co')  =  (3/ —  N)  sin^co' 
sinA' cos(x'— J  w')  =  [M'+'N)  cos^w' 
wenn  man 

M  =  ^, ""  ^  sin  u  ,     N  =  ^r  ^}  sin  a 

selzl,  jedoch  scheint  mir  diese  Transformation  der  (29)  liier  von 
keinem  wesentlichen  Nutzen  zu  sein,  da  M  und  iV  immer  durch  ihre 
Logarithmen  gegeben  sind. 

Da  in  der  Anwendung  die  Bögen  a,  A,  //,  Ö,  etc.  immer  klein 
sind,  so  können  die  obigen  Umformungen  noch  abgekürzt  werden, 
w(»lchcs  bei  der  Zusammenstellung  geschehen  soll. 

Die  vorkommenden  Bögen  können  auf  zweierlei  Weise  aus- 
gedrückt werden.  Man  kann  eines  Theils  alle  Dreiecksseiten  als 
positive  Bögen  betrachten,  die  <  90"  sind,  wovon  die  Folge  ist, 
dass  die  Winkel  sich  durch  den  ganzen  Umkreis  erstrecken  können. 
Anderer  Seits  kann  man  aber  auch  die  Bestimmung  treffen,  dass  alle 
Winkel  im  ersten  IJalbkreise  liegen,  also  sich  nur  von  0"  bis  180® 
erstrecken  sollen,  nach  dieser  Annahme  werden  die  Seiten  auch 
negativ  werden  können,  und  sich  innerhalb  der  Grenzen  +  90® 
erstrecken.  Die  letzte  Annahme  soll  in  der  Zusammenstellung  bei- 
b(»hallen  werden. 


'^]  Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  etc.  95 

24. 

Nehmen    wir  jetzt    wieder,    wie    im  Artikel  14,   an,    dass  m 

brechende  OberflUchen  vorhanden  seien,  und  stellen  die  Gleichungen 

zusammen,  durch  welche  die  Lage  des  ausfahrenden  Strahls  bestimmt 

wird.     Vor  Allem   kann   man   die   Logarithmen   der   folgenden   Con- 

slanlea  berechnen, 

Ä  =:  y^^-     B'  =  ^'^       B"  =  P'"~P"     etc    bis 

-2 y^       ~P 

die  Dnter  allen  Umständen  unverändert  dieselben  bleiben. 
Für  die  erste  Brechung  rechne  man  nun 

s'öÖ  =  y^,    tgA=  tgÖcos(v;  — /?) 
sin  A  sin  ;if  =  sin  fi  sin  {\p  —  ß) 

'     t  cos  tt       '      /  I  \ 

sm  A  cos  y  = 7-  sm  (u  —  h) 

Die  Bögen  0  und  x  brauchen  nicht  aufgeschlagen  zu  werden,  son- 
dern man  kann  immer  unmittelbar  von  sin  6  zu  cos  Ö,  und  hiemit  zu 
tgO  übergehen;  eben  so  kann  man  unmittelbar  von  tg/  zu  cos;^  oder 
.sin/  übergehen.  Der  Winkel  //  wird  innerhalb  der  Grenzen  +90*^ 
angenommen,  und  dem  cos/  dasselbe  Vorzeichen  gegeben,  welches 
t^X  hat-  Das  Zeichen  von  A  folgt  hieraus  von  selbst.  Nach  diesem 
ist  blos  fi  durch 

sin  //  =  -^  sin  A 

ZU  berechnen,  worauf  zur  zweiten  Brechung  übergegangen  wird. 
Für  diese  rechne  man  zuerst 

tg<Jf    =tgaCOSZ,     ^(^'_o.J.^^       sin«sin;r 

tgr  =  cosatg;t.  tg((,  +  ^-/) 

teo)  =s  -^-^^^ — T  '  — -  ^    tff  a  =s 

^  cos  (^  +  ju  —  /;     cos  a  '     ^5 

Der  Bogen  q  wird  immer  zwischen  +90®,  und  r  nebst  /?' — ß  +  r 
zwischen  0  und  180**  angenommen.  Die  B()gon  w'  und  a  brauchen 
nicht    aufgeschlagen    zu    werden .    dem    cos  w    giebt    man    dasselbe 

Abbaail.  d.  K.  S.  GeMllfcb.  d.  WisseoMh.  XV.  7 


cos  Ol' 
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ZeirlioiK  welches  tgto'  hat;  cos«   ist  immer  positiv.     Hierauf 

iiiaii 

sinP/  siiijif'  =  A  sin/i  sin  w' 

sin  A'  cosx'  =  A  sin  /i  cos  lo'  +  B  sin  a' 

und 

sm^  =  -TT  smA 

Der  Bogen  x  braucht  wieder  nicht  aufgeschlagen  zu  werden 
dern  man  kann  unmittelbar  von  igx  zu  cos;^'  übergehen,  w 
(^osiiuis  wieder  das  Vorzeiclien  der  Tangente  bekommt. 

Die  folgenden  Brechungen  werden   ebenso   behandelt,   al 
die  dritte  Brechung, 

tg  (/'   =  tg  «'  cos  X  ,     j     , .«_  ^,  .   _.      sin «'  sin;r' 

tgr'  =cosatgx',    ^^       P-^    )-  ig(9'+^'-A') 

^    '  C0S(9'+jU'  — Ä'}       COSa'  '     ^  cos  Ol" 

sm  A  sm  X   =  A  sm  /i  sm  ro 

sin  A"  cos  /  =  A'  sin  ft'  cos  w"  +  Ä'  sin  a" 

sm/i  =  ^smA 

wobei  die  ol)igen  Bemerkungen  wieder  Geltung  haben.  Man 
so  fort  bis  zur  letzten,  oder  m^^^  Brechung,  welcher  ausse 
Hülfsbögen  f  und  r""^  die  B{)gen  odiM-  Winkel  f"-\  or"', 
x"'\  T"',  /i""^  entsprechen. 

Als  Schlussrechnungen  kommen  nun 

•~  cos;f^     1    '     •  cos//  '^ 

sin  Ö"' -' sin  (v;"* -'  —  /?•""')  =  sinA'""' sin/'-• 
sinÖ—'  008(1^*"-'  —  /?"-')  =  »;  sin  [H  —  r-') 

sm  «   sin  (/?   —  /?      )  =  sm  (A       —  ju      )  sm  ^ 
sin«"*  cos  (^"  -/T-')  =  »/  sin  ;7/— A"""'  +//"—) 

welche  v""'»  'S»""',  /S"',  «"'  gehen,  und  man 

r-'=  (p™-'  — (?"*-')  sin  Ö'"-' 
«•*-'  =  .y"-' +  2  (;r-' -(/"'-')  sin^iö"-' 

rechnen  kann.     Die  Gleichungen  des  aiisfaiu'endcn  Stralils,  neu 

y  =  k        COS  1/;        +  v'*        —  J^y  tg  ^^    ^*^^^  ß 
:  =  A-       smi/'        +   a       — x\  tg«    sm/^ 


t 


%]  Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstbahls  etc.  97 

sind  hiemit  vollständig  gegeben,  und  man  kann  ausserdem  für  jede 
Miebigc  Zwischenbrechung,  wenn  man  es  für  nöthig  halt,  leicht  die 
Werlhe  der  dazu  gehörigen  Ö  und  k  berechnen. 

25. 

Als  Ausnahmefälle  sind  wieder  diejenigen  zu  betrachten,  in 
welchen  eine,  oder  zwei  auf  einander  folgende  brechende  Ober- 
flächen Ebenen  sind,  und  es  müssen  daher  wieder  die  dahin  gehö- 
rigen particulllren  Gleichungen  angegeben  werden.  Da  die  Ent- 
wickelung  derselben  fast  auf  dieselbe  Art  geführt  wird,  wie  bei  dem 
vorhergehenden  Verfahren,  so  kann  ich  mich  begnügen,  sie  ohne 
Weiteres  anzusetzen. 

Sei   die   /i'®  brechende   Oberfläche    eine    Ebene,    dann    werden 

sm  a  =  -T —  sm  a 

sinA*sm;f    =  V_rir^^ — s*"/^     ^sm« 

sinA  cosy  =  \ — tt- —  •   — x-^  smii     ^  coso) 

'''  pn  ^  qh  (JOS  «A  —  1  r^ 

Q*  ~  *  —  p*  "~  2  L  X  «  I  |>A  «  /.A  -   1      .  . 


^vorauf  die  allgemeinen  Gleichungen  wieder  mit 


«»liclen. 


26. 

Wenn  dio  erste  brechende  Oberflilcho  eine  Ebene  ist,   so  wer- 
Jt^n  «  =  0,  tt  =  ^,  X  =  0  ,  A  =  a,  /<  =  «',  ft>'  =  0 

/*'  =  /? 


sin  «'  =  — r  sin  « 


sin X  sin ;f'  =.-^7^  sin  (v^  —  /^) 

sin  A  cos/  =  —    i^::— /  cos a  cos  (1/;  —  ß)  -i-  -7^,  *^in  «' 
^^'oraiif  die  allgemeinen  Gleichungen  mit 

/  n'       •     -/ 

sm II  =    V,  sm/ 
^»nirelen. 
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27. 

Wenn  Iiingogen  die  letzte  aller  brechenden  Oberflächen  eine 
Ebene  ist,  so  niuss  die  Rechnung  nach  den  allgemeinen  Gleichungen 
fortgesetzt  werden,  bis  man  ^^\  (joT''^  «*""*  erhalten  hat.  Da  nun 
A      =  a      \   fi        ==  ce     und 

P    —P 
werden,  so  ergeben  sich 

sm  a    =    ,w  •    sm  a 


—  1 


COS«"" 


r-' sin  (i^*-' -/?•"-•)  =  (p—^-g— *)  sin /i"-* sin«' 

r-'cos(v;"-'-/J-')  =  -  [f-'-q'-^  ^-4cos«" 

+  {p"-*-?"-')tg«' 
worauf  schon  die  Gleichungen  dos  ausfahrenden  Lichtstrahls,  ncinlich 

y  =  jk— '  cosv""'  +  (^'""'-x)  lg«"  cos/?"-' 

völlig  bekannt  sind. 

28. 

Wenn  beides  die  h^^  und  die  (A  +  l)**^  buchenden  üborflHchen 
Ebenen  sind,  so  werden 

|S*"^' =  /?*  =  /?'"* 
sma   =  -I —  sm« 

sm«       =   -ij.T  sm« 

.*  +  »  o;„  „»  +  1    _  P*-^-?*-"  ein  „A-i  gin  ^A-, 


sinr-^'sin/*' =^-*:.T^;A.-.sin^' 

.      «A^i  Ä-l-1  «A-i  —  oA-ii    COS«*"*"*       •  h-i  A-l 

sinA***cos/*'=Jj.n^-Jv+r^;;;^^S'n/'      i-'"S'" 

j.  ?*".'_-  L* " '  co^  «*  * '  t"  «* " ' 

+  ^  1^:^  I  ^^ö'^  «        t§  «    +  Ja  -K .  .  Ja  ^  t  lg  « 
worauf  die  allgcmeineü  Gleichungen  mit 

sm/i     *  =  ^,^,  smA 
eintreten. 
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29. 

Der  Fall,   in  welchem  der  einfallende  LichUstrahl   und   die  Ab- 
scisseoachse  in  Einer  Ebene  liegen,   führt   auf  beträchtliche  Verein- 
fachung der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Gleichungen,  und  sowohl 
deshalb  ^Is  aus  dem  Grunde,  dass  er  in  den  Anwcmduugen  am  Hüu- 
ligslen  vorkommt,   soll  er  hier  besonders   behandelt  werden.     Da  in 
diesem  Falle   alle   gebrochenen  Strahlen   in   derselben   Ebene   liegen, 
in  welcher  sich  der  einfallende  befindet,  so  können  wir  diese  Ebene 
zur  Ebene   der  xy  machen,   und   von   der  zweiten  Ordinate  z  ganz 
absehen.     Die  beiden  Gleichungen   des  Lichtstrahls,  die   im  Vorher- 
gehenden aufgestellt  werden  mussten,  reduciren  sich  daher  auf  Eine, 
und  da ,  wenn  z  =  0  gesetzt  wird ,  /?  =  0  und  i/;  =  0  werden ,   so 
lann  die  Gleichung    des   Lichtstrahls    vor    der  ersten  Brechung   in 
der  Form 

y  =  A  -I-  {a  —  x)  tg« 

aufgestellt  werden,   und   ähnliche   Formen   nehmen   die  Gleichungen 
der  gebrochenen  Lichtstrahlen  an. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  man  hier  jedenfalls  a  immer  positiv 
annehmen  kann,  nur  muss  man,  wenn  der  Durchschnittspunkt  des 
einfallenden  Lichtstrahls  mit  der  Abscissenachse  einer  Abscisse  ent- 
spricht, die  >  5f  auch  k  positiv,  so  wie  wenn  die  bezeichnete  Ab- 
scisse <  q  ist,  k  negativ  nehmen.  Die  Gleichungen  fUr  den  gegen- 
wärtigen Fall  können  aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  des 
allgemeinen  Falles  abgeleitet  werden,  und  es  ist  gleichgültig ,  welche 
der  zwei  entwickelten  Verfahr ungsarten  hiebei  zu  Grunde  gelegt 
wird,  da  beide  im  gegenwärtigen  Falle  auf  dieselben  Gleichungen 
fuhren. 

30. 

Es  ist  jetzt  immer  noch 

a  =  p  —  {p  —  q)  cos  0 
=  9  +  2(p  — 7)sinHÖ 

smö  = 


aber  da  jetzt  t/i  =  /?  =  /?'s=;f=0  sind,  so  geben  die  (1 7)  und  (1 9) 
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und  folglich  wird 

sin  [d —  Ö)  =  -^  sin  [et  —  ö) 

welche  «',  und  damit  die  Gleichung  des  ein  Mai  gebrochenen  Li( 
Strahls,  nemlich 

y  =s  k  +  [a  —  x)  Ig« 
giebt.     Da  nun.  für  die  zweite  Brechung  auch 

werden,    und    auch  w' =  0    ist,    so   geben  die   f29)    und   die 
sogleich 

sin  ia  —  (/)  =  A^-^  sin  («  —  0)  +  -^,  sin« 

woraus  Ö'  hervorgeht,  und 

sin  i/jc  —  fi]  =  -TT  sin  («  —  ft) 
welche  a    giebt.     Da  nun 

=  [p  —  q  1  sin  ft 
a  =7  +  2  (/)  —  <i  ]  sin^  ^  Ä 

sind,   so  ist  auch    die  Gleichung   des   zwei  Mal   gebrochenen  Li< 
Strahls,  nemlich 

y  =  k'  +  (a—x)  iga 

bekannt.     Der  Cyclus  der  Gleichungen   ist  hicmit  schon  geschlos 
und  die  vorstehenden  können  ohne  Weiteres   auf  eine  beliebige 
zahl  von  Brechungen  angewandt  werden. 


31. 

Seien  vvi<Hler  m  Brechungen  vorhanden,   dann  sind  wieder, 
im  allgemeinen  Falle,  die  Logarithmen  der  ('onslanlen 


>'  r»'  «"  ^" 


1  P  -  9  i'  P  -1  i" P"  -  9"        „,„      I  •  . 

A  —   p,  -  ^,  ,    A  =  p„  _  -„  ,    A   =  jnr:-ir,  ,  etc.    bih 


»»»  —  2  __/>"»—  2 


__^  . 

ß=^;zJL,  ß'=p;;-p;,,  /^"  =  p:;;r4 ,  etc.  bi« 

ßm-2   _    p'^-l-p'^-'i 

ZU  rechnen,  worauf  die  folgenden  Gleichungen  anzuwenden  sind 
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smö  = 

Sin  i«  —  fi  =  — -  sm  u  —  ti 

sin  [a  —  Ö')  =  A  sin  («' —  H)  +  ß  sin  r«' 

Sin  [a  —ft)  =  -fr  sin  V«  —  Ö 

sm  [a  —  0  j  =  A  sin  > «  —  ^y  /  +  /;  sin  « 

sin  a  — Ö  ,  =  -TT,  sin  '«  —  Ö 
u.  s.  w.  bis 

Sin  («       —  0      )  ==  ^        sin  («      *  —  0     ')  +  u      '  sin  a 

IM  ^^  # 

sin(«  — Ö       )=    ,,       sin  (a       — Ö      ) 

.Man  kann  bemerken,  dass  jede  liinzukomniende  brechende  Ober- 
flache die  Berechnung  von  solchen  zwei  Gleichungen,  wie  die  vor- 
stehenden, verlangt. 

Als  Schlussrechnung  sind  hierauf  nur  noch 

k     =  (p       —  q       ;  sm  Ö 

a       ==  ?        +  2  ( |>       —  f/      )  sin^l  0 

zu  berechnen,  worauf  die  Gleichung 

y  =  k        +  [a       —  X)  ign 

des  Lichtstrahls   nach   der  letzten  Brechung  völlig  bekannt  ist.     Für 
if^nd  einen  Werth  der  Ordinate  y  bekommt  man 


,m-i 


m-,   .  J^7i-y 

tga* 


*M/  SSS  Cv  -«—         A_    m 


und  bezeichnet  man  mit  f  den  Werth  der  Abscisse,  welcher  dem 
Durchschnittspunkt  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  mit  der  Abscissen- 
ichse  angehört,  so  wird 


m 


tga 


32. 

Wenn  die  A'®  brechende  Oberfläche  eine  Ebene  ist,  so  tritt  in 
len  allgemeinen  Gleichungen  des  vor.  Art.  die  Aenderung  ein,  dass 
achdem  der  Winkel  «*""'  erhalten  worden  ist,  man 

Sin  «    =  — ju—  sm  a 
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uad  darauf  durch 

«in  («*  -  Ö*)  =  '^^^^  ■  ^^^.  «in  («*-  -  Ö*-^ 

+  ^^^^^  cos  «*  .««*-+  ?1^  sin«* 

den  Winkel  Ö*  erhält,    worauf  die   allgemeioen  Gleichungen   wiedor 
anzuwenden  sind. 

Wenn  die  Ebene  die  erste  brechende  Oberfläche  ist,  bekommt 
man  ^  =s  0 ,  a  =  9 , 

sin  «'  =  ^  sin  « 

v  -n p'-7' 

worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  eintreten. 

Wenn  die  Ebene  die  letzte  brechende  Oberfläche  ist,  so  werdt^^n 
die  allgemeinen  Gleichungen  angewandt,  bis  man  a^^^  erhalten  hat^ 
worauf 


sm  («  —  0)  =  -, — n  sm  n -, ,  cos  re 


sma sr  sm« 

91 


«  =    —   (/)  —q  )    ^J^^m^M ^    [P  —9  )   'S« 

ZU  berechnen  sind,  und  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahl: 

y  =  r-'+(7"--a;)lg«", 


wird. 


33. 


Wenn  beides,  die  A^  und  die  (A+1)^^  brechende  Oberfläche 
Ebenen  sind,  so  werden  wieder  die  Rechnungen  nach  den  allge- 
meinen Gleichungen  forlgesetzt,  bis  man  «*""*  erhalten  hat.  Hierauf 
werden 


sm  a    =  -T-  sm  a     ' 
sm«        =  ~jp^,  smre 


+  P^cosa-Mg«*-' 

+  pA^-i,V-K,cos«     Mg«  +-^_^;-^sin«*^» 

worauf   wieder    die   Rechnung    durch    die    allgemeinen   Gleichungen 
fortgesetzt  wird. 
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Die  Fälle,  in  welchen  die  beiden  Ebenen  entweder   die  ersten 
cnlcr   die    letzten    aller    vorhandenen    brechenden   Oberflächen    sind, 
wenlen  wohl  in  den  Anwendungen  nie  vorkommen,   und  sollen  da- 
her hier  nicht   besonders   betrachtet   werden.     Uebrigens   ist  es  ein 
Leichtes,  die  Gleichungen  dafür  aus  den  obigen  abzuleiten. 


§  2. 

Enlwickelung    der    Ausdrücke    zur    Berechnung   der   Lage 
der  centralen    Lichtstrahlen     nach    einer    unbestimmten 

Anzahl  von  Brechungen. 

Erster   Thcil. 
Betrachtung  der  einzelnen  Brechungen. 

34. 

ÜDter  den  centralen  Lichtstrahlen  verstehe  ich  diejenigen,  welche 
>o  nahe  an  der  Abscissenachse  auf  die  brechenden  Oberflächen  auf- 
fallen, und  mit  dieser  Achse  so  kleine  Winkel  machen,  dass  man 
s/e  ihren  Sinussen  oder  Tangenten  gleich  setzen  darf.  Es  werden 
daher  im  Folgenden  die  Tangenten  oder  die  Sinusse  der  Winkel 
ff,  ö,  Ä,  ^,  etc.  diesen  Winkeln  selbst  gleich  gesetzt  werden. 
Dieser  Fall  ist  früher  ausschliesslich  oder  doch  fast  ausschliesslich  in 
der  Dioptrik  behandelt  worden,  und  auch  Gauss  und  Möbius 
haben  blos  diesen  Fall  ihren  dioptrischen  Untersuchungen  zu  Grunde 
gelegt.  Er  reicht  in  der  That,  wenn  man  ihn  zweckmässig  ver- 
wendet, in  vielen  Fällen  aus,  um  gewisse  Gattungen  der  dioptrischen 
und  caloptrischen  Instrumente,  welche  im  Gebrauch  sind,  berechnen 
zu  können. 

Am  Vollkommensten,  aber  freilich  sehr  kurz  abgefasst,  hat  Gauss 
diesen  Fall  in  seinen  »Dioptrischen  Untersuchungen«  entwickelt,  und 
ich  werde  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung,  mit  Ausnahme  der 
Abkürzungen,  Weglassungen  und  Zusätze,  die  mir  zu  meinem  Zwecke 
geboten  schienen,  jener  eben  genannten  Abhandlung  folgen. 
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35. 

Bezeichnen  wir  mit  /  und  m  die  Winkel,  welche  die  Projectio- 
nen  des  einfailendea  Lichtstrahls  mit  den  Ebenen  der  xy  und  der 
xz  machen,  und  führen  b  und  c  wieder  statt  kcosxp  und  ksintp  ein,* 
so  werden  vor  Allem 

tg  /   =  tga  cos/j 

tgm  =  tga  sin/? 

und  die  Gleichungen  des  einfallenden  Lichtstrahls  gehen  über  in 

y  =  b+  [a  —  x)  lg/ 
z  ^^s  c  +  [a  —  a?)  tg  m 

so  wie  die  des  ein  Mal  gebrochenen  in 

y  =^  b  +  {a  —  x)  tg/' 
2  =  c  +  (rt  —  x)  tgm' 

wo  /'  und  m  in  Bezug  auf  diesen  Lichtstrahl  dieselbe  Bedeutung 
haben,  wie  l  und  m  in  Bezug  auf  jenen.  Nehmen  wir  wieder  die 
durch  den  Mittelpunkt  p  der  ersten  brechenden  Oberfläche  senkrecht 
auf  die  Abscissenachse  gelegte  Ebene  zu  Hülfe,  so  sind  zu  Folge  des 
Art.  6  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  des  einfallenden 
Lichtstrahls  mit  dieser  Ebene 

0?  =s  j[> ,  2/  =  (>  cos  /j ,  Z  ^s:  (JS'mR 
und  die  des  gebrochenen 

x  =  p  ,     y  =  a  cos  Ä  ,     z  =  a  sin  /{ 

Die  obigen  Gleichungen  geben  daher 

p  cos/?  =  6-1-  [a — p)  tg/ 
p  sin  /?  =  c  -I-  [a  —  p)  tgm 
acosÄ  =  6-1-  (a — p)  tg/' 
a  sin  /?  =:  c  -I-  (a  — p)  tgm' 

aus  welchen  die  Gleichungen 

o_ 6  +  (o  —  p)  t»;  r 

e  6  +  (a  —  p)  tg^ 

o    __  c  +  (a  —  p)  tg  m' 
(>    "^  c  +  {Q'-f)  tgm 

entstehen. 
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36. 

Die  Elimination  von  A   und  fi  zwischen  den  Gleichungen   (10), 

•  H),  (13)  des  Art.  9  gicbt 

n    sinn 
^  n'  sinx 

vvooiit  man  aus  den  Gleichungen,  die  im  vor.  Art.  erhalten  wurden, 

n_  Sinti  ^^  6  +  (g  — p)  tgT  ^^  c_+  (g  —  p)  tgm* 
n' sinac  ■""  6  +  (g  — p)  lg/    ~.c+{g— p)igm 

(Hier 

#  .     ii  sin »/      4     I      .       6     /    sin  ij  A 

^^  sin  X       o         •    d— p  \    sin  X  / 

'  4        I         sin  11      .  .       c     /    sin  ij  A 

^  sin  X       ^  g—p  \    sin  X  / 

erhall.  Da  hier  a  und  a  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sind,  so 
sind  /,  m,  /',  m  auch  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung,  und  das 
Vorhergehende  zeigt,  dass  aus  diesem  Grunde  tj  und  x  vom  rechten 
Winkel  nur  um  Grössen  erster  Ordnung,  folglich  ihre  Sinusse  von 
der  Einheit  nur  um  Grössen  zweiter  Ordnung  verschieden  sind. 
Da  ferner 

a  =  g  +  2  (|>  —  (/)  sin^ iö 

und  H  auch  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  ist  a  von  r/ 
nur  um  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  verschieden.  Die  eben 
erhaltenen  Gleichungen  geben  also  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung^ 


nl    sBs  nl 


P  -9 


^^^'(•lie  als  das   erste  Paar  der  Fundamentalgleichungen   der  gegen- 
^värtigen  Aufgabe  bezeichnet  werden  können. 

Um  das  zweite  Paar  zu  erhalten,  wenden  wir  uns  zu  dem 
*^'**'  2  I,  und  schreiben  auch  b'  und  c  bez.  statt  fi  cos  i;;'  und  U  sin  i//', 
^vorauf  wir  sogleich 

6'  =  b  H-  (a  —  ^ )  fe ' 
c  =  c  +  (a  —  a)  tg m 

^>der  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung 

c  zsz  c  +  {q  —  q)  m 
rrbahen.     Diese  sind  das  zweite  Paar  der  Fundamentalgleichungen. 


106  P.  A.  Hansen,  [4* 

Wenn  man  dioso  beiden  Paare  betrachtet,  so  zeigt  sich,  dass 
die  beiden  Gleichungen  eines  jeden  derselben  durchaus  von  einan- 
der unabhängig  sind,  und  nicht  in  einander  greifen,  wie  bei  der 
allgemeinen  Aufgabe  der  Fall  war.  Wir  brauchen  daher  von  jedem 
Paar  nur  die  eine  den  Entvvickelungen  zu  Grunde  zu  legen,  da  die 
andere  auf  dieselben  Resultate  führen  muss.  Wir  können  noch  einen 
Schritt  weiter  gehen,  und  in  diesen  Fundamentalgleichungen  ohne 
Unterschied 

a  statt  /  und  m 

a     —    /    —    m 

k     —    h    —    c 

U    -    b'  -   c' 

schreiben,  wenn  wir  uns  nur  erinnern,  dass  hierauf  «,  a\  fe,  k  für 
alle  Lichtstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  zwar  die  nemlichen  Bedeutungen  haben  wie  vorher, 
aber  für  die  Lichtstrahlen,  die  nicht  mit  der  Abscissenachse  in 
Einer  Ebene  liegen,  nach  einander  die  zwei  Bedeutungen  annehmen, 
die  eben  erklärt  wurden.  Auf  die  Resultate*  ist  dieses  gänzlich  ohne 
Einfluss. 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

y  =  W«  ,      y  =  na 

so  w(T(l(»n  unsere  beiden  Fundamentalgleichungen 

y  =  y  H fc 

k'  =  k  +  '—,^y 
Die  Gleichung  des  einfallenden  Lichtstrahls  wird 

y={q  —  x)^-  +  k 
und  die  des  ein  iMal  gebrochenen 

//  =  (7  -  ^)  "'  +  ** 

37. 

Die  beiden  Fundamentalgleichungen  des  vor.  Art.  lassen  sich, 
wenn  man  sie  fortsetzt,  auf  jede  beliebige  Anzahl  von  Brechungen 
ausdehnen.     Setzt  man  zur  Abkürzung 
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n'-fi 


U    = 


tl    = 


u   = 


p- 

-7 

n". 

-n' 

P'- 

-«' 

n"' 

-fi" 

P" 

-9" 

n'" 

-«'" 

M 
7f 


fl 


elc.  '  elc. 


p'"  — g'"  «"' 


so  werden  sie 


/  =  y  +  uk'  k  =  iy  +  /f 

y     s=  y    '•^  U  k  k    =:  fy    +  k 

y    SS  y   +U  k  k    ssz  t  y    -^  k 

etc.  etc. 

Man  sieht  sogleich,  dass  jedes  Paar  dieser  Grössen  sich  durch  die 
Elimination  zu  linearischen  Functfonen  der  beiden  ersten  derselben, 
nemlich  y  und  k^  machen  lässt.  Stellen  wir,  um  vollstündige  Gleich- 
förmigkeit zu  erlangen,  die  erste  derselben  unter  der  Form 

y   =  By  +  Ak 

auf,  wo  also  ß  =:  1    und  A  =s  u  sind,  so  muss  sich  ergeben 

y    =  By  +  Ak  k'  =  B'y  +  A'k 

/  =  /Ty  +  A'k  k"  =  B'y  +  A"'k 

f  =  B'y  +  K'k  r  =  Ry  +  Kk 
f  =  Wy  +  A'fc 

etc.  etc. 

nd   die  Ausführung  dieser  Eliminationen  führt  für  die  verschiedenen 
i   und   B  auf  die  folgenden  einfachen    und  regelmässigen  Ausdrücke 


A  ^u 

i;  =  1 

A  =  <'A  +  1 

ß'  =  r 

A  =  u'A  +  A 

/r  =  uir  +  Ä 

A"  =  fA  ■+.  A 

1 

A"  =  u'A-  +  A" 

Ä '  =  tt"/r  +  /r' 

A"  =  fA"  -t-  A" 

/r  =  TÄ"  +  /r 

A'  =  u'A  +  A" 

jr'  =  u"'ff  +  B' 

etc.  etc. 
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Alle  diese  Ausdrücke  sind  für  vier  Brechungen  vollständig  hioge 
schrieben,  aber  sie  sind  so  einfach  und  regelmässig,  dass  man  sU 
ohne  die  mindeste  Schwierigkeit  auf  jede  beliebige  Anzahl  voi 
Brechungen  ausdehnen  kann.  Seien  im  Ganzen  m  brechende  Ober 
ilachen,  also  auch  m  Brechungen  vorfanden,  dann  werden  für  dii 
letzte  Brechung 

(32) 


A^-*fc 


die  letzton  zu  berechnenden  Grössen,  und 
so  wie 

www -3  ^    f^-\  m^-i    I     f>*»w-r» 

% 

die  letzten  zu  berechnenden  Gocfficienlen. 


38. 

t 

Die  Verhältnisse  von  je  zwei  auf  einander   folgenden  A  und 
lassen   sich    durch  Kettonbrücho    ausdrücken.     Man   findet  leicht    di 
folgenden,  die  man  beliebig  forl^5etzen  kann, 

i  =  ^         1 

A'  V   + 

-  -  =  '     <     . 

dl'  =  i      .      , 

etc. 

Diese  haben  alle  dasselbe  Endglied,  aber  das  Anfangsglied  wöch 
in  der  Reihenfolge  w,  /',  u\  t'\  u\  etc.  der  Elemente  stets  um  E 
Element,  ferner 
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B"  tt'  -f-  77 

B^  _    i_ 


elc. 

lese  Kettenbrüche  haben  bei  gleichen  Indices  dieselben  Arifangs- 
glieder  wie  die  vorhergehenden,  aber  (bis  erste  Element  v  kommt 
in  keiner  derselben  vor,  und  sie  hal)en  also  immer  ein  Glied  we- 
niger, als  jene.  r 

Ich  führe  noch  die  folgenden  Kett4:^nbrUclie  an, 


B 

4 

A 

■™^ 

u 

B' 

h 

Ä 

■"^ 

u 

+ 

4 
? 

B" 
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A" 

^ 

II 

+ 

4 

/' 

+ 

4 

B'" 

4 

A'" 

u 

^ 

1 

+ 

4 
u' 

+ 

4 

r 

B' 

• 

1 

A" 

u 

-*■ 

4 
V 

+ 

4 

+ 

4 
r" 

u 

etc. 


4 


i»  welchen  die  Elemente  in  entgegengesetzter  Ordnimg  eintreten. 


39. 

Von  den  verschiedenen  Relationen,  die  zwischen  den  A  und  B 
stallfinden,  brauchen  wir  hier  nur  Eine  abzuleiten.  Führen  wir  den 
allgemeinen  Index  m  ein,  so  zeigen  die  im  Art.  37  zwischen  je  drei 
auf  einander  folgenden   A  und   B  erhaltenen   Relationen,   dass   sie, 

aiit  Ausnahme  der  ersten,   durch  die    folgenden  Gleichungen  darge- 

sfellt  werden  können. 


i2m 


uuu 

42»»» -»i    ^    ,m     42« -2     ■_     42« -3 

woraus  durch  die  Elimination  von  «*"  und  T  erhalten  werden 

ii»«-!    nm-'l  _^^     42»»»-2    npn-X  ^    _^_^    J  42W-2  Jp^-'S  ^__     42»»*-3    Jf>J««-2) 

Diese  Gleichungen  können  rückwärts  fortgesetzt  werden  bis  man  auf 

A"/?'  —  ^Ä"  =  —  {AB  —  Alf) 

kommt,  aber  die  Ausdrücke  Tür  A^  A\  B^  If  des  Art.  37  geben 

AB  —  AB'  =  1 

und   aus  der  Verbindung   dieser  mit  dem  Vorhergehenden   folgt  all- 
gemein : 

V         /  I     4  2»"  — 1    fJ2'"  — 2  4  2»'— Z    fjy  — I  J 


14  2»»         n2»*-i  _^^    42»«-1   n2»»«         .^ 
42»"  -  I  D2»«  -  2  ^^    4  2»'  -  2    «2»«  -  I    .^ 


Eliminirt  man  nun  nach  einander  k  und  y  aus  den  Gleichungt^n 
(32),  so  bekommt  man  in  Folge  der  vorstehenden 

I        _  42"*-3     •»*    _     42«'-2JL»*-l 

die  das  Entgegengesetzte  der  (32)  sind,  indem  sie  y  und  A  duirl^ 
Hülfe  von  /'  und  k'"~^  geben,  wahrend  die  (32)  dieso  Grossei-^ 
durch  Hülfe  jener  geben. 

40. 

Betrachten  wir  auf  der  graden  Linie,  die  der  Lichtstrahl  vor 
der  ersten  Brechung  beschreibt,  einen  beslinunten  Punkt,  den  ich  Q 
nennen  will,  und  dessen  Coordinaten  mit  f  und  /^  bezeichnet  wer- 
den sollen.  Für  diesen  Punkt  giebt  die  Gleichung  des  Lichtstrahls 
vor  der  ersten  Brechung 

(35)  .  ■ ntj  =  {q  —  ^)y  +  nk 

Nehmen  wir  an,  dass  vom  Punkt  Q  eine  Anzahl  von  Licht- 
strahlen nach  verschiedenen  Richtungen  ausgehen ,  die  die  brechenden 


ft 
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Oberflächen  in  Punkten  schneiden ,  die  von  der  Achse  derselben 
nichl  allzuweit  entfernt  sind,  so  werden  für  jeden  dieser  Licht- 
slrahlen  beides  y  und  fe  verschiedene  Werthe  bekommen,  und  die 
Folge  davon  ist,  dass  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  Lichtstrahls 
nach  der  letzten  Brechung,  nemlich  in 

n"'y=  [(['''-x)f^n^\C (36) 

auch  y"  und  /f"*""*  für  jeden  dieser  Lichtstrahlen  verschiedene  Werthe 
annehmen,  und  folglich  jeder  derselben  nach  der  letzten  Brechung 
eine  andere  grade  Linie  beschreibt.  Zufolge  der  oben  erhaltenen 
Abhängigkeit  zwischen  y  und  h  einerseits,  und  f  und  fc"*~*  andrer- 
seits lasst  sich  aber  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Strahls  in  Function 
lies  einfallenden  darstellen ,  und  umgekehrt.  Die  Elimination  von  y 
und  fc  aus  der  (35)  durch  die   (34)  giebt 

und  durch  die  Elimination  von  fe"""*  aus  dieser  durch  Hülfe  der  (36) 
erhält  man 

n"'j/jnÄ^'-^+(f-7)A^-^!  = 

M 

\v('ldic  Gleichung  sich  wie  folgt  stellen  lässt, 

m  /,.m  \     m     ^        m     tu  »>r*\ 

w  y  =  ff   —  a?)y    +  n  1/ iM) 


»achdem 


m  ^__     n^ I 


(38) 


gesetzt  worden  sind.     Die  Gleichung  (37)  zeigt,  dass  S    und  ry '  die 
Coordinaten  eines  gewissen,  gemeinschaftlichen  Punkts  aller  Graden 
isL  die  die  vom  Punkt  Q  ausgehenden  Lichtstrahlen  nach  der  letzten 
Brechung  beschreiben,  denn  da  die  Ausdrücke  (38)  von  y^  und  fe*"""* 
unabhängig   sind,    so  gehört  der  durch   sie    bestimmte  Punkt   allen 
diesen  Lichtstrahlen  an.     Mit  anderen  Worten,  bezeichnet  man   den 
«lureh  die  Coordinaten  f*"  und  ry*"  bestimmten  Punkt  mit  (>"*,  so  ver- 
einigen sich    alle  von   Q  ausgehenden   Lichtstrahlen    nach  dei*  7w^«" 
Brechung  im  Punkt  0^. 

AUiBiHil.  <i.  K.  S.  «eselisch.  <i.  >Wisseoscli.  XV.  8 
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Man  kann  diesen  Satz  umkehren.  Nimmt  man  an,  dass  die 
Lichtstrahlen  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegen,  so  ver- 
einigen sich  alle  von  (?'"  ausgehenden  Strahlen  nach  der  w*^"  Bre- 
chung in  Q. 

Es  gehöre  nun  der  Punkt  Q  irgend  einem  Gegenstande  an,  so 
verursachen  die  m  Brechungen,  dass  sich  im  Punkt  0*"  das  Bild  die- 
ses Gegenstandes  zeigt,  und  umgekehrt. 

Damit  aber  Bild  und  Gegenstand  real  seien,  ist  erforderlich, 
dass  sie  bez.  im  ersten  und  im  letzten  Mittel  liegen,  und  diese  Be- 
dingungen werden,  wie  man  leicht  erkennt,  durch  die  Ungleich- 
heiten 

i<q,    und  i"'>f-' 

ausgedrückt.  Sind  entwed(»r  Eine  dieser  Ungleichheiten,  oder  sinil 
beide  nicht  erfüllt,  so  werden  im  ersten  Falle  entweder  Gegenstand 
oder  Bild,  und  im  zweiten  Falle  beide  nicht  real,  wahrend  ihre  im 
Vorhergehenden  erklärte  geometrische  Bedeutung  unverUndert  die- 
selbe bleibt. 

Nehmen  wir  im  ersten  Mittel  einen  zweiten  Punkt  Q,  an,  für 
welchen  f  unverändert  bleibt,  aber  7j  in  tj,  übergeht,  so  zeigen  di^ 
(38),  dass  auch  |"'  unverändert  bleibt,  und  in  Bezug  auf  die  Ordi- 
nate, wenn  sie  mit  rj"\  bezeichnet  wird,  das  Verhältniss] 

m  m 

statt  findet.  Dehnt  man  daher  den  Punkt  Q  zu  einem  begrenzten, 
ebenen  Gegenstande  aus,  welcher  senkrocht  auf  der  Abscissenachse 
steht,  so  liegt  das  Bild  desselben  auch  in  einer  Ebene,  die  jener 
parallel  ist,  und  dieses  Bild  ist  in  allen  seinen  Punkten  dem  GegeH" 
Stande  proportional.  Die  einzelnen  Theile  dieses  Bildes  haben  ent" 
weder  die  gleiche,  oder  die  entgegengesetzte*  Lage  in  Bezug  auf  di^ 
einzelnen  Theile  des  Gegenstandes.  Jener  Fall  tritt  ein,  wenn  ij** 
und  ?/,  und  folglich  auch  7/"*^  und  7]^  dasselbe  Zeic^hen  haben,  dieser, 
wenn  diese  Ordinaten  entgegeng(\setzte  Zeichen  haben.  Mit  andern 
Worten,  das  Bild  ist  ein  aufre(*htes,  wenn  der  Coefficient  von  jj  in  der 
zweiten  Gleichung  (38)  positiv,  und  ein  umgekehrtes,  wenn  dieser 
Coefficient  negativ  ist. 

Da  das  Verhältniss  //"  :  1^   jechnifalls    das    linearische  Verhältniss 
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der  Grösse   des  Bildes   zur  Grösse  des  Gegenstandes   ausdrückt,    so 
isr,  allgemein  zu  reden,  der  absolute  Wertli  der  Zahl 

n 


die  durch  das  System  brechender  Oberfliichen  bewirkte  Vergrösse- 
Hjng  des  Gegenstandes.  Wenn  diese  Zahl  >  1  ist,  so  findet  in  der 
rhat  eine  Vergrösseruug  statt,  ist  sie  aber   <  1,  so  findet  eine  Ver- 


kleinerung statt. 

41. 
Die  Gleichung   (35)   giebt,  da  y  =  nu  ist, 

^-^  =  --„-' (39; 

eWminirt  man  hiemit  q  —  ^  aus  den   (38),  so  erhalt  man 


wi  _^  nnrj 

Selzt  man  jetzt 

«  =  0 

so  bezeichnet  dieses,  dass  alle  Lichtstrahlen  parallel  mit  der  Abscissen- 
aclise  einfallen,  und  es  ergiebt  sich  in  diesem  Falle 

m  f\ 

iy       =    ü 

^lle  mit  der  Abscissenachse  parallel  einfallenden  Lichtstrahlen  ver- 
einigen sich  also  nach  den  Brechungen  in  der  Abscissenachse,  und 
nennen  wir  diesen  Vereinigungspunkt  den  Brennpunkt  des  Systems 
von  brechenden  Oberflächen,  so  ist  die  Abscisse  des  Brennpunkts 
dem  vorstehenden  Weiihe  von  §"*  gleich.  Die  Entfernung  des  Brenn- 
punkts von  der  letzten  Oberfläche  wird 

i    —  q        =  «   j^jf«-., i40) 

und  es  müssen  folglich,  damit  der  Brennpunkt  real  werde,  A^**'"^  und 
yl^"2  g|pj(.|^»  Zeichen  haben. 

Es  habe  jetzt  für  alle  einfallenden  Lichtstrahlen  a  wieder  einen 
und  denselben,    aber   von    der  Null    verschiedenen  Werth,    so  muss 
sich  nolhwendiger  Weise  der  Gegenstand  wieder  in  unendlich  grossei- 
Entfernung  befinden,  und  demzufolge 
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iy   =   CO 

sein.  Der  Gegenstand  liegt  nicht  mehr  in  der  Abscissenachse,  sor 
dem  alle  von  demselben  ausgehenden  Lichtstrahlen  machen,  vor  de 
ersten  Brechung  mit  dieser  den  Winkel  a.  Die  vorstehenden  allgc 
meinen  Ausdrucke  für  t*  und  ?]*"  geben  in  diesem  Falle 


t' 


m  in  —  \      .        «I  A^***     ^ 


gleichwie  im  vorhergehenden  Falle,  aber  es  wird  jetzt 

(*<) V**    =    —  ^=^2 


und  dieser  Ausdruck  bestimmt  also  jetzt  die  Entfernung  des  Bilde 
des  unendlich  weit  entfernten  Gegenstandes  von  der  Abscissenachse 
oder  die  Grösse  und  Lage  dieses  Bildes.  Verbindet  man  dieses  Bil 
mit  dem  Brennpunkt  durch  eine  grade  Linie,  so  steht  diese  senli 
recht  auf  der  Abscissenachse,  das  Bild  ist  also  wieder  ein  ebene« 
und  hat  in  Bezug  auf  den  Gegenstand  die  umgekehrte  oder  die  aul 
rechte  Lage,  je  nachdem  A^""'  positiv  oder  negativ  ist. 


42. 

Die  Betrachtungen  des  vor.  Art.  finden  auch  ihre  Bedeutun 
wenn  man  die  Entwickelungen  auf  entgegengesetzte  Art  ausführt 
Lösen  wir  die  erste  (38)  in  Bezug  auf  ^  auf,  und  substituiren  d« 
dadurch  erhaltenen  Ausdruck  in  die  zweite  (38^ ,  dann  wird  (L 
Ergebniss 


— •> 


^m^m 


V    n*'*  il2"*  -3  «."  (^w  _  q'>^  -  1)  ^2'"  -  2 

oder,   da  die   (39),  wenn  |"*  statt  x^  und  rj'"  statt  y  gesetzt  werden 


giebt. 


Setzt  man  nun  r//"  =  0,  so  bekommt  nian 
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q  —  $:  =  w^|^.-2 ^42^ 

f]  =  0 

und  setzt  man  r^*^  =  oo,  so  ergiebt  sich  derselbe  Werth  von  f,  aber 
für  ij  erhält  man 

V    ^^    ^2»» -2 (43) 


Die    strikte    Bedeutung    dieser    Gleichungen     ist    die    folgende. 
Wenn  in  dem  Punkt  der  Abscissenachse,  den  der  aus  der  Gleichung 
ii;  hervorgehende  Werth  von  ^  bestimmt,  sich  ein  Gegenstand  be- 
findet, so  liegt  dessen  Bild  auch  in  der  Abscissenachse,  aber  in  un- 
endlich grosser  Entfernung   von  der  letzten   brechenden  OberflUche. 
Wenn  sich   in   dem  Punkt,   dessen  Abscisse   zwar   denselben  Werth 
hat,  wie  eben  bestimmt  wurde,   aber  dessen  Ordinate  tj  nicht  Null 
ist,  ein  Gegenstand  befindet,   so   ist  dessen  Bild  zwar   wieder  von 
der  letzten  brechenden  Oberfläche  unendlich  weit  entfernt,  aber  di(» 
nach  diesem  Bilde  gerichteten,    nach  der   letzten  Brechung,   ausfah- 
rt^nden   Strahlen,    machen   mit   der   Abscissenachse   den  Winkel   «"'. 
Die  Realität  des  Gegenstandes  wird  durch    die  Bedingung   bestimmt, 
tiass  sowohl  B^'""^  wie  A^'*"'  gleiche  Zeichen  haben. 

Da  nun   stets  Bild   und   Gegenstand    mit   einander   verwecliselt 
werden  dürfen,   so  folgt  aus   den  vorstehenden  Betrachtungen,   dass 
die  durch   die   Gleichung    (42)    gegebene  Abscisse  |    einen    andern 
Brennpunkt  unsers  Systems  brechender  Oberflächen  bestimmt,  welcher 
slallfindet,  wenn  am  entgegengesetzten  Ende  desselben  sich  ein  Ge- 
genstand in  unendlich  grosser  Entfernung  befindet.     Hat  dieser  eine 
superficielle  Ausdehnung,  so  dass  dessen  Grenzen  unter  dem  Winkel 
«"  mit  der  Abscissenachse  auf  die  letzte  Oberfläche,   (die  nun  als  die 
erste  anzusehen  ist,)  einfallen,  so  bestimmt  der  Werth  von  iy,   wel- 
cher aus  der  (43)  hervorgeht,   die  Grösse  des  Bildes   in  dem  oben 
erhaltenen   andern  Brennpunkt.     Da   einem  positiven  Werthe  von  r/* 
ein  auf  der   negativen  Seite  der  y  liegender  Gegenstand  entspricht, 
jjo  hat  das  Bild,  dessen  Grösse  durch  die  (43)  bestimmt  wird,  wie- 
der in  Bezug  auf  den  Gegenstand   eine  umgekehrte   oder   aufrechte 
Lage,  je  nachdem  A^"'  positiv  oder  negativ  ist» 

Die   Lage   der  beiden  Bilder  in   den  beiden   Brennpunkten   ist 
aho  immer  dieselbe,   entweder  sind  beide  umgekehrt  oder  aufrecht. 
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aber  die  Realität   des   einen  Brennpunkts   bedingt   nicht    die  Realita 
des  andern. 

Der  Gleichförmigkeit  wegen  soll  im  Folgenden  der  durch  dl 
(Jleichung  (42)  bestinmite  Brennpunkt  der  erste ,  und  der  durc 
die     iO)   bestimmte  der  zweite  Brennpunkt  genannt  werden. 

Die  Vergrösserung ,  die  das  System  l)rechender  OberflHcher 
überhaupt  gewährt,  findet  man  auch  aus  der  obigen  Gleichung  zwi 
sehen  fj  und  ?/'*  durch  den  absoluten  Werlh  der  Zahl 


n'" 


von  welcher  leicht  bewiesen  werden  kann,  dass  sie  mit  der  ii 
Art.  iO  für  diese  Vergrösserung  erhaltenen  Zahl  identisch  ist;  n\j 
muss  hier  |"*  die  Abscisse  des  Bildes  b(»deuten,  wührend  stets  f  di 
Abscisse  des  Gegenstandes,  bezeichnet. 


Zweiter   Theil. 
Betrachtung  mehrerer  Brechungen  zugleich. 

43. 

W(Mid(Mi  wir  uns  zu  den  beiden  erhaltenen  Ausdrü(*ken  für  di^ 
VergrOsscMung  des  Gegenstandes,  uiMulich  zu 

n 


und 


n'" 


Da  diese  Ausdrücke  von  dim  Abscissen  ^  und  ^'"  abhlingen,  so  zeig»*" 
sie,  dass  die  Vergrösserung  des  Gegenstandes  von  dem  Orte,  '"^ 
welchem  er  sich  befindet,  abhUngt,  und  dass  im  Allgemeinen  dur^"" 
die  VerHndei'ung  des  Ortes  des  (i(»genstandes  die  Vergrösserung  d^^' 
seU)en  in  eine  Verkleinerung,  und  die  aufrechte  Lage  in  die  enl- 
gegeugesetzte  übergehen  kann,  und  umgekehrt.  Unter  diesen  vcf' 
schiedenen  Abstufungen  zwischen  der  Grösse  des  Gegenstandes  und 
der  des  Bil(l(\s  (h^sselben  ist  vorzugsweise  diejenige  zu  bemerken- 
in welcher  dvv  Gegenstand  und  sein  Bild  gleiche  Grösse  und  L«*r^' 
haben.     Man    k()nnte  die   beiden  Punkte,    welche   dieser  Eigenscli**'' 
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onls|)rechen,  die  Indiirerenzpunkto  nennen,  ^enn  sie  von  Gauss 
nicht  schon  die  Hauptpunkte  genannt  >vorden  wiuen.  Der  Gleich- 
fonnigkeit  wegen  soll  diese  letztere  Benennung  hier  beibelialten 
werden.  *j 

Man  lindet  die  Lage  (h^r  beiden  Hauptpunkte  eines  Systems 
von  brechenden  Oberthuhen,  der  vorstehenden  Definition  gemäss, 
dailurch,  dass  man  die  beiden  vorstehenden  Ausihücke  der  Ver- 
sirössening  =  1  setzt,  und  die  Aliscissen  ^  und  |"'  denigemäss  be- 
stimmt. Bezeichnet  man  den  ersten  Hauptpunkt  mit  E  und  den 
zweiten  mit  E, ,  so  dass  in  denselben 

^    =    k  ,        i      =    t, 

werden,  dann  giebt  die  oben  angegebene  Bedingung 

"  —  =  1 


n'" 


VAoraus  man  sogleich 

_  ßi'»-2  _  4 

h  —  q       n  -  ^2»»-T 

/n     ^__       m—\      ,         m  A-        «»—1 
^  f    7  ■      ^^         ^2W*  —  2 

erhält.  Ich  lasse  nicht  unerwähnt,  dass  man  viele  Systeme  von 
brechenden  Obertlächen  aufstellen  kann,  in  welchen  die  beiden 
Hauptpunkte,  oder  wenigstens  einer  derselben,^  nicht  ausserhalb  der 
ersten  oder  letzten  brechenden  Oberfläche  liegen,  und  folglich  der 
belreffende  Gegenstand  nebst  seinem  Bilde,  oder  wenigstens  Eins 
(ktselben  nicht  real  werden ;  aber  diese  Umstände  beeinträchtigen 
die  Anwendung,  deren  die  Hauptpunkte  fähig  sind,  nicht  im  Ge- 
ringsten. 

44. 

Durch  die  Einführung  von   E'nnd  E,  kann  man  die  Gleichungen 
38  auf  eine  bedeutend  einfachere  Gestalt  bringen.    Zuerst  bekommt 

man 


*^   Gauss    hat    diese    Haiiptpuiikle    auf   ganz    andere    Weise   eingeführt   und 
definirt.     Auch  tinde    icli    nir^H»nds,   dass    er   der    oben    angegebenen  charakleristi- 
schen  Eigenschaft  derselben,   die  hier  zur  Definition  dient,   gedenkt.    Möbius  hat 
diese  Eigenschaft  schon  gekannt, 
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t  —  E, 


n 


m 


nB2"*-3  + 


n 


m 


jl-i?-.» 


I 


,l«m-a 


n||2m-2+   ||.^^_n 


I 


^2»-3 


oder  nachdem  Zähler  und  Nenner  mit  A^"   '  multipHcirt  worden,  s 

^*  {»B2"»-2-n(Ä2««-2_-|)'+  (|«^*j2»«-2}/2m-2 

und  nach  Anwendung  der  (34) 


rf, 


=  n 


w 


n^2»»-3  _  n  +  (^  -  fj)  il2'"-3  ^2^-2 


{n+  (|-£j.42«-2}^2"» 


^o 


—  ^  {n  +  (I  -  £j  ^2^-2}  ^2'«-2 


woraus  sogleich 


r  =  E, 


n**(f-£) 


W+(J-i?)il2'«-2 


14)     sund  auf  ähnliche  Weise 


nrj 


V    =    n+d-ii')  j2m-2 

liervorgehen,  die  nur  von  dem  Einen  Coelliciehten  A^*^"^  abhäng*3D, 
und  überhaupt  wesentlich  einfacher  sind,  als  die  (38).  Man  kaiw 
bemerken,  dass  man  aus  der  ersten  ^44)  die  symmetrische  Gleichiiug 

..»     i  2»«  —  2 


E-^ 


und  aus  der  zweiten 


bekonuut. 

Führen  wir  die  Hauptpunkte  in  die  (ileichungen  für  den  ein- 
fallenden und  den  ausfahrenden  Lichlslrahl  ein.  Die  bisherige  Foriw 
des  ersteren,  nemlich 

geht   durch   die  Einführung   von  E  statt  q  sogleich   in   die   folgend^ 
über 

1/  =  (E—x)  —  +  K 

WO 

'45 /^==fc-f 

isl.  und  die  andere,  welcher  bisher  die  Form 


ß2'"-2_  i 

i2"»--2     y 
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.»«-1       ..\  y"*    ■_  jL»*-i 


w-t 


gegeben  worden  ist,   wird  durch   die  Einführung  von  E,  statt  q 
zuerst 

i5n?htaber,  nachdem  in  den  beiden  letzten  Gliedern  fe"*"^  und  y"  durcli 
die  (32)  eliminirt  worden  sind,  über  in 

WO  Jf  dieselbe  durch  die  Gleiciumg  (45)  gegebene  Ordinale  ist.  Also 
wenn  für  den  einfallenden  Lichtstrahl  x  =z  E  und  demzufolge  für 
den  ausfahrenden  x^s  E,  gesetzt  wird,  so  bekommt  man  für  beide 
Lichtstrahlen 

y  =  K 

welche  Gleichung  mit  der  obigen  Definition  der  Hauptpunkte  in  eng- 
^kr  Beziehung  steht,  und  diese  in  einer  anderen  Form  ausspricht. 

Um  die  Beziehung  von  y"  zu  y  und  K  zu  erhalten,  braucht 
man  nur  aus  der  zweiten  Gleichung  (32)  k  durch  die  (45j  zu  elimi- 
niren,  man  erhält  dadurch 

y"  =  y  +  KA''"' (47; 

vu'lche  Gleichung  der  ersten  Fundamentalgleichung  des  Art.  36  völlig 
ähnlich  ist.     Während  aber  diese   letzt  genannte  Gleichung   nur   für 

eine  einzige  Brechung  gilt,   hat  die  (47)    für  jede  beliebige  Anzahl 

von  Brechungen  Geltung. 

43. 

Die  Einführung  der  in  den  Artt.  41  und  42  erhaltenen  zwei 
Brennpunkte  vereinfacht  auch  die  (38).  Wenn  wir  die  Abscisse  des 
ersten  Brennpunkts  F  und  die  des  zweiten  F,  nennen,  so  geben 
die  Gleichungen  (40)  und  (42)  sogleich 

52  w- 2 


F  =  g  —  n 


^2»»*  — 2 


diirrh    deren    Einführung   die   ^38)    vermittelst    einer    ähnlichen    Re- 
duction,  wie  bei  der  Einführung  von  E  und  E,  in 
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b       "—    '  ,     "~     't  _  f-  /  i2"*— !»  2 
m  n »/ 

übergehen,    die   aiicli   nur   von    dem    Einen    Coefficienlen  A^""-   ab- 
hängen.   Man  kann  bcMnerken,  dass  hier  die  symmetrische  Gleichung: 

entsteht,  mittels  welcher  man  auch 

n  =- V     -  „- 

bekommt.     Es  lasst  sich  noch  anmerken,  dass  durch  die  Einführua 
von  F  und  h]   statt  q  und  7'""'    die  Gleichungen   für  den   einfalle 
den  und  den  ausfahrenden  Lichtstrahl  die  Formen 

und 

anneiimen,  so  wie  dass  zwischen  den  Haupt-  und  den  Brennpunkt 
die  einfachen  Relationen 

F=  E '^ 

*      —    -■-'  j2'"  — 2 


F  —  F  ^  -** 


bestehen. 


AG. 

Wenn    das    in    Betrachtung    stehende   System    von    brechenden 
Oberflüchen  so  beschallen  ist,  dass  A- ''"'=:  {)  wird,   dann  verlieren 
die  vier  eingeführten  Punkte  7Avar  niclil  ihre  Bedeutung,    wohl  ahei^ 
ihre  Anwendbarkeit,   denn  sie  liegen  je  zwei  aiif  verschiedenen  Sei- 
ten des  Systems  in  unendli(^h  grosser  Entfernung  von  demselben;  es 
werden  mit  anderen  Worten   die  Abscissen   F^  F.,  F,  F    unendlich 
gross;    aus  dem  Umstände,    dass  die  beiden  Brennpunkte  in  unend- 
lich grosser  Entfernung  liegen,  giebt  sich  sogleich  zu  erkennen,  dass 
die  Bedingung  A-"'~- =  0  jedes  Mal  vorhanden  sein  nmss,  wenn  das 
System  von  brechenden  Oberflachen  so  beschaffen  ist,    dass    parallel 
mit  einander  einfallenden  Lichtstrahlen    parallel  mit  einander  ausfah- 
rende  entsprechen.      Es    ist    dieses    der  Fall    eines   jeden    auf    das 
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deutliche  Sehen  möglichst  weit  entfernter  Gegenslüncie   für  weitsich- 
lige  Augen  gestellten  Fernrohrs. 

in  diesem  Falle  kann  man  zwei  andere  merkwürdige  Punkte 
einführen,  deren  Abscissen  mit  J  und  J  bezeichnet  werden  sollen. 
Es  ist  immer  noch  verstattet,  die  Gleichung  des  einfallenden  Licht- 
>lrahls  durch 

//  =  (q  —  X    —  +  k 
auszudrücken,  welcher  im  Allgemeinen  die  Gleichung 


M 


,"*-»      ..   y     ■  k'"~^ 


11=  H       — '^'  > 

dw  ausfahrenden  Lichtstrahls  entspricht.  Da  aber  jetzt  vermöge  der 
zweiten  (32) 

\Nird.  so  nimmt  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  die  Form 

an.    Setzt  man  daher 

und  erwägt,  dass  die   (33)  jetzt 

giehl.  so  wird  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls 

lind  die  38)  geben  jetzt  für  den  Ort  des  Bildes,  welches  entsteht, 
wenn  sich  im  Punkt,  dessen  Coordinaten  f  und  tj  sind,  ein  Gegen- 
stand betuidet, 

.'    =  «',  +  IT   «  -  '/'  ^'^ 


•  i-2'«— 3. '2 


'"sskA*"-^' 


Man   sieht,   hieraus,    dass  dci'  Puak(  J   der  Abscissenachse    das 
Bild  eines  in  Punkt  q  derselben  befmdlichcjn  Gegenstandes  ist,  so  wie, 
dass  wenn  dieses  Bild  eine  superticielle  Ausdehnung  besitzt,  die  Grösse 
desselben  sich  linearisch  zu  der  des  Gegenstandes  verhalt  wie 

Lüsst    man    im   Gegensatze  zum  Vorhergehenden   die   Gleichung 
des  ausfahrenden  Strahles  unverändert,   so  geht  die  des  einfallenden 


t4    ^^^00^    S^    -r-^w^      ^i- 


iMtbir      %,     fl^     f^iai".HtP      lito^ 


füir    ^iirrf»    tii»-  .^^iteiimaic    ••& 


1k     W^     0^t9iri/0^ 


f^/^    A^%^^^t9ß^  Rh^TU«    tas   iüift   -ro»^-    n    ipt    iura   f*~   ^s^k«»k?'D 


fr. 

V/v ^;^<wl^K^    -#(>f   ir,^i;^/iri^-    :.i>ri»Mlfr    Br«^rüfiitreii   umt    udü   die   Be- 
/>/./K^r>^  ;p|V'?   Ur<'/KtifV{//=^.  ^I>:  ^n  •Inr»^  »^  je^^ttfifc>i>  Sysleoi  von 
iff^*r\t^,fHU^    ^ ft^tH^fi^^     '/f^¥f'tiAf-x    Li^-ht-traU    im   GaBzen    eriewlel, 
V//'^-ff M^h    4\kf$t7j^i.    HwS   si$tf'h    Wfcii    .-/Hiffikse  Voftheüe    erlangen. 
>V'    tfh  \fi    ^^7  II    f    fnti^u\(r\u-%i  AfL^njcke   verlangen,   dass   jede 
*  Uf/jt'Sif4'    ^f^ytififf^    f«r    *i/'>i    in    tU-ArnfUt    L'ezoeen    werde.    \vahn»nd 
/liif/^  /1m'>  kiuU$hn$f$f(  iUrt  SSi%u\fi\fUu\iU'    bewirkt  werden    kann,    dass 
ut4*\fit'fi'  Htf'^Uimfif/'U  hU  \fifriUt\U*.  Sx^^iciuf  in  Kerhnong  gezogen  wer- 
tU'fi  UhUfi4*fi       \]ffi  t94't  iU*ui   V'MU'  .•ü;hf.'n  zu  bleiben,    welcher  in  der 
M^J<^1  /m    \h^('iuUuni  Uowuit ,    ?^o\U'u    hier  <lie  Brechungen  vorzugs- 
vvi'fM/'  m  hntftftt'U  von  y*  '/.yM^u*i\  /A*v\it\i\^  und  diese  Gruppen  als  ver- 
* I  S\]i*iU*u^*-  K/iffM'r,  /,   \S,  (fliiKlinMrn,    hetrarhtet  werden,  die  an  allen 


^^r  Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  elc.  123 

Seiten   von   einem   und   demselben  Mittel,   z.  B.  von  der  atmosphit- 

rischen   Luft,    umgehen    sind;    andere   (Kombinationen    sollen    indess 

auch  angemerkt  werden.     Es   folgt   aus   dem  Vorhergehenden,   dass 

im  Folgenden   die  Anzahl   der  brechenden   Oberflächen   immer   eine 

grade  sein  wird,  und  dass,  wie  schon  im  Art.  1 4  angedeutet  wurde, 

von  den    Brechungsverhältnissen  n,  w',  n\  etc.    alle   diejenigen,   die 

inil  einer  graden  Anzahl  von  Strichen  versehen  sind,  einander  gleich 

I     werden.     Es  sollen  daher  im  Folgenden 

n^n  =  n   ^  etc.  =  i 

und 

n'  =  iV,  n"  =  N\  ii  =  N\  etc. 

.i{(*splzl  worden;    die  Bedeutung    dieser  Bezeichnungen    ist  die,    dass 

die  Brochunä:sverhältnisse  der  Mittel ,    aus  welchen  die  vorerwähnten 

LiiLsen   bestehen,    zu   dem   sie   umgebenden    Mittel   der    Reihe   nach 

durch 

iV:1.    iV':  1,    N":\.  etc. 

ausf^edrlickt  werden. 

48. 

Da  nun  neben  den  Hauptpunkten,  die  sich  auf  das  System  von 

lirechenden   Linsen   als   ein   Ganzes   betrachtet   beziehen,    auch    die* 

Ilaupipunkte  erscheinen  werden,    die   sich  auf  je  zwei  einzelne  Bre- 

•  liungen  oder  jede  einzelne  Linse  beziehen,  so  müssen,  während  für 

jetie  die  im  Vorhergehenden  angewandten  Bezeichnungen  beizubehal- 

lon  sind,    für   diese   andere  Bezeichnungen   eingeführt  werden.     Für 

die  erst«  Linse   sollen   der  erste   und   der  zweite  Hauptpunkt   mit  c 

und  6»,    für   die   zweite   Linse  mit  e   und  e\   für  die   dritte   mit  e" 

und  e"  u.  s.  w.  bezeichnet  werden. 

Behält  man  ausserdem  die  Bedeutung  der  verschiedenen  A^  ß, 
w,  /  des  Art.  37  bei,   so  ergiebt  sich  für   die  erste  Linse   zu  Folge 


der  ArU.  37  und  43] 

mIci* 

• 

'         ^    ^^  ti+w'  +  wu'/' 
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Bringen  wir  die  Gleichung  des   einfallenden  Lichtstrahls   in  du 
Fomi 

so  wird  in  Folge  der  Entwickelungen  des  Art.  44  die  Gleichung  de« 
aus  der  ersten  Linse  ausfahrenden  Lichtstrahls 

sein,  und  zu  Folge  der  (47)   wird 

wenn 

io  =z  A   =  u  -h  u  +  uu  i 

gesetzt  wird. 

Für  die  zweite  Linse  wird  lUinlich  der  erste 

^        9  «"+  V"+  tt"«^'r'~ 


« t/tf 


Die  Gleichung  des  einfallenden  Lichtstrahls  wird 

y=  (e—x)y"'h  t 
und  die  des  ausfahrenden 

.'/  =  '',  —  •'■' ;'  + ' 

ferner  wird  \vi(^  ol)oii 

Y    =  y  +  0)  ^ 
wenn 

(.0  ^=  n   +  u    +  u  u  i 

gesetzt  wird.     Diese  Gleichungen  setzen  sich  auf  analoge  Weise  fort, 
die  Anzahl  der  Linsen  des  Systems  mag  so  gross  sein  wie  sie  will. 

Da  der  aus  der  eisten  Linse  ausfahrende  IJchtstrahl  mit  dem 
auf  der  zweiten  Linse  einfallenden  identisch  ist,  so  müssen  auch 
die  (ileiclumi2:en 

und 

//=  ^'  —  rr  +1 

mit  einander  identisch  sein,  und  diese   Bedingung  giebt  sogleich 

0  =    r  —  r'  >  y"  +  l  —  /' 

foUlich  wenn 

t"'  =  ^  —  e 


f.5i 


Dntf.rsitjiijng  des  Weges  eines  I^ichtstrah^s  etc. 


1 25 


t     tt 


ijpselzt  wird, 

l'  :s=z  I  +  xp  y 

Auch  (lie>;e  Gleichung,  welche  der  zweiten  Fundamenlalgleichung 
des  Art.  36  analog  ist,  setzt  sich  für  jeden  Zwischenraum  zwischen 
je  zwei  auf  einander  folgenden  Linsen  unbegrenzt  fort. 


49. 

Die  Bezeichnungen  y,  /',  y\  etc.  der  Winkel,  welche  die  auf 
die  Linsen  einfallenden,  und  von  denselben  ausfahrenden  Lichtstrah- 
len mit  der  Abscissenachse  machen,  sollen  jetzt,  um  die  Unterschei- 
dungszeichen derselben,  die  sich  auf  die  Anzahl  der  Brechungen 
l)eziehen,  der  Anzahl  der  Linsen  gemäss  auszudrücken,  wie  für  die 
übrigen  in  Betracht  kommenden  Grössen  der  Fall  ist,  in  6,  *',  e\  etc. 
übireiindert  werden.  Stellen  wir  hierauf  die  im  vor.  Art.  erhaltenen 
neuen  Fundamentalgleichungen  für  eine  unbestimmte  Anzahl  von  Lin- 
sen zusammen,  so  erhalten  wir,  wenn  im  Voraus 

-  n  +  Uli  ( 


0)     =  11 


0) 


u 


ti 


II 


»n 


tt 


n 


ot    =  n   +  II 


in  17 

Vi    =  u 


\n 


-    // 

/ 

etc. 


II  II   i 

U    II  I 

l;       III   .Vit 
'    II      II       / 


xff  =  e  —  e 


11 


it 


(/;=('    —  i' 


II 


etc. 


V 


gesetzt  werden. 


f '    ^sz  6  +  (0  l 


/  =/ 


Xf}  f 


Itl  tt 

6  =  i    • 

IV  Itt 

f  =  * 


CO    I 

Itl  Jlfl 
(0     l 


/ll  11  11    II 

=  /  +  i/;  f 


etc. 


etc. 


II'  i'f 

V!     6 


«h\^    ilenr»n    des   Art.  37    vollständig    ahnlich    sind.      Gleichwie   dort, 
erhalt    man  also  auch  hier  durch  die  Klimination  aus  denselben 


f» 


ff 

f.     r: 


Df  +  Cl 

ir  i  +  c'i 

/'    =   />'  6 

Dt  +  C'l 

r  =  i)"'t 

D-f  +  Cl 

l"  =  /)'  f 

etc. 

olc. 

n 

c  I 


.  .  .     48) 


in   welchen,  Hhnlk-Ii  wie  a.  a.  0. 
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C   =0)  D   =  1 

C  =  xf,'  C  +  1  ß'  =  ^' 

C"  =  «'  C'  +  C  D"  =  10  D'+D 

C"  =  tp"  C"  +  C  D"  =  ip"  />"  +  ly 

gyn'  n    i^fft    .       ä^tt  w\ty  II     w\>it      .        r\n 

{,     ^  0)    fi    +  C^  />    =  Oi    i^    +  IJ 

/ii'  itf  gMt      .      /  1/f/  fvi'  »'/  f^'i      _       r\'ii 

L     =  U;    C.     +  f.  Iß     =:  \f)    I)    -k-  I) 

etc.  etc. 

Bozeiclinot  man  die  Anzahl  d(*r  Linsen  des  ganzen  Linsensysloins 
mit  //,  so  sind  die  vier  letzten  zu  l)erechnenden  Coefficienten 

/"^-3       n2/*-3       r^-2       nsM-a 

also  die  Anzahl  derselben  für  2/i  Brechungen  dieselbe  wie  oben  für 
fi  (oder  m)  Brechungen,  folglich  bei  einer  gleichen  Anzahl  von  Bre- 
chungen nur  die  HlUfte  der  bei  der  Anwendung  des  Verfahrens  der 
Artt.  37  u.  f.  erforderhchen,  lihnlichen  Coeflicienten. 


SO. 
Wir  erhalten  nun 

'49     < 

di(^  (Ion   (32)   analog  sind,    und  auf  ähnliche  W(ms(»    wie  im  Art.  39. 
den     33)   analoü:. 

'    l^'i't-l  ll'2/<-i /  "Z"  -  2  f Vi/«  - 1  1 


Cio^ 


F(»rner  bekonunen  wir 


6=       fTC^'^'^  —  ir-'C''"' 


di(^  den   ;3i    analog  sind.     Da  jetzt  die  (j|(Mchung  des  einfallenden 

Strahls 

y  =z  [c  —  .r )  +  / 

und  die  des  ausfahrenden 

ist,    so  ergiebl   sich  auf  gleiclu»  Weise»  wie  im  Art.  iO  f\lr  die  Rela- 
lioiuMi    zwischen   dcMi  (loordinaten  f  und  //'    d(»s  Bildes   des  (legen- 
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Standes,  dossen  Coordinaten  ^  und  ?/  sind, 


/      Di"  -2  4-  '{  -  e)  C2/* --^ 


,'•  — -  ''        .      -  I 


die  den  3ft  analog  sind ,  und  aus  diesen  schon  von  seihst  folgen. 
Man  kann  ohen  so  zu  den  Gleichungen  des  Art.  i2  analoge  orhal- 
/en.  von  welchen  ich  nur  die  folgende  liinschreiben  will, 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  schon  sofort,  dass  in  den 
Ausdrucken  fllr  E  und  £  des  Art.  43,  so  wie  in  denen  für  F  und 
t\  des  Art.  iö  die  ü  und  A  durch  die  analogen  D  und  C  ersetzt 
werden  können«  wenn  zugleich  7  durch  e,  und  ^"""^  durch  p/"*' 
ersetzt  werden.  Dieser  Satz  kann  leicht  naher  begi^ündet  werden. 
Da  die  hier  eingeflthrten  Coordinaten  ^"  und  ^f  des  Bildes  noth- 
wendiger  Weise  mit  den  Coordinaten  t^  und  1^  des  Art.  40  u.  f. 
identisch  sein  müssen,  wenn  in  jedem  Falle  die  Coordinaten  ^  und  fi 
des  Gegenstandes  identisch  sind ,  und  umgekehrt ,  so  müssen  auch 
die  obigen  Ausdrücke  mit  den  früheren  identisch  .sein,  und  hiemit 
erhalten  wir  zuniichst  die  Gleichungen 

W"       +(f  — Pf/     -  = /r     -+   ^  — 7)A-     - 

die*  unabhängig  von  den  Werthen  von  ^'  ss  t  nnd  ^  erfüllt  werden 
fiiüssoii.      Diese  Gleichungen  geben  sogleich 

flenrii    Sub.^^tilution    in   die   oben   angezogenen   Gleichungen  der  Artt. 
43    iiihI   45 


ß  =  P  — 


CA" -2 
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[6 


oder 


F=E  — 
F=E  + 


4 


C5tf  *  -  2 

gehen.     Fuhren  wir  das  Zeichen  0  durch  die  Relation 

4 


0  = 


Cy-u 


ein,  so  wird  die  Linie  0  am  Zweckmässigsten  die  Brennweite" 
des  I^insensystenis  genannt ,  und  die  Brennweite  daher  als  die  Enl- 
ternung,  entweder  des  ersten  Haupt[)unkts  vom  ersten  Brennpunkt 
(als  Anfangspunkt),  oder  als  die  Entfernung  des  -/weiten  Brennpunkts 
vom  zweiten  Ilaupipunkt  (als  Anfangspunkt  deiinirt.  Denn  diese 
beiden  Entfernungen  sind,  wie  man  sieht,  einander  immer  gleich, 
und  haben  inuner  dasselbe  Zeichen. 


51. 

Die  Coordinaten  j5"  und  7/'  des  Bildes  des  Gegenstandes,  dessen 
Coordinaten  |  und  tj  sind,  bekommen  jetzt  intbige  der  '44 •  die 
Ausdrücke 


53 


oder 


;U 


-*- 

'/'  = 

V 

'f  =  '•: 

— 

(/>2 

k = 

fih'  di(^  Brennpunkte  ergeb(»n  sich  bez. 

Die  obigen  (ilei(*hungen  kann  man  auch  auf  die  folgende  Form 
brinö:en. 


4 


4 


f"  li' 
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durch  (leren   HuIPe   man   leicht   die   Ausdrücke   für   f  und  tj   erhalt, 
wenn  f  und  i^''  gegeben  sind.     Setzt  man 


SO  bekommt   man 


4  4 


f-  • 


*  A      •     A, 

0J—  (A-.</>)(A  —  0) 


voo  welchen   die   zweite   mit   der  ersten    idefntisch  ist.     Diese  Glei- 
chungen,   ftlr  jedes  Linsensystem   im  Ganzen   geltend,   haben   genau 
iJieselbe  Form,  wie  die  Grundgleichungen  der  früheren  Dioptrik,  die 
für  eine  einzige  Linse  mit  Uebergehung  der  Dicke  derselben  abgelei- 
lef  wurden. 

Die  linearische  Vergrösserung  des  Gegenstandes  wird  jetzt  durch 
den  absolutep  Werth  eines  jeden  beliebigen  der  folgenden  Ausdrücke 
gelben, 


A 

i 

<P 

1 

— 

A 

1 

-F 

i'l 

-F, 

die,    jenachdem  sie  an  sich  positiv  oder  negativ  sind,    die  aufrechte 
(xier  die  umgekehrte  Lage  des  Bildes  anzeigen. 

52. 

Die  oben  mit  cd,  co\  co\  etc.  bezeichneten  Grös.sen,  die  sich 
auf  die  einzelnen  Linsen  beziehen,  so  wie  die  Abscissen  der  Haupt- 
und  Brennpunkte  dieser  Linsen,  sind  noch  zu  entwickeln.  Nehmen 
wir  die  erste  Linse  vor,   und   legen   dem  Zeichen  N  die  Bedeu||if^ 

lte\^   die  im  Art.  47  erklärt  wurde.     Setzen  wir  für  die  heiden  Halb- 

...»  •  •  .  .  j 

meiner  der  lieiden  brechenden  Oberflächen  dieser  Linse,   die  bisher 
luit   p  —  y  und  p — q  bezeichnet  worden  sind,  die  durch  die  folgenden 

9* 
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Gleicliiingen  zu  I)erec)inen(ien  Linien  g  und  q^ 

so  wie  für  dio  Dicke   tlicser  Linse,    nemlicli  (/' — (/,    die   durel 
folgenden  Ausdruck  zu  l>erechnende  Linie  d. 


dann  werden 


3 fj'-fj 


und  folglich,  wenn  co  =  —  gesetzt  wird, 

^~  i'  +  e,-«' 
Die  Linien  (i   und  ^^    sollen   die  Substituten   der  Halbmesser, 
das  Substitut  dei*  Dicke  der  Linse  genannt  werden. 

Die  Abs<Mssen  der  Hauptpunkte  dieser  Linse  bekommen  jel 
Ausdrücke 

und  w(MUi  die  Abscissen  der  l>eiden  Brennpunkte  dieser  Lin> 
/*  und  /*  bezeichnet  wenlen,  so  ergeben  sich 

/'  =  ''  —  V 

/'.  =  ^\  +  » 
Der    obigen    Definition    zufolge    ist    also   tf   die     Brennweite 
Linse.     Es  wird  terner,    wenn  den  oben  eingeführten  Bezeichn 
analog. 

/i  =  r  —  ?  ,    f<  =  t'  —  e^ 

gesetzt  werden. 

7)  a  n 

'  u 

wo  unter  ^'  und  1/  die  (loordinaten  <les  durch  tliese  Linse  bew 
Bildes  eines  in  ^'  und  /^  beiindlichen  (jegenstandes,  oder  umge 
verstanden  werden  müssen. 


8)»] 
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53. 

Für  die  zweite  und  alle  folgenden  Linsen  bekommt  man  ahn- 
bclie  Ausdrücke  durch  die  Versetzung  der  Bezeichnungen.  Zu  meh- 
rerer Deutlichkeit  sollen  diese  Ausdrücke  für  die  zweite  Linse  aus- 
führlich angesetzt  werden. 


■jf    ^'f 


nt  ^_  .  m 


,  p"  —  q"  f  ^^  ^^    p"  -  »'"         1/  


q'"  -  q" 


j  ^  f 


wo  9  also  die  Brennweite  der  zweiten  Linse  ist.    Ferner  die  Haupt- 
und  die  Brennpunkte 


r  ff 

e  =q 


f  =e  —ff 


Setzt  inaQ  hier 


K)  werden 


tl    :=s  € 


4 


voraus 


Ugl.    Man  kann  bemerken,  dass 
^ird. 


55) 


54. 


Ke  beiden   vorhergehenden  Artt.    enthalten   die  Vor)>ereitungen 
IV  AoHeodüiig  der  Gleichungen  des  Art.  49,  und  da 


4  /  4  n  %  , 

V  ^  V' 


wL  nnd  die  u*'.  V'",  etc.  aus  den  Unterschieden  der  Abscissen  der 
bpCpunkte  der  einzelnen  Linsen  bestehen«  so  brauchen  zu  dieser 
•Weadong  nur  für  jede  Linse  die  Brennweite  und  die  Hauptpunkte 


berechnet  zu  werden,  und  von  dem  übrigen  Inhalt  dieser  Artt.  kaniL 
abgesehen  werden. 

Es  wird  aber  dienlich  sein,  die  einfachsten  Fälle,  zuerst  wenr^ 
das  Linsensystem  nur  aus  zwei  Linsen  besteht,  fdr  sich  zu  betracb — 
ten,  da  sich  hieraus  besondere  Folgerungen  ziehen  lassen.     Sei 

so  dass  ^  sfc  —  i;;'  wird,   dann   geben  die   im  Art.  49  entwickelt^-« 
Gleichungen 

und  hieraus  folgt  zuerst  für  die  Gesammtbrenn weile  der  beiden  Lin- 
sen, wenn  wir  sie  mit  ^>  bezeichnen, 

^  — ''^'1  _ 

für  die  beiden  Gesamrothauptpunkte 


E  =  e'  — 


/«/' 


und  für  die  beiden  Gesamnitbrennpunkte 

F  =  E  —  0 
F=E  +0 

Die  Relation  zwischen  Bild  und  Gegenstand  wird,  wenn  wie  oben 

gesetzt  werden, 

^  T"  "*■  X 
Diese  Gleichungen  haben  genau  dieselbe  Form,  wie  die  für  eine 
einfache  Linse;  die  Substituten  (j  und  ()^  der  Halbmesser  der  beiden 
Oberflächen  der  Linse  sind  durch  die  Brennweiten  (p  und  y',  das 
Substitut  d  der  Dicke  der  Linse  ist  durch  die  Entfernung  ^/  der 
beiden  einander  im  Allgemeinen  am  Nächsten  liegenden  Hauptpunkte 
derselben,  nemlich  des  zweiten  der  ersten,  des  ersten  der  zweiten 
Linse,  und  die  beiden  Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen  durch  die 
beiden  Gesammthauptpunkte  beider  Linsen  vertreten. 
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55. 

Es  iist  aus  dem  Vorhergehenden  leicht  zu  erkennen,  dass  man 
ftir  jede  beliebige  Anzahl  von  Linsen  ganz  ähnliche  Ausdrücke 
bekommen  muss.  Es  bestehe  das  System  aus  drei  Linsen,  von  \vel- 
chen  die  jetzt  liinzugekommene  hinter  den  beiden  vorher  betrach- 
(eien  liegt,  so  berechne  man  die  Brennweite,  die  lieiden  Haupt-  und 
die  beiden  Brennpunkte  der  beiden  ersten  Linsen  nach  den  Aus- 
drücken des  vor.  Art.  und  setze 

Nvorauf  die  Gesammthrennweite  aller  drei  Linsen,  wenn  man  sie  0' 
nenol,  durch 

lind  die  Gesammthaupt-  und  Brcnnj)unkte>,   die  jelzt  E\  E^\  F\  F' 
genannt  werden  sollen,  durch 

£"  =  £:  +  ^-T- 


rn  t  it 


./,  «^' 


F  =,  E'—  4f 

F'  :=  E'+  0' 

erhallen  werden,  und  auch  die  Relationen  zwischen  Bild  und  Gegen- 
stand ähnlich  abgeänderte  Ausdrücke  erhalten.  Wäre  unter  diesen 
drei  Linsen  die  einzeln  betrachtete  die  erste  von  allen ,  so  müssten 
in  dea  vorstehenden  Ausdrücken  die  Grössen ,  die  sich  auf  die  Gc- 
sammüieit  der  I}eiden  ersten  Linsen  beziehen,  auf  die  Gesammt- 
heil  der  beiden  letzten  Linsen,  so  wie  die  Grössen,  die  sich  oben 
auf  die  dritte  Linse  beziehen,  auf  die  erste  bezogen  werden.  Alle 
diese  Ausdrücke  sind  leicht  direct  zu  beweisen. 

Bei  drei   Linsen   können   weiter  keine   Combinationen  gemacht 
uerden,   als  die  beiden  vorbenannten;   besteht  aber  das  System  aus 
mehr  als  drei  Linsen,  so  lassen  sich  eine  grössere  Anzahl  von  Com- 
binationen ausführen,  die  alle  den  vorstehenden  Erklilrungen  gemäss 
zu  behandeln   sind.     Nur   ist  zu  bemerken,   dass   man   die  Linsen 
immer  zufolge  ihrer  gegebenen   Reihenfolge  combiniren   muss,   und 
keine  Versetzungen  oder  Auslassungen  vornehmen  darf. 
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36. 
Dehnen  wir  die  Gleichung  (55)  auf  [,i  Linsen  aus,  dann  wird 

WO  das  obei^  Zeichen  fUr  ein  grades,  und  das  untere  für  ein  i 
grades  /c  gilt.  Die  Linien  «,  u\  «",  etc.  nebst  tf,  n\  a\  etc.  sol 
die  Vereinigungsweiten  der  Lichtstrahlen  in  Bezug  auf  die  einzeh 
Linsen  heissen,  und  zwar  die  «,  a,  a",  etc.  die  Vereinigungswei 
vor,  und  die  a,  «,  u\  etc.  die  Vereinigungsweiten  nacli  den  Lins 
Da  die  Vergrösserung,  die  irgend  ein  Linsensysteni  gewahrt,  dui 
das  Verhaltniss  der  Ordinate  des  Bildes  zu  der  des  Gegenstand 
ausgedruckt  wird,  oder  dein  Verhältniss  i^'* :  ^  gleicli  koniiut^  so  gi 
die  vorslehende  Gleichung  zu  erkennen,  dass  die  Function 

abgesehen  von  ihrem  Vorzeichen,  tlberhaupt  die  Vergrösserung  I 
zeichnet,  weldie  der  Gegenstand,  dessen  Abscisse  ^  ist,  nach  d 
Durchgange  des  Lichtstrahls  durch  alle  //IJnsen  orPahrt.  Die  1 
rechnung  der  Vereinigungsweiten  wird  hier  durch  die  folgend 
Gleichungen  ausgeführt, 


(36) 


wo 


((    = 

0  -  7   ; 

«'  = 

/  -«, 

tt'  —  7-' 

n 

a"7" 

■ 

elc. 

elc. 

J  =  e 

—  c 

1 

J   =  e 

1 

—  e 

1 

g  II                        tu 

./  =  c 

elc. 

sind. 

Da  der  Ausdruck  i/  :  ;/    für  die  Vergrösserung   allgemein   gül 
ist,  und  auch  dann  seine  Bedeutung  nicht  verliert,    wenn  beides 
und  fj  unbegrenzt  wachsend  angenommen  werden,   so  gilt  er  au 
für  das  Fernrohr,  in  welchem  beides  7/'  und  j;  unendlich  gross  sii 
Da  aber   in   diesem   Falle   auch   die   Abscissen    ^'*   und   ^    unendli 
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Ijwss  sind,  so  kann  der  obige  Ausdiiick  eine  etwas  andere  Fonn 
aDnehinen.     Da  nun 

a  =  —  oo  ,     «'*"*  =  oo 

werden,  so  erhalten  wir 

und  der  Ausdruck  der  Vergrösserung  eines  Fernrohrs  ist  der  abso- 
lule  Werlh  der  Function 

Nvemi  (p  die  Brennweite  des  Objectivs,  und  y;'*"*  die  Brennweite  des 
Iclzlen  Oculai's  bezeichnen.  Die  Vereinigungsweiten  ergeben  sich 
jetzt  durch  die  folgenden  Gleichungen 


•  '    MM    t 


I  /  *  au 

r  '  fl'  -»  «/ 


a'  —  7/ 


«  a"  <y/^ 


jft ..  tif 


etc.  etc. 


a'"  -  7"' 


aus  welchen  schliesslich  rr"    *  =  (p^''^   hervorgehen  nuiss. 

57. 

In  Bezug  auf  das  Fernrohr  lassen  sich  noch  andere  Ausdrücke 

''Jr  die  Vergrösserung  ableiten.     Seien  wie  oben  e  der  Winkel ,  den 

^''0  einfallenden,    und  «"  der  Winkel,    den   die   ausfahrenden    Licht- 

"^'rahlen  mit  der  Abscissenachse  machen,    dann  nähert  sich  bei  forl- 

^^Ührend  wachsenden  i/'  und  ij   das  Verhaltniss  ^j'* :  //   dem  Verhttll- 

'^Us  f * :  ^    unbeschrankt,    und    wird   diesem   gleich,    wenn  y*  i*"d  '/ 

^^Ueodlich    gross    werden.     Die    Vergrösserung    eines   Fernrohrs    hat 

^'alier    auch     den    absoluten    Werth    des    Verhältnisses    *"  :  e    zum 

*Vusdruck. 

Da  nun  zufolge  des  Ar(.  46  und  der  ersten  Gleichung  !5i 
i»ii  Fernrohr  (;-**"""  =  0  ist,  so  giebt  die  zweite  Gleichung  (49 
SKigleicli 

t 

^üd  folglich  ist  If^""^  ein  Ausdruck  fUr  die  Vergrösserung  des  Fern- 
rohrs.    Da  die    50    im  gegenwartigen  Falle 
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giebl,  so  ist  auch  -^i^=^  ein  Ausdruck  für  diese  Vergrösserung. 

Ulli  noch  andere  Ausdrücke  zu  erhallen  nehmen  wir  zuerst  ai 
tiass  das  Fernrohr  aus  zwei  Linsen  besiehe,  oder  dass  /i  =  2  se 
Dann  wird  wi^  im  Art.  54 

IX'  =  4  -  4 

Oa  aber  die  Gesammlbrennweite  des  Fernrohrs  oder  0  =  oo  ist,  : 
uird  . /  =  (p  +  fp\  womit 

fl '  =  -  ^ 

(M'halten  wird.  Also  wenn  (p  dem  Objectiv  angehört,  ist  das  imin 
absolut  anzunehmende  Verhältniss 

(p:(p' 

ein  Ausdiuck  für  die  Vergrösserung  des  aus  zwei  Linsen  besiehe 
d<»n  Fernrohrs.  Dieser  längst  bekannte  Ausdruck  ist  ein  speciell 
Fall  des  im  vor.  Art.  erhaltenen  allgemeinen  Ausdrucks. 

Es  soll  jetzt  das  Fernrohr  aus  drei  Linsen  bestehen,  oder  /u  = 
stMU.     Da  nun  c/  =  y.,  a  =  y",  und 

c/.  a  «  r  '  ■     T 

mmU  so  wird  zuerst 

n"  '  '/' 


un« 


I  zufolge  des  Art.   49,  -und  da  \p"  =  —  ./'  ist, 


und 


«  a  a'  a 


»dtM- 


n  •  <t«_ 


WO   die*    r(»chle    Seite   wieder   ein    s[)e(ieller  Werlh    des   allgemein 
Ausdrui^ks  d(*s  vor.  Art.   für  das  Fernrohr  ist. 
.Man  erkennt  leicht,  dass  identisch 

G^    — :   ** V  ^    -1.   ^-"^  _   ^    ^    -4-   -^ 
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ist,  welche  Gleichung  durch  Zuziehung  der  vorhergehenden 

a'  4  4../  1 


7«'  tp         7'         77'  «/», 


pebl,   wenn    0    die   Gesamnitbrennweite    der    ersten    und   zweiten 
Linse  bezeichnet.     Es  wird  also 


r  =  - 

Identisch  ist  auch 


die  in 


7"a'  ~    7."  Va' 

«7       7' 

"  7"  "^ 

7'7'' 

«'                    4 
7/'o'  ""           7' 

— 

4                >/' 
7."  ■*"  7/7;" 

:=    — 

1 

übergeht,  wenn  0\^  die  Gesamnitbrennweite  der  zweiten  und  dritten 
Linse  bezeichnet.     Hieniit  wird 

/>'*  =  —    '^ 

Für  die  Vergrösserung  des  aus  drei  Linsen  bestehenden  Fernrohrs 
haben  wir  also  die  zwei  Ausdrücke 

(P^ :  if      und     if> :  4>\^ 

erhalten,  die  alle  Combinationen  der  Brennweiten  zu  zwei  Gruppen 
erschöpfen,  die  möglich  sind  ohne  die  Reihenfolge  der  drei  Linsen 
\  zu  uriterbrechen.  Die  Fortsetzung  dieser  Kntwickelungen  niuss  ein 
I    analoges    Resultat   geben.     Bezeichnen   wir    daher    irgend   ejne    be- 

I 

;    ^limnlte  Gesamnitbrennweite  dadurch,   dass  wir   dem  Buchstaben   ^ 
die  Anzahl  der  Accente   anhangen,   die  sowohl  der  ersten   wie   der 

'♦"Izten    dazu  concurrirenden  Linse  angehören,   das   ist  mit  0^  oder 

^'J,  dann  bekouünt  man  allgemein  für  die  Vergrösserung  eines  aus 
<^iner  beliebigen  Anzahl  von  Linsen  bestehenden  Fernrohrs  den 
Ausidruck 

wofür  man  auch  schreiben  könnte, 

da  die  p  und  q  hier  mit  einander  vertauscht  werden  dürfen,  und 
nur  darauf  zu  achten  ist,  dass  der  Accent  0  (d.  i.  keine  Accente) 
dem  übjecliv  angehöre. 


F^  em  lerre:»Ui$ches>  Fernrohr  z.  B. ,  welches  aus    fünf  Liusenr 
b^f^il^^  efflAh  nm  die  folgenden  vier  Ausdrücke  der  Vergrösserun 

♦.^:»-;      <!>".:*:.;      <l>», :  0',. ;     y  :  0',. 

38. 

WmwImi   >''^ir  uns   zu  den   im  Art.  46  eingenihrt' 
wM  J^  ^  ^(VfSifMiejisWch  einem  System  von  brechenden  OberflJkche 

j„^^.*,,ijw»,  in  wolchein  A*"'- 

^x^i^tm  •bvt'«  !4>  kommen  wir  wieder,   da  zufolge  der  Gleichungc  ^ 

V 

«jkJb^  k^  (,'****■«  0  ist,  auf  ein  beliebiges  Fernrohr,   und  die  Glei- 
cW^iSM  (llr  J^  und  J  werden,  nachdem  n  ss  ]  und  tiT  ss  I  gesetzt 

J  ^  q        —  B^-^B" 

im  <Ih^5>^  -^  "^^  ö Coefficienten  durch  die  C  und  ÖCoefficien- 
Hhi  «MSÄiidrUcken ,  dienen  vor  Allem  die  Gleichungen  52),  welche 
im  j^^»i»tm  Falle 

,Ä1' 

u4^Mi%  *d>^''  ^^^  Ausdruck  für  B^"""\  welcher  im  allgemeinen  Falle 
duivh  tlle  '33)  gefunden  werden  kann,  lösst  sich  jetzt,  wegen 
y^^>  ^  0,  nicht  aus  dieser  ableiten,  wir  bekommen  ihn  aber  durch 
di^^  /u^iohung  der  ersten  Gleichungen  38  und  (51).  Diese  geben 
joUl,  tla  f  »  f  ist, 

tuis   dor«'n  Unterschiede,   wegen  der     57  ,   |  und  f  verschwinden. 
Www  iiokouiiul  hierauf  sogleich 

iiiid  v>^  werden  daher,  wenn  ausserdem  die  Gleichung 
|ior«ok«iohtigl  wird,  ' 


Ajm-a  _^^  /i2"<~3  MjiM-i  ^^^  naf*— 2 


an 
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wodurch  J  und  J  l)erechncl  werden  können,  wenn  die  betreffenden 
f^  und  /)  Coefficienten  gegeben  sind.  Man  kann  bemerken,  dass  der 
erste  Ausdruck  (58)  aus  dem  ersten  (51)  entsteht,  wenn  darin  f  =  7 
uihI  (r'*~-  s=  0  gesetzt  wird.  Ebenso  entsteht  der  zweite  Ausdruck 
58;  aus  jenem,  wedn  man  ^^  =  <jf""'\  fr'*"-  =  0  setzt,  und  die 
Uleichuns;  in  Bezug  auf  ^  auflöst. 

59. 

Man  kann  jedoch  die  Werthe  von  J  und  J  erhalten  ohne  die 
r  und  U  Coefficienten  zu  benutzen.  Da  zufolge  des  Art.  46  J  die 
Ahseisse  des  Bildes  eines  Gegenstandes  ist,  dessen  Abscisse  q  ist, 
^  bekommt  man  J  durch  die  allgefneinen  Gleichungen  (56) ,  nach- 
dem  darin  q  statt  ^  substiluirt  worden  ist.     Rechnet  man  daher 


etc.  bis 

ff'*     » —  tff*     « 


SO  wiitl 


J  =  f»''-^^    -^'^ 


Da  ferner  J  die  Abscisse  des  Bildes  eines  Gegenstandes  ist,   dessen 
Abscisse  ly*""'   ist,    und  hiebei  die  Lichtstrahlen  in  entgegengesetzter 
Richtung  fortschreitend  gedacht  werden,  so  bekonunl  man  den  Werth 
von  J  durch  eine  der  vorstehend  l>eschriebenen  entgegengesetzt  aus- 
gefllhrte  Rechnung.     Schreibt  man,  um  Venvechselungen  zu  vermei- 
den, /""'  .statt  a^  r'*"'  statt  «,  /'"^  statt  r/,  e*"-  statt  «,  u.  s.  w. 
und  rechnet  (hirch  die   folgenden  Ausdrücke 

M-1    _      //*-2  .^'-1  J'-i    ^       yT^-ijn-J 

etc.  bis 


*  *,r 
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s(i  bekoiiuni  man 

J  ^  e  '—  c 


60. 

I 

Dio    Vorj^rcJsseriinti;    des    in    J    bonnclliclien   Bildes    ist    zufolge 
des  Ali.   4« 

also 


folglieli  das  Kiitg(>gengesetzte  der  Vergi-össerimg  des  Fernrohrs;  die- 
ses Bild  ist  eben  so  viele  Male  verkleinert,  als  das  Fernrohr  beim 
Duirhsehen  duirli  das  Oeular  die  Gegenstände  vergrössert.  Hieraus 
entspringt  ein  praetisches  Verfaliren,  um  die  Vergrösserung  eines 
Fernmhi^  zu  bi\<tin)nien«  welches  lüngst  bekannt  ist. 

hl  niehix^i-en  Gattungen  von  Fernröhren  erbUekt  man  vor  dem 
letzten  Oeular  eine  kleine  hellleuehtende  kreisförmige  Scheibe,  diese 
ist  das  in  J  iK^lindliche  Bild  des  Objectivs,  wenn  im  Femrohr  keine 
hintlernden  Blendungen  angebracht  sind.  Da  dieses  Bild,  dem  Vor- 
hergt^henden  zufolge,  den  Gegenstand,  von  welchem  es  henUhrt, 
hier  im  AllgiMueinen  den  Durchmesser  des  Objectivs  eben  so  viele 
Male  verkleinert,  als  das  Fernmhr  überhaupt  die  Gegenstände  ver- 
gnisst*rt,  so  braucht  man  njir  den  Durchmesser  des  Objectivs  .^wohl 
wie  ilen  dieser  Si*heibe  zu  messen,  und  iH^teren  durch  letzteren  zu 
tlivitliren,  um  die  Vei^Kisserung  des  Femrohrs  zu  erhalten.  Sollte 
man  im  Innern  des  Femrohi-s  hindemde  Blendungen  betürchten,  si> 
braucht  man  nur  am  Objei'tiv  zu  diesem  Zwei*k  eine  Blendung  von 
angt^m^sstMier  (K^lTnung  anzubringen. 

IVr  Punkt  J   wini  in  der  Dioptrik  der  Ort  iles  Auges  genaniil. 

Im  Ga lila i sehen  Fernn>hr  liegt,/  im  Innem  des  Fernrohrs, 
wini  daher  nicht  rtvl,  und  kann  nicht  unmittell>ar  zur  Bestimmuiu! 
tier  VergriKv>t^mng  eines  siWchen  Feron>hrs  bt^nutzt  wenlen,  jeilocb 
hat  man  Mittel  gt^funden,  um  ihn  auch  hier  dazu  benutzen  zu  kiwnefi. 

Das  im  Punkt  J,  den  man  den  Geginipunkt  nennen  kann,  be- 
tindliche  BiUI,  ist  ilas  des  letzten  tVudars,  wenn  keine  Hindernisse 
im  Innem  iles  Fernn^hiN  \i>riianden  simL  und  dtM  Durchmesser  des 
lel/teu    tVulai^i   ei*>^*lieinl     in    deuiselUMi    unltT   tler>^'llien    \en2r*»s>e- 
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*uvig,  die  überhaupt  das  Fernrohr  gewährt.  Dieser  Gegenpunkt  liegt 
gemeiniglich^  wenn  er  reel  ist,  in  selir  grosser  Entfernung  vom  Ob- 
^ecliv,   und  scheint  keiner  practischen  Benutzung  zugänglich  zu  sein. 

61. 

Es  soll  noch,  zur  Ergänzung  dieser  Theorie,  die  Frage  erörteii 
werden,  wie  gross  die  OefFnungen  der  verschiedenen  Linsen  sein 
niiissen,  damit  ein  gegebener  Lichtstrahl  durch  sie  hindurch  gehen 
könne.  Berechnet  man  den  Weg  des  Lichtstrahls  liach  einer  der 
.strengen  Yerfahrungsarten  des  §  1 ,  so  kann  man ,  wie  dort  erklärt 
worden  ist,  für  jede  vorhandene  brechende  Oberfläche  die  Werüie 
der  kf  Jk",  fc'",  etc.  strenge  berechnen,  die  die  halben  erforderlichen 
OeffnuDgen  bedeuten. 

Aber  es  wird  wohl  nie  das  Bedürfniss  eintreten,  diese  Oeff- 
nungen  mit  grösster  Genauigkeit  kennen  zu  lernen,  sondern  es  wird 
immer  ein  Weniges  davon  vergeben  werden  dürfen,  und  infolge 
dessen  kann  man  sie  durch  die  den  centralen  Lichtstrahlen  zukom- 
menden Relationen  stets  mit  ausreichender  Genauigkeit  erhalten,  zu- 
mal  diese  Oeffnungen,  am  zu  grosse  Einfallswinkel  zu  vermeiden, 
in  der  Anwendung  nur  kleine  Bruchtheile  der  Krümmungshalbmesser 
m  dürfen. 

Berechnet  man  den  Weg  der  centralen  Lichtstrahlen  durch  das 
Verfahren  des  Art.  37,    so  bekommt  man   zugleich   die  Werthe   der 
i',  k\  etc.  ftlr  jede  vorhandene   brechende  Oberfläche,   wenn    filr  y 
und  k  die   betreffenden  Werthe  des   zu    betrachtenden   einfallenden 
Lichtstrahls  substituirt  werden,  und  k  erforderlichen  Falles  die  halbe 
^ieffoung  der  ersten   brechenden  Oberfläche   bedeuten  darf.     Ist  das 
j(e^bene  System  brechender  Oberflächen  ein  System  von  Linsen,  die 
m  Bezug  auf  ihre  Krümmungshalbmesser  nur  eine  geringe  Dicke  be- 
nutzen, so  werden  bis  auf  sehr  Weniges,  /c'  =  A-,  k"'  =  fe",  etc.  sein, 
und  man  braucht  entweder  nur  die  mit  graden,  oder   die   mit   un- 
graden  Indices  versehenen  k  zu  berechnen. 

Wenn  man  im  Falle  des  Linsensystems  sich  des  Verfahrens  des 
Art.  49  bedient,  um  den  Weg  des  Lichtstrahls  zu  berechnen,  so 
liekommt  man  nicht  unmittelbar  die  k\  k'\  etc.,  sondern  statt  dieser 
die  r,  r,  f",  etc.  Diese  letzteren  sind  aber  in  den  meisten  Fällen 
^o  wenig  von  jenen  verschieden,  dass  sie  für  die  halben  Oelfnungen 


so  bekoininl   man     ^^«g^   j^^fm  können.     Denn  da  di(^  //,  k".  /."',  (W 

»fcr  einzelnen  Linsen,  wilhrond  die  T,  T, /"'• 

\e  dei-solhen  beziehen,    und  genieini^lir I  ^ 

a«r   -"iBzelnen   Linse   innerhalb    (h^iselhen ,    odr  ^ 

[)ie    Ver'nr)s>i       iy^^''rrväkK  liegen,  so  werden  /  nahe  ^'lei(*li  /.•  oAx^m 

,       4  .,     £..  <rr  fc".  n.  s.  w.  sein.     Ks  «[iehl    jedoch  Aus — 

(U»S   Ali.    *t>  r^  .1 

:«it  ä»'^  treten  ein,  wenn  sieh  im  LinsensvsttMi^ 
. .  09im  Kiilmnuingshalbniesser    bedeutend   kieinei 

li.  In  diesen  Fallen  können  die  Hau|)t — 
enlfemt  liegen,  und  es  kann  daher  de^ 
lolti;lieh  das  Enlii:eii  ^^„i  t  ^qq  (]pn  Wertlien  der  dazu  s^^hörijren  bei — 
s<»s  Bild  ist  eben  ,,,*•«•  srä.  Um  diese  Falle  in  die  allj^emeint« 
Durehsehen  durch  ^.»«s««.  müssen  die  L'ntersehiede  zwischen  di»» 
enls|nin^4  ein   pra«       _jrMl  werden. 


iMM'nrohrs  zu  bestii 

In  mehreren  ^  gj. 

lelzlen  Ocular  eim* 
ist  das  in  J   beHno 
hindernden  Blendm 


.i    iS   und  (i6    gehen  allgemein  i'ilr  ein  S>sicv  i 


hcrgc»hen(len   zufoL  1^*'       "•"     a^"^    " 

hi(»r    im  Allgenieim  ,        ^s*-3-4   ^ 

Mah*  vcM'kleinert ,    i  j|s»-2 

grö.ssiMt,  so  brauch  .^Msystem  veniiöge  der    32 


wie  d(»n  dieser  Sc 


dividiren.    um  die  "^    C**"* 

man   im  Innern  l\v  ^gy-a-i  j,        ^f-\ r^""'  /^" 

braucht   man  nur  : 

aufgemessener  Oelli  'Inmgen  auf  die  erste  Linse  an.  so  gehl  K  in 

Der  Punkt  J  =■  '  geselzl werden.    Da  nun  />  =  f,'"*  =s=  | 

Im    (iaiilaisc 

wird  daher  nicht  i  #  ^  Jk'+ (o  — -i^ -/ 


d(M*  \  ergni.ssening  •-•.*,, 

'  ,.     .       ,.  loenden  Linsen  bekonnnen  wn* 

hat  man  Mittel  ^eli  '^.  . 

Das  im  Punkt  '  W^  —  k^  +  9  - 1«,  .1  ^ 
limlliclK«  Bild,    isl   •  'v/ «  fc"  +  ■  9  —  cj *'" 

im  Imu'iii  (los   Ken  ..  c^*^"- 
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r= 

j  ß'  +  (e:  ~  9")  Z>  {.  +  \C'  +  (.'  -q")  C\  l 

r» 

liy"+  {e'^g")  D"\e  +  \C'"+  {e'-q)  C"\l 

r= 

{ ly  -H  {e"—q")  ß'-jf  +  jC  +  (e'"— (^")  6'"  \l 

etc.                                 etc.  bis 

fc**-* 

=  { ir-»  +  (e"-'  _  /-^-*)  D^'-«  1* 

+  {C*"-'  +  («"-'  —  f'-')  c^'-*  \  t 

and 

^ 

k'  =r 

■>,-<?>+ P  +  v''-'/V^'|/ 

r= 

\h-  +  «-(/'")  D'>  +  \v:  +  (o[^q)(:"\i 

r:= 

}/r+  (e"-9')D'>  +  jr'+  /:-4)C\i 

etc.                                  etc.  bis 

ik**-' 

_  i^'j.-»  ^  (e"-'  — ^^-')ir-^jf 

!C*' 


-3 


(ß;*-«_,^'^-')(:^'-^i/ 


59; 


geben.  In  diesen  Ausdrücken  werden  nur  in  den  oben  angetührlon 
besonderen  Fällen  die  zweiten  Glieder  der  Coeffieienten  merkliche 
Werthe  haben,  und  man  wird  in  allen  Fallen  U  =  A-,  A'"  =  A", 
k' sz  k"  etc.  bis  fc*"*""*  ssskr^"^  annehmen  dürfen. 

Man  hat  früher  in  der  Dioptrik  die  Oeffnungsmaasse  der  Linsen 
in  zwei  Theile  zerlegt  eingeführt,  die  mit  e  multiplicirten  Glieder 
iler  Gleichungen  (48)  oder  (59)  die  Oeffnungen  wegen  des  Gesichts- 
feldes, und  die  mit  /  multiplicirten  die  Oeffnungen  wegen  Helligkeit 
genannt.  Man  hat  hinzugefügt,  dass  nicht  nur  von  diesen  beiden 
Gattungen  von  Oeffnungsmaassen  die  algelu-aische  Summe  genommen 
werden  müsse,  sondern  dass  in  den  Anwendungen  die  Oeffnungen 
öoch  etwas  grösser  gemacht  werden  müssten,  damit  der  ganze 
Strahlenkegel,  dem  der  besonders  betrachtete  Lichtstrahl  als  Haupt- 
strahl angehört,  durch  die  Linsen  liindurch  gehen  könne. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  geben  in  allen  Fallen  die  voll- 
ständigen halben  Oeffnungen,  oder  die  vollständigen  Oeffnungsmaasse. 


63. 

Die  in  den  Gleichungen  des  vor.  Art.  vorkonmienden  C  und 
/>CoeflRcienten  können  durch  die  Vereinigungsweiten  a\  a\  a'\  etc. 
und  «,  «',  u\  u\  etc.  der  Lichtstrahlen  vor  und  nach  den  einzel- 
nen Linsen  ausgedrtlckt  werden.     Aus  dem  Arl.  49  u.  f.  folg!  ohne 

Weiteres,    dass  C  =  -  ist,  da  aber 
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to 


und  a  in  den  folgenden  Ausdrücken  gar  nicht  vorkommen  kann,  ^^^ 
könnqn    wir    diese  Linie    hier  willkührlich    annehmen.     Setzen  s<r^^^ 

daher  a  ==  oo ,   so  wird  a  ss  g) ,   und  C  aes  -  ,     welcher    Ausdruc  ^ 

angewandt  werden  soll,  weil  er  allen   Ausdrücken   grössere  Gleich    - 
förmigkeit  verleiht.     Aus  den  Gleichungen  C  =  (c — e)C+i    uncz:^ 

a  +  d  =as  e  —  e   der  Artt  49  und  53  folgt  sogleich  C  =  —  -.    D^^ 


femer 


sind ,   SO  bekommt   man  sogleich  C"  =  —  % ,    und    da    man    diese 
Entwickelungen  fortsetzen  kann,  so  weit  man  will,   so  ei^eben  sicE: 


c 

SB 

4 

a 

c 

« 

a' 
an' 

c 

etc. 

mV 

a' 


C  =  — 

1« 


(T  =  - 


etc. 


In    Betreff  der  D  CoefTicienten  giebt  der  Art.  49  zaergt  jD"  sb 
—  /:/    und  D*  =s  —  ^ ?  +  <  )   oder  da  ^  =s  a  -f-  a  ist,   JT  s» 

?  —  -,.     Da  femer 

D"'  =  —  (^/  —  0  (^'  "*■  5^)  ""  ^ '   ^^^  ^' ""  ^/  =  a  ■+•  <*" 
sind,  so  bekommt  man  leicht  B"  =  ^— ,  -^f.  ^'"L^  mjj  wenn  diese 
Entwickelungen  fortgesetzt  werden, 

D  =  -  ^,  D"  =  - 


^ « 


a'  a'  '  \«'  a  /«"         a'a 

"     ~   —  (.(,7°  +^  ?>>   +  ^    Wj?!  -  iV^ 


777 


//f  ««'«" 


aVa'" 


oder  wenn  man  diese  von   den  vorhergehenden    abhängig   machen 
will, 
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ÜXTERSICHÜNG    DES    VVsGBS    EINES    IjCHTSTRAHLS    etC. 
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0'  = 

—  J 

D' 

/)"  = 

D'  «          ./' 

—  «'«   —  C   ' 

ff' 

ff  = 

D'"  .„         /I" 
u" "            C" ' 

ff' 

ff"= 

»     „■       .1'" 
«'""           C     ' 

oXc. 

ly 

D' 

1 

a' 

"*■ 

C' 

D'" 

4 

a" 

"*■ 

C" 

1t 

4 

«"' 

+ 

c 

D"' 

j. 

1 

<t 


n 


fA  n 


etc. 

Die  Vereinigungsweilon  sind  hier  durch  die  Gleichungen 

a=  —  oo 
n  =s  (p  ff    =  ^  —  a    ^ 

ff    =  ^   —  « 


«     =     -; ; 


V,     •      •      • 


U 


a"^(f" 


elc. 


ff      =   .</ 

etc. 


7  #' 

—    f  < 


(60) 


za  berechnen. 


64. 


-  Die  obigen  Ausdrücke  können  durch  die  Einführung  der  ver- 
.^hiodenen  Brennweiten  auf  andere  Formen  gebracht  werden.  Seien 
wie  vorher  die  Brennweiten  der  einzelnen  Linsen  der  Reihe  nach 
V-  9»  v\  etc.,  die  Gesanimtbrenn weiten  der  ersten  und  zweiten 
Linse  ^  ,  die  der  drei  ersten  Linsen  ^®  ,   die  der  vier  ersten  ^" 

I    ^  II   ^  Ml 

u.  s.  w.,  so  geben  die  obigen  EntwickeUmgen  schon 


C 


itii  4 

r  =  4 


«#>» 


ff 


r  a=-^ 


*» 


fft 


etc. 


und  aus  den  vorstehenden  crgiebt  sich  daher  sogleich 

yv  a' 

\j       SSS     ■■■■"    — 


w/» 


C"  = 


Ifl 


^'   ==  ""  .> 


n 


/-»IM  a 

etc. 


#/f 
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Die  Ausdrücke  derjenigen  D Coefficienten ,  deren  Indicos  un- 
grade Zahlen  sind,  bringt  man  leicht  auf  die  folgende  Form 

y  =  _  (y  +  a') 

Ü  =  -^«  —-.a  -(<^^,+  «  ) 
ü-=  -  ^'«'"^  ^la'"--  ^.a'"-  (<P»  +  a") 

etc. 

Die  D CoefiRcienten ,  deren  Indices  grade  Zahlen  sind,  könn^^ 
zu  Functionen  der  verschiedenen  Brennweiten  gemacht  werden.  M^^^ 
findet  leicht  die  folgenden  einfachen  Ausdrücke, 

etc. 

Uiemit  ist  zugleich  die  Bereclmung  dieser  D  von  der   jener  gan^ 
unabhängig  gemacht  worden. 

Jene  D  CoeflRcienten  werden  auch  zu  blosen  Functionen  der 
verschiedenen  Brennweiten,  wenn  man  sie  auf  ein  Fernrohr  an- 
wendet. Die  obigen  Gleichungen  werden  für  zwei  Linsen,  da  als- 
dann d  =  q) 

für  drei  Linsen,  da  alsdann  a   =  (p" 


„  ^    ,  ^    „  >  1  =  0 

Tür  vier  Linsen,  da  alsdann  a "  =  q/" 

y/"  "^  y"    '^  tp'  '^    </)'"  ^"    '     ^ 

für  fünf  Linsen,  da  alsdann  a"^  =  (p' 


'»      '     <//"     •      </"      •     y/     "       7/» 


'"  +  1=0 
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65. 

Die  vorhergehenden  Ausdrücke  geben  Anlass  zu  neuen  Formen, 
wenn  die  Vereinigungsweiten  auf  ausgedehnlere  Weise  benutzt  wer- 
den.    Seien  von  den  (60)   ausgehend 

a  =  —  oo,  a  =  (p 


,f.,  f 


'   /  f  au- 


'f.mJt 


fl   =  ,:/  —  a  ,  a   =s  ^j^^ 

'II         jtt         it 

a  =  ^  —  «  , 


a*'^tf>" 


Jii  jii  II  Hl o"'y''" 


"    ""   a'^'-'tp'" 


etc.  bis 


a^      =  — oo,  a^     =  (p 


It      a*%if*' 


^  ,     —  ^       ",1 

«"-*" 

(l  ,    =  ^  —  «  ,, 

o'",  v'" 

a"',-<f,"' 

elc. 

bis 

«:-= 

Oif-ttfi^-i 

a,'*-i-tit'-i 

(1        =  —  oo, 

9 

"f              gif        II 
a       =  ,7  —  a    , 

n'",.,,,'" 

«"',-'/-"' 

elc. 

bis 

1/                                                     II             ^ 

«„"-'f/"-' 

a„'*-i-«/'»-« 

ft^-'  =  oo 

/r-'  = 

/-' 

ft/«-2  ,=  y- -i«^-', 

/?^-*=: 

//-=«  =  .r-»—f-\ 

/fss 

h"-*  =  ./'•-♦- ^-% 

/5--  = 

etc. 

bis 

/,       =  .  /  _  //  , 

/5f  = 

6— y 

^/*-4  ^    ^/*-*  ä^^^  /i^"*  ^     6,^**<y^     < 


J 


etc.  bis 

b        =  J  —(i\  fl       =A^ 

fr/'-'  =00,  ff^-"  ;=/-'' 

etc.  bis 

u.  s.  w.  bis  man  auf  die  beiden  letzten  und  bez.  die  beiden  ersten 
Linsen,  Tür  sich  allein,  kommt.  Die  letzte  Abtheilung  wird  daher 
sein,  für  die  a  und  a 

und  für  die  b  und  ß 

Durch  Hülfe  dieser  Vereinigungsweiten  kann  man  alle  verschie- 
denen Gesammtbrennweilen ,  die  Haupt-  und  die  Brennpunkte,  so 
wie  die  I)  Coeillcienten  auf  sehr  einfache  Weise  ausdrücken.  Die 
C  Coelficienten  sind  schon  im  vor.  Art.  durch  möglichst  einfache 
Ausdrücke  erhalten  worden. 

66. 
Man  erhillt  sogleich  für  die  Gcsammtbrennweit^n  die   folgenden 
doppelten  Ausdrücke, 

ißfA-'l 


■:  ; 
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»-  '^\.- 


■ 

<po     =   _  4»>%    =  _  ^'   JiZil 

ßfi-A 
r      ßu  -  5 


i/>0      =    _   00  «4'  _    0' 


,;,  ....m 


^^p   ::.^    _  (ßO     !^'  _    _    0- 


-etc. 
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ff 
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*'       S    —   <2>'       ?t^    SSB    —    C& 
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ii    /^V-4 


'^^'^-5 


etc. 


//   cc^ 


»/l 


Hl 


'ff 


0"      =    -0 


/f   a 


IK 
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Ma. 


t¥ 


=r  _*" 


ß"fl^\ 


ff 


'»'  6"^- 


A*-5 


etc. 


rfif"       .__  '"    »II        .... 

fy  —  '^V    ^  —  ~ 

etc. 


9  ^* — : 


etc. 


Bezeichnet  man  die  Brenn-  und  die  Hauptpunkte  auf  dieselbe 
^eise,  und  zwar  die  ersten  mit  F^  und  £'y,  und  die  zweiten  mit 
%  und  E\^  wo  immer  p  K.  q  anzusetzen  ist,  so  ergeben  sich 
gleich 


po 

1 

=  «-/*,-» 

Fo 

=  e,+a' 

fo 

ff 

=  «-/?.-3 

F". 

=  «-/?.-4 

F'", 

fff    ,     III 
=  e  ,  +  tt 

F\ 

=   e-/^^-5 

F^o 

=  c"   +  «'" 

f 

etc. 

etc. 

i'\, 

=  e-/?;-3 
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1 

F'„. 

=  «'-/*'«-« 

p,n 

=  «  ,  +  «, 

F' 

=  «'-/^;-. 

F'\ 

#»'        -         ly 

1            / 

etc. 

etc. 
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III 
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'                               M 

V'. 

F'" 

/»'     .          ly 

/            11 

etc. 

etc. 

r. 

etc. 

etc. 

elc. 

etc. 
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Die  HauptpuDkle  bekoiuuit  man  hierauf  durch  die  allgeineir 
chuDgen 

Alle  diese  Gleichungen  folgen  aus  dem  Vorhergehenden  c 
einfache  B(*trachtungen.  dass  es  wohl  nicht  nöthig  sein  \vi 
anzuführen. 

ß7. 

Um  für   die  /X^Ioefllcienlen  •    deren   Index   eine   grade 
einfache  Ausdrücke  zu  erhallen,  mache  ich  auf  die  allgemei 
chung 

des  Art.  30  aufmerksam,  welche  sogleich  nach  Einführung 
ter  gewählten  Bezeichnung  der  verschiedenen  F  und  ß,  so 
Ausdrücke  des  Arl.  6  t  für  die  C  Coefficienten, 


D"    = 

h"  = 

^  II 

ir  = 

ß,t-4 
■    in 

/)'  = 

ßn^:^ 

'    IV 

elc. 

gi(!l)l.  Um  auch  für  die  /Küoeflicienlcn  ini(  ungradcni  lud 
Ausdrücke  zu  (ülialten,  wende  ich  mich  an  die  zweite  Gleichi 
welche  allgemein 

giehl.     Hieraus  folgen 


ü-  =  -  C\'  +  vO 


etc. 
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Bei  (1er  Anwendung  auf  ein  Fernrohr  tritt  eine  Abkürzung  ein. 
Mao  findet  leicht,  dass  in  diesem  Falle 

^-'  »  nt^' ,  6^-*  =  c/-* ,  /^-^  =  a^-* ,  etc. 

werden,  und  also  nicht  besonders  berechnet  zu  werden-  brauchen. 
Ferner  sind  in  diesem  Falle  verschiedene  Brennpunkte,  die  im  All- 
gemeinen von  einander  verschieden  sind,  identisch.     Es  werden 

F       =  /•     F"        =  F'      F'"        =s  F"      F"'        =  F'"     etc 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  immer 

die  letzte  dieser  Gleichungen  ist.  Es  wird  ferner  von  den  obigen 
Ausdrücken,  die  D",  //^  etc.  geben,  derjenige  für  |)^"'  unbestimmt, 
aber  da  jetzt 


ist,  so  bekommt  man 


womit  Alles  bestimmt  wird.  Wenn  man  ohnehin  die  6'  und  DCoef- 
iirienten  berechnet.,  so  kann  man  auch  den  Ort  des  Auges  und 
dessen  Gegenpunkt  unmittelbar  durch  die  (58)  berechnen. 


§  3. 

Berechnung    einiger    Beispiele    der    Anwendung    der    im 
Vorhergehenden   entwickelten  Ausdrücke. 

68. 

Um  die  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Aus- 
drücke zu  zeigen,  werde  ich  zuerst  den  Gang  der  Lichtstrahlen 
durch  ein  bekanntes  Objectiv  berechnen,  welches  zu  den  besten  der 
vorhandenen  Objective  gehört.  Ich  wähle  dazu  das  Objectiv  des 
KOnigsberger  Heliometers,  dessen  Dimensionen  Bessel  in  Schu- 
machers Astr.  Nachr.  B.  Will  Sp.  106  vcröfFentlicht  hat.  In  den 
hier  gewählten  Bezeichnungen  sind  für  dieses  Objectiv 


r  =  —  1172.508  d"=  4.0 

s:\Yrliiltnis$  der  ersten  (Kronglas-)  Linse  ist 


=  1.529130 
ier  wwlea  ^Flintglas-)  Linse 

=  1.639121 
mJ  t"!^  müssen   diese   als  die  Brechungsverhältnisse  der^ 
ai^^nt  JpjihK^n  angesehen  werden,   da  ausserdem  nur  das  Zer-* 

dnidn  =  1  :  2.025 

69. 

J^  J^  kHH^  entwickelten  Ausdrücke  den  Gang  bestimmter  Licht- 

loA^a  ^^-Kmi»  s?o  müssen  wir  aus   den  vorstehenden  Angaben   die 

\wMitnis^6  für  zwei  bestimmte  Gattungen  von  Lichtstrab- 

>g4^i:im^n      Setzt  man  für  die  Kronglaslinse  das  Brechungsver- 

=  1.518700 
^  itt  l\*^*  ^^^^  angeführten  Zerstreuungsverhältnisses  für  die  Flint- 

=  1.618000 

I  wctxK^u  Nvie  aus  einer  Vergicichung  mit  anderen,  aus  demselben 

MufcK'JH'Wor   Institut,    in   welchem   dieses   Objectiv    verfertigt   worden 

xt     horxoiyt^gwngenen,   bekannten  Glasarten   sich  zu  erkennen  giebt, 

Ik*<^'  Hivohungsverhältnisse  einem  Punkt   in  dem  hellsten  Theile  der 

u4tK^u   Sirahlen   entsprechen.      Für  die  violetten   Lichtstrahlen   wird 

^^^  hioruufi   in  Folge  der  oben   angegebenen  mittleren  Brechungs- 

1.539560 
und  1.660242 
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70. 

Die  im  Vorhergehenden  verlangten  Data  werden  nun,  zufolge 
des  Art.  2 ,  und  wenn  man  die  willkuhrliche  Abscisse  9  =:  0  setzt, 

p   =  +    838.164  q   =s    0 

p'  =s  —  327.768  q   =  6.0 

p"  =  _  334.536  q"  =  6.0 

p"  =  —  H  62.508  q"  =  1 0.0 

ind  wenn  man  die  rothen  Strahlen  betrachtet,  für  die  erste  Linse 

iV=  1.518700 

und  für  die  zweite 

iV'=s  1.618000 

Für  die  violetten  Strahlen  hingegen,  und  für  die  erste  Linse  wird 

N  =  1 .539560 

für  die  zweite  hingegen 

iV' SB  1 .660242 

0 

71. 

Untersuchen  wir  zuerst  den  Gang  der  rothen  Lichtstrahlen,  die 
in  der  Nahe  der  Abscissenachse  einfallen;  der  rothen  centralen 
Strahlen,  wie  ich  mich  ausdrücken  werde. 

Durch  die  Ausdrucke  des  Art.  52  ergeben  sich  die  Substituten 
der  Halbmesser  der  brechenden  Oberflächen  und  der  Linsendicke, 
in  Bezug  auf  die  erste  Linse 

(»  =  +  1615.896 
^  =  +  643.470 
d  =  +        3.951 


Hiemil  die  Brennweite 


Die 


Hauptpunkte 


™d  die  Brennpunkte 


<p  =  +  461.014 

e  =:  +  2.831 
e,  =  +  4.873 

/•=_  458.183 
/;  s  +  465.887 
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Nvoloho   U^lsslerv    übrigens    hier    nicht    gebraucht   werden. 
xwoiU)  Liiiso  bekommt  man  eben  so 

(/  =  _  531.030 

(>;=  +  1897.265 

r)'  =  2.i72 

(p  =  —  778.000 

e'  =  +  4.986 

«;=+  6.510 

Z'  =  +  782.986 

/■;  =  —  771.490 

Die  Ausdrucke  des  Art.  54  geben  hierauf 

J=z  -^  0.113 
0SB  +  1131.095 
E  Ä  2.667 

£—  6.233 

F=  — 1128.428 
F  =  -I-  1 1 37.328 

DjoKor  Werth  von  F  iüt  die  Abscisse,  unter  welcher  der  ausf 
Strahl  die  Abscissenachse  schneidet,  also  werden 

f  =  +11 37''328  ,    if  =  0 

die  (loordinaten  des  Bildes  eines  Gegenstandes,  welcher  in  ' 
rt(ÜHSüna(;hse  in  unendlich  grosser  Entfernung  auf  der  Sc 
ersten  Linse  liegt.  Wenn  dieser  Gegenstand  nicht  in  der  AI 
Hchs«'.  liegt,  sondern  vor  der  ersten  Brechung  die  Gesichtslir 
d(<Mi.s(^lben  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  *  macht,  so  h 
{"  denselben  Werth  wie  oben,  aber  die  Ordinate  wird 

»; "  =  —  c  <P 

zufolge  des  Art.  51.  Ist  daher  z.  B.  k=16',  so  wird  c 
sprechende  Werth  der  Ordinate  des  Bildes 

»/'  =  —  5''264i 

72. 

Nehmen    wir  jetzt   die   violetten  Strahlen  vor,   so   erhal 
auf  dieselbe  Weise  wie  vorher,  für  die  erste  Linse 


I 


93]  Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  clc.  155 


9  —  + 

1553.421 

c,=  -»- 

618.591 

d  = 

3.897 

9  =  + 

443.211 

2.792 

'/ 

4.888 

440.419 

f.=  + 

448.099 

filr  die  zweite  Linse 

t 

515.775 

1775.876 

ü  = 

2.409 

f 

728.282 

t 

5.012 

1 
'1    "~" 

6.598 

/•'=  + 

733.294 

r=  — 

721.684 

und  Dir  beide  Linsen  im  Ganzen 

J=+  0.124 
(p  =  +1131.795 
E  SS  2.599 

E  s=  6.281 

F=  —1129.196 
F=  +1138.076 

also  werden  jetzt  für  Strahlen,   die   parallel   mit  der  Abscissenachse 
einfallen 

|"=  +  1138^076,   V'=0 

so  wie  für  Strahlen,  die  unter  einem  Winkel  von  1 6'  einfallen,  j"  wie 

vorher,  aber 

f]"  =  —  5^2676 

73. 

Zur  Berechnung  der  Vereinignngsweilen  der  Randstrahlen  brau- 
chen wir  die  Grösse  der  Oeffnung  des  Objeetivs,  und  diese  findet 
sich  in  den  Königsberger  Beobachlungen  =  70  Linien  angegeben, 
folglich  k  =  35^0.      Aus  den  im  Art,  70  angegebenen  Werthen   der 
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p  und  q  erhalten  wir  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  24  oder  * 
in  jedem  Falle  anzuwendenden  Constanten 

log  A  =  0.399885»  ,  log  ß  =  0.543229 
logi4'  =  9.991281  ,  log/r=  8.298297 
log  A'  =  9;463047    ,     log  /r'=  9.848900 

und  wenden  wir  uns  zuerst  zu  den   mit  der  Abscissenachse  \: 

einfallenden  Strahlen,  und  bedienen  uns  des  Verfahrens  des  A 

so  erhalten  wir 

«  =  0  ,    k  =  35.0 

woraus  jedenfalls 

ö  =  2^  23'  35:70  ,   a  =  +  0.731 

folgen.     Betrachten  wir  zuerst  die  rothen  Strahlen,   so  ergehe 

die    folgenden   Werthe    der   übrigen    zu    berechnenden   Winke 

Linien, 

a    =  0«  49'     3:'55  O'   =  —  6^    0'  39':0 

a    =  4   22  31.6  0"  =  —  5   53  25.7 

a"  =  0   26  36.5  ö'"  =  —  1    42  21.7 

«"=  1^46' 23'.' 5 
logr=  1.542915 
a"  =  9.480 

und  die  Gleichung  des  Lichtstrahls  nach  der  letzten  Bre< 
nemlich 

y  as    fl   —X)  Ign    •+■  K 

ist  völlig  bekannt.  Nennt  man  wieder  f  die  Abscissc,  unter 
eher  der  jetzt  betracbtete  Strahl  die  Abscis^tenachse  schneidi 
bekommt  man 

Für  die  violetten  Strahlen  folgt  auf  dieselbe  Weise 

«'   =  0«  IW  20"4i  </   =  —  fi"    0'  38'.'2 

u"  =  4   34  M.O  0"  =  —  ö  53  24.9 

«'"  sr  0   23  15.5  0'"  =  —  1    42  22.4 

«"=  1«  46'  17 '.'2 
log  r  =  1 .542965 
«'"  =  9.480 

und  hiemit 

f  »  1 1 38'-293 
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74. 

Die  Betrachtung  der  Lichtstrahlen,  die  zur  Abscissenachse  geneigt 

einfallen,    führt  auf  weit  grössere  Mannigfaltigkeit,   aber  wir  k(mnen 

uns  hier   begnügen,  blos   diejenigen   zu   betrachten,   deren  Einfalls- 

winkel  entweder  ein  Minimum,   oder  ein  Maximum  ist,   oder  mitten 

z^\ischen   diese    beiden   Werthe   lUlIt.      Die   zwei    zuerst    genannten 

Strahlen  können  wieder   durch  das  Verfahren  des  Art.  31   behandelt 

^vvenien,   da  sie  mit  der  Abscissenachse  in  Einer  Ebene  liegen.     Im 

ersten  Falle   erhalten  wir,   wenn   wir   die  Neigung  dos  einfallenden 

Strahls  zu  16'  annehmen, 

a=:0M6'0%   it=35.0,    Ö  =  2«  23' 35'.'70 
und  hiemit  für  die  rothen  Strahlen 


II- 


«    =  0" 

59'  35'.'4              a    =  —  6«    0' 

32"  5 

a    =  4 

39  37.1              Ö"  =  —  5   53 

19.1 

'"               A 

a     s=  0 

36  29.7             Ö"  =  —  1    42 

a'"  =  2"  2'  21  "7 
logTss  1.542590 
d"  =9.481 

17.1 

y=  (9.481  —x)  tg«   +34.8811 

Die  Substitution  der  Abscisse  fUr  die  rothen  Parallelstrahlen,  welche 
eben  gefunden  wurde,  (Ür  x  giebt 

j^  =  —  5^2701 

nnd  die  Substitution  des  Werthes  der  Ordinate  für  die  rothen  Central- 
slrahlen,  welcher  oben  erhalten  wurde,  giebt 

a;  =  1 1 36^839 

Für  die  violetten  Strahlen  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Art 

«'   s=  1»    0'  43:'7  e'   =  —  6«    0'  31''7 

«"  =  4   50  16.9  ö"  =  —  5   53  18.2 

«'"  =  0   32  53.7  Ö"  =  —  1    42  17.9 

„'^— 2«  2' 15 "4 
logT«  1.542647 
d"  »  9.481 

y  SS  (9.481  -«)  tg«"  +  34.8857 

und  auf  dtesetbe  Art  wie  vorher 
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y=  —  r)HTö2 
und  licz.  Ts:  1138.019 


75. 

Im  xwoiten  Fallo,  iKMiilieh  im  Maximum  (ins  Einfallswinkel 

«  =  0»  1 6'  0",   fe  =  —  35.0  ,    fl  =  —  2«  23'  35V70 

und  tiiomil  Itir  die  rothcn  Strahlen 

a'   sss  —  0«  38'  3178  ö'    =  6»    0'  45''9 

«"  =  _  4     7  27.1  0"  =  5  53  32.5 

«  "  =  —  016  43.6  H'"  =  I    42  26.4 

„"  =  _  I«  30'  26:'0 
log  r  =  <  .5433 1 7« 
«•"  =  9.480 

»/  =  ^9.480  — a-  tf?«"  —  34.9395 

und  liioraus  ein»»  so  wie  olMjn 

y  =  — 5''2708 
und  l>ez.  x  z=  1137.293 

Kill-  die  violetten  Strahlen  ergiehl  sich 

«    =  —  0"  39'  57"2  0'   =  6"    0'  44''5 

«"  =  —  4    18     5.6  0"  =  5  53  31.1 

«"'  =  —  0    13  37.6  0'"  =  I    42  26.8 

«"  =  —  I"  30'  I9'.'() 
logfc'"  =  1.543346m 
a"  =  9.480 

//  =  ,9.480  —.t)  tg«"  —  34.9418 

und  in  deniselbon  Sinne  wie  vorher 

y=:  —  5''2755 
und  hez.  .r  =  1 1 38.593 


76. 

Im  drilton  Falle  denken  wir  uns  einen  einfallenden  Licht; 
\v<^lclier  mit  den  in  den  beiden  Norhergeiiendeu  Fillien  helracl 
Lichtstrahlen  paralh^l  ist,  filr  welchen  also  «  denselben  Werll 
wie  vorher.     Dieser  Lichtstrahl  .'Joll  aber  den  Hand  des  Ohjecl 
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einem  der  beiden  Punkte  treffen,  die  90®  von  den  beiden  bisher 
betrachteten  Punkten,  welche  einander  diametral  gegenüber  stehen, 
liegen.  Es  wird  daher  auch  0  denselben  Werth  haben,  wie  vorher,  aber 
es  werden  %p — /?==  +  90®  und  fc=  35.0  sein,  während  ß  willkühr- 
lich  angenommen  werden  kann.  Da  es  gleichgültig  ist,  welchen 
dieser  beiden  Punkte  wir  annehmen,  so  sollen  jetzt. 

a  =s  0«  16'  0',  •/?  =  0  ,    it  =  35.0  ,   yf)  ='  90® 

sein,  worauf  wie  oben 

ö  =  2®  23'  351' 70 
folgt.    Wenden  wir  nun  das  zweite  allgemeine  Verfahren,   oder  mit 
anderen  Worten,  die  im  Art.  24  zusammengestellten  Gleichungen  an, 
so   erhalten   wir,    da    die   Logarithmen    der   Constanten  A^   A',   Ä\ 
ß,  ß',  ß"  schon  im  Art.  73  berechnet  worden  sind, 

für  die  rothen  Lichtstrahlen, 
y|ste  Brechung. 
\gX  —  0.953273  , 


log. 


,      A  =  2®  24'  29:'0  ,    ii  =  I®  35'  7''2 
sin  ;f  =  9.997324,  / 


V 

2"  Brechung. 

7  =  0M'46"2,   r  =  83«  38' 44"5  ,   /f— /? -l- r  =  161«  31' 33"1 

I    j  tga>'  =  9.52391 5n,     tg«  :=  8.164284  ,     tg^  =  9.27501 4» 
jcosa>'  =  9.97701 7n,   cos«' =  9.999953  ,   cos ;t' =  9-992427» 

Ä'  =B  _  6«  49'  50:'9  ,   /t'  =  —  10«  24'  23"3    ,   ß'  ss  77«  52'  48:'6 

3**  Brechung. 

?'  as  _  0«  49'  1 8?7 ,  r  =s  1 69«  1 9'  59'.'7 ,  ß"—  ß'+  r'=  1 77«  59'  1 5'.'9 

l^j^j  tgw"«  8.547021  n,     tga"  =  8.886210  ,     tgx' =  8-543294n 
jcDSa»"  =  9.999730n ,  cosa'  =  9.998718  ,  cos/  «  9.99973ön 

r  s=  —  10»  17'  10"1 ,   fi'  =  —  6«  20'  10"0  ,   ß"  =  86«  32'  4^8 

4*"  Brechung. 
/  a  -  4»  23'  61''3 ,  r"  =s  1 78»  0'  1 7'.'7 ,/?'"-/?"+  r"  =  1 61 «  4'  "1 5''1 
.    I  tgo"  SS  9.535239» ,     tga""  =  7.916880  ,     tg/  =  9.458839» 
Icostt)*"  s=  9.975853» ,  cosa''  «  9.999985  ,  cos/  =  8.982740» 

r  =  —  2«  9'  20:7  ,   /t"  =  —  3«  29'  21 '.'6  ,   ß'"  =  69»  36'  2''2 

Akkndl.  d.  K.  S.  Getallseb.  d.  Wimneh.  XV.  1  i 
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Schlussrcchnung. 

ff  =  —  0«  29'  32:'i  ,   v"  =  90«  2'  32'-'8  ,   /?"  =  Si"  27'  55'.'8 
log  \ii  =  9.982741  N  ,    sind"  «s  8.473806»  ,    sina"  =  8.495405 
log  r  :=  1 .542922  ,   a'"  =  9.481 

und  hieniit 

y  =  —    0^0259  -I-  (9''481  -  ä;)  tga"  cos/?" 
z  =  -I-  34.9078  -I-  (9.481  —x)  tg«"  sin/?" 

mit  den  Werlhen 

log  tg«*  COS/? "  =  7.667065 
log  lg«"  sin/J"=  8.490781 

Snbstituii't  man   in   die   vorstehenden  Gleichungen   des  ausfahn^nd  < 
Lichtstrahls,  wie  oben,  die  Abscisse 

arss  1137''049 


so  erj^eben  »if 


ij=  —  5''2524  ,    z  =  -t-  0'0801 


Für  die  violetten  Lichtstrahlen 
LM'hült  man 

I  '*''  B  r  e  c  h  u  n  ii. 
X  und  Ä  wie  oben  ,   fi  =  V  33'  49'.'9 

2'*  B  r  e  c  h  u  n  g. 

q  und  r  wie  oben  ,   /?'  —  /?-|-r=:161*J  58'  51''3 

tgw'  =  9.512317«,     tg«'  =  8.174747,     tg/ =  9.256697 
cosw'  =  9.978154«  ,  cos«  =  9.999952  ,  cos/  =  9.993031 

A  =  —  6«  51'  6'.'5  ,   /t'  =  —  10«  35'  1"4  ,   /?'  =  78«  20'  6'.'« 


log. 


3**  Brechung. 

q  Ä  —  0«  50'  3ö''1 ,  r'  =  1 69«  45'  51  '.'6 ,  /?"—  /?'+  r '  =s  1 78«  5'  53 

j^    (  tgo>"=:  8.522621«,     tgß"  =  8.903434,     tgx"  =  8.518809) 
|cosw"s=:  9.999759m,  cos«"  s=  9.998612  ,  cos/' =  9.999763i 

A"  =  —  10«  27'  48'.'1  ,   //"  a=  —  6"  16'  47'.'7  .,   f"  =  80"  40'  8"2 
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4**"  Brechung. 

/=  -  4«  34'  30':2 ,  r"  =  1 78«  6'  Ö2"8 ,  ß'"—  ß"+  r=  1 58«  55'  29'/2 

I    I  {gw  =  9.58Ö891II ,     Ig«"  =  7.864808  ,     lg/'  =  9.516034» 
^  jcoso)'"  =  9.969931«  ,  cosa"^  =  9.999988  ,  cos/  =  9.977796ij 

r  =  —  2«  5'  59 '.'8  ,   fi"  =  —  3«  29'  1  Gl'l ,   ß"'  =  67«  28'  44'.'6 

Sclilussrcchnung. 

|/=  —  0«  26'  30:'1  ,  V'"  =  90«  2'  28:4  ,   /S"  =  81«  27'  25'.'9 

log},^  =  9.977797n,  sinö"'  =  8.473844«,   sina"  =  8.494996 
logr=  1.542960   ,        «'"  =  9.481 
und  hicmit 

i/=—    0^0251  +  (9H81—a:)  lg a' cos /y" 
z  =  +  34.9108  +  (9.481  —x)  tg«'*  sin/S" 
inil  den  Wcrlhen 

log  tg«"  cos/*"  =  7.667033 
logtg«"  sin/?"  =8.490364 

Substituirl  man    in    diese  Gleichungen,   wie   oben    für    die    violellen 
Liclilslrahlen 

rr=  1138^293 

^  erhall  man 

y=—  5^2690  ,   z  =  —  0^0021 

Die  Unlersuchung  des  Ganges  des  diamelral  gegenüber  einfal- 
lenden Lichlslrahls,  oder  desjenigen,  für  welchen  i^  =:  —  90«  wird, 
ist  überflüssig,  da  für  diesen  y  und  z  dieselben  absoluten  Werthe 
bekommen,  und  y  mit  demselben,  z  aber  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  erhalten  werden  müssen. 

77. 

Stellen  wir  die  im  Vorhergehenden  für  dieses  Objecliv  erhal- 
tenen Vereinigungs weiten  zusammen,  so  ergiebt  sich 

für  die  rothen  Lichtstrahlen,     für  die  violetten-  Lichtstrahlen 

Ccntralstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  parallel  einfallen: 

t"  =  1 1 37.328,  i/'  =  0  ;     ^  =  1 1 38.076,  r/  =  0 
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Centralstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  einen  Winkel 

von  16'  machen. 
Die  S"  wie  vorher. 

tf  =  —  5.2644  ;     ly"  =  —  5.2676 

Randstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  parallel  einfallen: 
fc"  =  1 1 37.049,  1?"  =  0  ;     ^  =  1 1 38.293,  r/'  ^  0 

Randstrahlen,  die  unter  einem  Winkel  von  16'  einfallen 

a)  bei  dem  kleinsten  Einfallswinkel : 

o:  =  1 1 37.049,  y  =  —  5.2701 ;     a?  =  1 1 38.293,  y  =  —  5.2752 

oder  oder 

j:=  1136.839,  y  = —  5.2644  ;     a:  =  1138.019,  f/=  — 5.2676 

b)  bei  dem  grössten  Einfallswinkel: 

x=M  37.049,  y=  —  5.2708  ;     x=  W  38.293,  y  =  —  5.2755 

oder  oder 

T  =  1 1 37.293,  y=  —  5.2644  ;     x=M  38.593,  y=  —  5.2676 

c)  bei  einem  mittleren  Einfallswinkel: 

a;=  1137.049      a;=  1138.293 

y=  —  5.2524     y  — --  5.2690 

z  =  +  0.0801  z  =  ±  0.0021 

Bessel  hat  seine  in  Seh  um.  Astr.  Nachr.  befindliche  Untersuchung 
dieses  Objectivs  weniger  vollständig  ausgeführt. 

78. 

Ich  werde  noch  den  Gang  eines  Lichtstrahls  durch  verschiedene 
andere  Linsensysteme  beispielsweise  untersuchen,  kann  aber  hiebei 
nicht  mit  solcher  Genauigkeit  und  Ausdehnung  verfahren,  wie  im 
vorhergehenden  Beispiel,  da  mir  dazu  die  erforderlichen  Daten  feh- 
len. Namentlich  fehlen  mir  die  genauen  Angaben  der  Brechungs- 
yerhältnisse  der  Glasarten,  aus  welchen  die  Linsen  bestehen,  auch 
sehe  ich  mich  genöthigt,  die  vorkommenden,  zur  Herstellung  des 
Achromatismus  dienenden  Doppellinsen,  die  ich  entweder  nicht  aus 
ihren  Fassungen  herausnehmen  kann,  oder  die  an  einander  gekittet 
sind,  als  einfache  Linsen  zu  betrachten,  und  dcmgemilss  ihre  Haupt- 
punkte zu  ermitteln.     Zur  Abmessung  (Um-  Bronnweiten,  Dicken   und, 


(Olj  Untersuchung  d£s  Weges  eines  Lichtstrahls  etc.  163 

wo  es  nöthig  war,  der  Krümmungen  der  Linsen  habe  ich  mir 
Apparate  anfertigen  lassen,  die  fUr  meinen  Zweck  hinreichende  Ge« 
nauigkeit  gewahren. 

Nehmen  wir  zuerst   das  astronomische  Ocular  vor,  in  welchem 
ein  reelles  Bild  vorhanden  ist. 

Die  Abmessungen  eines  Oculars  dieser  Gattung,  welches  von 
Fraunhofer  verfertigt  ist,  und  aus  zwei  einfachen  Linsen  besteht, 
gab  für  die  erste  Linse  die  Brennweite  ^=37.0,  und  die  Dicke 
=  3.3;  für  die  zweite  Linse  die  Brennweite  s=  11.3,  und  die  Dicke 
=  1.2  Die  Entfernung  der  beiden  inneren  Flächen  dieser  beiden 
Lasen  fand  ich  s=  25.5.  Die  Einheit  aller  Maasse  ist  hier  wie  im 
Folgenden  das  Millimeter.  Beide  Linsen  sind  plan-convex  und  keh~ 
reo  ihre  ebenen  Oberflächen  dem  Auge  zu. 

Wir  bekommen  zuerst  hieraus 

rf  =    3.3  ^  =    0 

(f  =  25.5  ^'  =    3.3 

(r=    1.2  /=28.8 

q   =  30.0 

uQd  nimmt  man  das  Brechungsverhältniss  des  Glases,   aus  welchem 
die  Linsen  bestehen, 

iV=1.53 
an,  so  ergeben  sich 

Q  =  37.0  ,   p,  =  oo  ,   *  =  2.157  ,   (p  =  37.0 
p'=11.3,   ();  =  oo,   d'  =  0.784,   9=11.3 

so  wie  die  Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen 

e  =    0 

^.  =    <''*3  ^=27.657 

e  =  28.8 

c;  =  29.216 
Betrachten  wir  hierauf  beide  Linsen  als  ein  Ganzes,  so  erhalten  wir 

die  Gesammtbrennweitc     0  =  20.26 

die  Hauptpunkte  ....    f^'  =  *9-^^ 

\E^  =  14.07 

die  Brennpunkte  ....    J  29.33 

\F  =  34.33 


Von  den  Hauplpunkten  liegt  also  der  erste  ausserhalb,  und  der 
zweite  innerhalb  des  Linsensystems,  und  von  den  Brennpunkten  is 
der  erste  blos  geometrisch,  aber  der  zweite  roel,  und  liegt  4.33-3 
Millimeter  von  der  zweiten  Oberflftcbe  der  zweiten  Linse  entfernt.  _ 
Die  Verbindung  dieses  Oculars  mit  dem  oben  untersuchten  Objectiv--v« 
giebt,  wenn  das  Mittel  aus  den  dort  erhaltenen  Brennweiten  de 
rothen  und  der  violetten  Strahlen,  nemlich  1 131^445  =  aSSä^'S 
angewandt  wird,  ein  Ferprohr,  dessen  Vergrösserung 

2553.3 


20.26 

beträgt. 


=  126.0 


79. 

Gehen  wir  zum  astronomischen  Ocular,  in  welchem  kein  reell< 
Bild  vorhanden  ist,  dem  R am sden sehen  Ocular,  über,  als  dessc^^o 
Repräsentanten  ich  zuerst  das  folgende,  von  Fraunhofer  verfertig ^Ve 
aufstelle.  Dieses  Ocular  besteht  auch  aus  zwei  einfachen,  plan-convex^Q 
Linsen,  von  welchen  die  convexen  Oberflächen  einander  zugekehrt  siib.^. 
Für  die  erste  Linse  fand  ich  die  Brennweite  ss  34.0  und  die  Dic^liO 
=  2.3;  für  die  zweite  die  Brennweite  s=:  22  2  und  die  Dicke  =s  1  .  *; 
die  Entfernung  der  beiden  inneren  Oberflächen  ergab  sich  3=  1 3  -  1  • 
Hier  werden  also 

c/  =    2.3  7=0 

d'  =  13.1  q    =    2.3 

(/"=     1.6  q"  =  15.4 

q"=  17.0 

und  wenn  wieder  iV=  1.53  gesetzt  wird, 

(i  =  oo      ,    Q,  =  34.0  ,   ()  =  1.503  ,    (f  =  31.0 
(/  =  22.2  ,   (/  =  oo      ,()'=]  .046  ,    ff  —  22.2 

c   =     I.Ö03 

^;  "^   ^'^  ./=  13.100 

c  =  15.4 
c;  =  I5.95i 

Ins  Gesammto  betrachtet  erhalt  man  hieraus 

0  =   17.52 
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£=     n.83 

E,  =  9.20 
F  =  —  3.69 
F  «       26.72 

Hier  liegen  also  beide  Hauptpunkte  im  Inneren  des  Linsensystems, 
und  beide  Brennpunkte  sind  reel.  Der  erste  liegt  b^^Q9  vor  der 
ersten  Oberfläche  der  ersten  Linse,  und  der  zweite  9"72  hinter  der 
zNveiten  Oberfläche  der  zweiten  Linse.  Die  Verbindung  dieses  Ocu- 
lars  mit  dem  obigen  Objectiv  giebt  ein  Femrohr,  dessen  Vergrös- 
serung 

botragt.  ' 

80. 

Seit  einer  Reihe  von  Jahren   macht  man  diese  Oculare   achro- 
matisch, und  wendet  zu  dem  Ende  statt  der  einfachen  Linsen  theils 
zwei,  theils   Eine  aus  Flint-  und   Kronglas  bestehende   Doppellinse 
an.     Unter   den   verschiedenen  Ocularen  dieser  Gattungen,   die  vor 
niir  liegen,  und  von  verschiedenen  Optikern  angefertigt  sind,  wähle 
ich  die  folgende  zur  Berechnung  aus.   Diese  besteht  aus  zwei  Doppel- 
liusen,  die  ich   hier  aber  als  einfache  betrachten  muss,   da  ich  sie 
nicht  aus  ihren  Fassungen  heraus  nehmen  lassen  mag. 

Die  erste  Linse  ist  an  ihren  äusseren  Oberflächen  plan-convex, 
uud  kehrt  ihre  ebene  Oberfläche  dem  Gegenstande  zu;  ihre  Brcnn- 
^veite  ist  =43.0,  und  ihre  Dicke  =7.8.  Die  zweite  Linse  ist 
convex-concav  mit  positiver  Brennweite,  sie  kehrt  ihre  convexe  Ober- 
Osiche  dem  Gegenstande  zu,  ihre  Brennweite  ist  =:  40.2,  ihre  Dicke 
==  6.0,  und  der  Halbmesser  ihrer  concaven  Oberfläche  =32.0 
Sofimden  worden.  Für  das  Brechungsverhältniss  habe  ich  hier  ein 
^littel  aus  den  Brechungsverhältnissen  des  Krön-  und  des  Fiintglases, 
Peinlich  iV=  1.58    angenommen.     Wir  bekommen   hieraus   für  die 
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p  =  oo       ,  C,  =       43.0   ,  d  =ss  4.937,  ^  s=  43.0 
Q  =  24.86,  (.;  =  —  55.17,  i'  =  3.798 ,  tp  =  40.2 

e  s=    4.937 


e,  =    7.8 
e  Ä  24.233 

J=^ 

16.433 

e;  =  26.860 

und  fUr  das  Ocular  im  Ganzen 

0  = 

25.89 

E  = 

15.52 

E,= 

16.97 

F  = 

—  1 0.37 

F  = 

42.86 

Die  Hauplpunkte  liegen  also  wieder  im  Inneren  des  Oculars,  beide 
Brennpunkte  sind  reel,  der  erste  Hegt  10""37  vor  der  ersten  Ober- 
fläche der  ersten  Doppellinse,  und  der  zweite  9""86  hinter  der 
zweiten  Oberfläche  der  zweiten  Doppellinse. 

81. 

Es  soll  jetzt  der  Gang  eines  Lichtstrahls  mittlerer  Brechung  durch 
ein  dialytisches,  Galiläisches  Fernrohr,  ein  sogenanntes  Thealerper- 
spectiv,  betrachtet  werden.  Das  erste  Objectiv  besteht  aus  einer  plan- 
convexen  Linse  aus  Kronglas,  die  ihre  convexe  Oberfläche  dem  Gegen- 
stande zuwendet,  das  zweite  Objectiv  ist  eine  aus  Krön-  und  Flint- 
glas zusammengesetzte  convex-concave  Doppellinse,  die  ihre  convexe 
Oberfläche  dem  Gegenstande  zuwendet,  das  Ocular  ist  plan-concav, 
und  wendet  seine  ebene  Oberfläche  dem  Gegenstande  zu. 

Die  Abmessung  der  ersten  Linse  gab  ihre  Brennweite  =  132.4, 
und  ihre  Dicke  =5.5;  das  Brechungsverhältniss  werde  ich  =  1.53 
setzen.  Die  zweite  Linse,  die  als  eine  einfache  hier  betrachtet  wer- 
den muss,  da  die  zwei  Linsen,  aus  welchen  sie  besteht,  sich  nicht 
von  einander  trennen  lassen,  hat  eine  negative  Brennweite;  der 
Halbmesser  ihrer  concaven  Oberfläche  ist  =  42.0  gefunden  worden, 
und  in  ihrer  normalen  Stellung  ist  die  Entfernung  ihrer  ersten  Ober- 
fläche  von  der  zweiten  der  ersten  Linse  =  42.0,  ihre  Dicke  beträgt 
4.0.  Führt  man  sie  in  ihrem  Rohr  soweit  zurück,  dass  sie  die  erste 
Linse  berührt,  so  ergicbt  sich  die  Gesammtbrennweitc  beider  Linsen 
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sUo.l.  Diese  Daten  gnügen,  um  die  Dimensionen  der  zweiten 
Liose  berechnen  zu  können. 

82, 

Der  Apparat,  dessen  ich  mich  zur  Bestimmung  der  Brennweiten 
bedient  habe,  giebt  diese  durch  die  Formel 

^  =  ■-"4 4(c-A) 

WO  c  die  Entfernung  des  Gegenstandes  von  dem  Bilde  desselben 
bezeichnet,  und  >  4^)  sein  muss,  X  die  Entfernung  des  zweiten 
Hauptpunkts  der  Linse  vom  ersten  ist,  und  b  die  Verschiebung  der 
Linse  bedeutet,  die  erforderlich  ist,  um  bei  unverändertem  c  in  zwei 
verschiedenen  Lagen  derselben  ein  deutliches  Bild  des  Gegenstandes 
za  erhalten.  Da,  wenn  wie  immer  d  die  Dicke  der  Linse  bedeutet, 
Däherungsweise 

ist,  so  bekommt  man  hiemit  durch  die  obige  Formel  schon  einen 
sehr  genäherten  Werth  von  y,  den  man  hierauf  durch  genauere 
Berechnung  der  Hauptpunkte  verbessern,  und  überhaupt  so  genau 
wie  müglich  erhalten  kann.  Man  braucht  hiezu  freilich  die  Kennt- 
niss  des  Einen  Halbmessers  der  Linse,  allein  dieser  braucht  nicht 
mit  sonderlicher  Genauigkeit  bekannt  zu  sein. 

Wenn  d"  und  N'  die  Dicke  und  das  Brechungsverhältniss  einer 
zweiten  Linse  sind,  so  ist  nicht  nur  näherungsweise 

sondern  wenn  beide  Linsen  sich  in  sehr  kleiner  Entfernung  von 
einander  befinden,  so  ist  für  dieselben,  als  Ganzes  betrachtet,  die 
Entfernung  des  zweiten  Hauptpunktes  vom  ersten  näherungsweise 

Für  ein  solches  System  von  zwei  Linsen  giebt  daher  die  obige  For- 
mel, wenn  man  X  +  X'  statt  A  darin  substituirt,  die  Gesammtbrenn- 
weite  auf  die  oben  beschriebene  Art  so  genau  wie  überhaupt  möglich. 

Die  obige  Formel  kann  nicht  auf  Linsen  mit  negativer  Brenn- 
weite, die  keine  reellen  Bilder  geben,  angewandt  werden ;  verbindet 
man    aber  eine  solche  Linse  in   möglichst  kleiner  Entfernung  con- 


centrisch   mil   einer   zweiten,   die   eine   wesentlich   kleinere   positive 
Brennweite  hat,  so  kann  man  die  Gesanomtbrennweite  dieser  beiden    - 
Linsen  bestimmen,  und  hieraus,  wenn  die  Dimensionen  der  letzteren    ] 
bekannt  sind,   die  Brennweite   der   ersteren   berechnen.     Zu  diesem  r 
Zwecke  dienen  die  oben  abgeleiteten  Gleichungen 


0  = 


(ftf. 


</'  +  (/'  —  c'  -•-  e, 


die  nach  der  Elimination  von  e   zuerst 


0  {(p^  +  (p'  —q'——(p'  +  e)  =  yy 


und  hierauf 

geben.  Wenn  statt  des  zweiten  Halbmessers  (>/  der  Linse  mit  n^ja- 
tiver  Brennweite  der  erste  g  gegeben  wäre,  so  mllssle  man  durcb 
die  Gleichung 


j  ^  t 


'^        e'  +  e/-^' 
qI  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  vor  ihrer  Auflösung  eliminiren. 
Besonders  einfach  wird  diese  Elimination,  wenn,  wie  bei  dem  obei^ 
vorkommenden  Ocular,   die  erste  Oberfläche  eme  Ebene   ist.     Berits 
da  in  diesem  Falle  (p  =  q   wird,  so  ergiebt  sich  sogleich 


83. 

Aus  den  in  dem  vorvor.  Art.   angegebenen  Abmessungen  ergab 
sich  nun  für  die  erste  Linse  ohne  Weiteres 

()=  132.4,   (>,  =  oo,   ()  =  3.595,   9=  132.4,   iV=1.53 

und  aus  den  Angaben  für  die  erste  und  zweite  Linse,  indem  für 
letztere  das  Brechungsverhältniss  zu  1.57  angenommen  wurde,  er- 
hielt ich 

p'=  81.92,  (>;=  — 73.67,  ()'=  2.548,  9  =  — 1060.0,  iV'=1.57 

In  Betreff  der  dritten  Linse,  des  Oculars,  habe  ich  ein  ähnliches 
Verfahren  angewandt.     Ich    befestigte   in  Berührung  mit  der  ebenen 
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Oberfläche  dieser  Linse  eine  zweite  convexe  von  angemessener, 
ekannter  Brennweite,  und  bestimmte,  wie  oben  erklärt  wurde,  die 
esammtbrennweite  dieser  beiden  Linsen.  Da  nun  die  Dicke  der 
i^ularlinse  2.5  beträgt,  und  angenommen  worden  musste,  dass  sie 
is  Krongias  besteht,  so  erhielt  ich  für  dieselbe 

=  00,   p;=  — 26.38,   (»"=1.634,    9)"=  — 26.38,    iV"=  i.53 

Es  werden  nun  zunächst 


d    —    5.3 

q    =      0 

<f   =  34.5 

q    s=       3.5 

d'  =    4.0 

q"  =     40.0 

d'"  =  63.922 

f  =     44.0 

«T"  =    2.3 

q"  =  109.9 

(f  =  112.422 

DD  welchen  d'"   durch  Rechnung  so  bestimmt  wurde,   dass  parallel 
iofallenden  Lichtstrahlen  parallel  ausfahrende  entsprechen. 

Wir  bekommen  nun   zunächst   die  Abscissen   der   Hauptpunkte 
ier  einzelnen  Linsen 


c    =      0 
c    =      1.905 
e    =    76.66 
e'  =    76.97 
c"  =  111 .536 
c"=  112.422 


./  =  74.75 


./  =  34.386 


ben  wir  no<'h 


inzufiigen. 


/;  =  134.303 
f  =  137.936 


84. 
Die  Berechnung  der  Vercinigungsweilcn  nach   den  Ausdrucken 
'  .Vrt.  63  giebl 

«  =  6  =  132.4 
=  ,r=  — 37.630,  «'—6'=    60.966 

=  /*'=  — 26.38 

« '  =  —  1 060.0,  /!?'  =  —  1 060.0 

=  1094.586.  «' =  —  25.758.  6=1134.75,  /?,  =      149.89 

«"=  —  26.38  .  ß=       132.4 
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woraus  man  mit  Anwendung  der  in  den  Artt.  57  und  66  einge 
len  Bezeichnungen,  durch  die  Ausdrücke  des  letzteren  Art.  zuei 

*,•  =  1 40.02 
F«  SS  —  1 49.89  Fo'^  ^  37.936 

E,»^—    -9.87  iS'o'rs  — 2.084 

0=  — 24.945 
F'=  134.31  F"=    86.664 

£'=109.365  £"=111.609 

erhält.     MaD  sieht  durch  die  Vergleichung  mit  den  Angal>eD  des 
Art.,  dass  die  Gleichungen 

die  im  Art.  67  erhalten  wurden,  erfüllt  sind. 

Für   die  Vergrösserung    dieses    Femrohrs    bekommen   wir 
zufolge  der  Artt.  56  und  57 

.7?  =  5.308 


= 

5.308 

= 

5.308 

mit 

einander  übereinstimmend. 

85. 

Rechnen  wir  die  C  und  D  Coeflficienten   nach   den  Ausdr 
der  Artt.  64  und  67,  so  ergeben  sich 

logC  =7.87811  logC  =9.63891 

log  C"  =  7.85382  log  C"  =  9.27509 

log  Z)"  =  0.02959  log  ly  =  1.87361  tt 

log  /)'"  =  0.72491  log  ly  =  2.04835« 

Man  kann  nun  zunächst  den  Ort  des  Auges  und  dessen  Gegen 
unmittelbar  durch  die  Ausdrücke  (58)  berechnen,  zu  welchem  i 
in  diesem  Beispiel  ^  =  e  =  0  und  q"  —  e "  ^  0  sind ;  man  ü 

J=    91.363 
J  =  593.29 

Der  Ort  des  Auges  liegt  also  im  Innern  des  Fernrohrs,  und  ist 
nur  geometrisch  vorhanden,    wie  von   den  GaliUi schon  Ferni 
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überhaupt  bekannt  ist.  Der  Gegenpunkt  liegt  zwar  ausserhalb  des 
Fernrohrs,  aber  an  dem  unrichtigen  Ende  desselben ,  und  ist  daher 
auch  nur  geometrisch  vorhanden.  Die  vom  Ocular  ausgehenden, 
nach  dem  Objectiv  sich  bewegenden  Lichtstrahlen  haben  ihren  Vcr- 
eioigungspunkt  nicht  an  der  entgegengesetzten  Seite  des  Objectivs, 
sondern  fahren  divergirend  aus,  so  dass  ihr  Vereinigungspunkt,  wenn 
man  sie  rückwärts  verlängert ,  auf  der  entgegengesetzten  Seite  des 
Oculars  zu  liegen  kommt.  Man  findet  leicht,  dass  dieses  in  jedem 
Galiläi sehen  Fernrohr  stattfinden  muss. 

86. 

Zur  Berechnung  der  Ausdrücke  für  die  halben  Oeffnungen  nach 
den  Gleichungen  (59)  bemerke  ich,  dass  in  diesen  e  in  Theilen  des 
Kreishalbmessers  verstanden  werden  muss,  und  daher  immer  eine 
VIeine  Zahl  ist.  Da  dadurch  der  Ueberblick  erschwert  wird,  so 
ziehe  ich  vor,  die  Coeflficienten  von  e  mit  57^*296  zu  dividiren, 
wodurch  die  Einheit  von  e  Ein  Grad  wird.  Somit  bekam  ich  durch 
Hülfe  der  vorstehenden  numerischen  Werthe 

k   =  l,       k'  =  —  0.063  a  +  0.973  / 

r  =  —  0.665  €  +  0.712  / ,       k"  =  —  0.689  e  +  0.671  / 

•    r=  —1.920  6  +  0.200/,       r  =— 1.951  «  +  0.189/ 

Man  kann  bemerken,  dass  k  und  k\  k"  und  k*"^  k""  und  k  sehr 
wenig  von  einander  verschieden  sind,  welches  immer  der  Fall  sein 
wird,  wenn  die  Linsen   nicht  allzu  dick  sind.     Es  zeigt  sich  ferner, 
dass  die  Werthe  des  Coeflficienten  der  Ausdrücke  für  k"  und  k"  we- 
sentlich von  den  Werthen  von  C  und  D'  verschieden  sind,  während 
die  Coeflficienten  der  übrigen  k  den  Werthen  der  betreffenden  C  und 
/^Coefficienten   sehr    nahe  gleich   sind.     Ersteres    rührt  davon   her, 
dass  die  zweite  Linse  eine  Meniske  ist,  deren  Krümmungshalbmesser 
weit  kleiner  als  die  Brennweite  sind. 

87. 

Ich  werde  jetzt  ein  terrestrisches  Handfernrohr  auf  ähnliche 
iVeise,  jedoch  etwas  ausführlicher,  untersuchen,  da  das  terrestrische 
Jcular,  so  wie  es  seit  langer  Zeit  eingerichtet  wird,  einige  Merk- 
kvUrdigkeiten  darbietet,  die  nicht  allgemein  bekannt  zu  sein  scheinen. 


Das  achromatische  Ohjectiv   dieses  Fernrohrs   kann  ich  zwar  wieder 
nicht  in  seine  einzelnen  Linsen  zerlegen,  sondern  muss  es  als  einfache 
Linse  betrachten,   aber  dieser  Umstand  ist  auch  hier  ohne  Belang. 
Beide  äusseren  Oberflttchen  des  Objectivs  sind  convex,  und  die 
zweite  hat  einen  Halbmesser  von  ohngeföbr  Einem  Meter.     Ich  kann 
in  der  Bestimmung  dieses  Halbmessers   mehr  gefehlt  haben,   als   in 
den  übrigen  Abmessungen,  aber  auch  dieses  ist  dem  Zwecke,   wel- 
chen ich  hier  verfolge,  nicht  hinderlich.     Die  Dicke  dieses  Objectivs 
fand   ich  =  9.7,  und  dessen  Brennweite  =  540.0;   die  Entfernung 
der    zweiten  Oberflache    desselben  von    der    ersten   Oberfläche   der 
ersten  Ocularlinse  wurde,    nachdem   die  Übrigen  Abmessungen  aus- 
geführt worden  waren,   durch   die  Bedingung,   dass  parallelen  ein- 
fallenden   Lichtstrahlen    parallele    ausfahrende    entsprechen    müssen, 
=:  547.05  gefunden.     Die  Gleichung 

gab  '  den    ersten  Halbmesser    des   Objectivs.     Die    vier    Ocularlinsen 
sind  alle  plan-convex,  weshalb  durch  die  Messungen  der  Brennweiten 
derselben    die    zweiten   Halbmesser    derselben    unmittelbar  gegebecm 
wurden.     Die  so   erhaltenen  Daten   aller    fünf  Linsen    befinden  sicl^ 
in  der  folgenden  Zusammenstellung 

()    =783.5,    Q,   =1724.1,    d    =6.139,    (f    =540.0,  N   =1.5 


9    — 

oo   , 

1 

9.    = 

39.8, 

d' 

= 

1.830, 

(ff   =    39.8, 

iV'  =  1.5  — 

P    = 

oo    , 

9.    = 

44.8, 

(f 

z=: 

1.373, 

<p    =    44.8, 

N'  =  1 .5  - 

Hl 

C      = 

49.7, 

III 

9.  = 

oo      , 

Ü" 

= 

2.740, 

y."  =    49.7, 

IS"  =  1 .3 

n 

34.5, 

9.    = 

oo      , 

()'■ 

= 

1.634, 

^,"  =s    34.5, 

A"'=  l.ö 

(/    ="■     9.7 

Ü       = 

0 

, 

./'  = 

;)47.0.'i 

\ 

1 

<f  = 

9.7 

(/"  = 

:^.8 

550.75 

</■"  = 

44.1 

'/  = 

559.55 

</"  = 

2.1 

7    = 

G03.65 

(/'    = 

109.0 

1 

605.75 

if  = 

4.2 

1  / 

714.75 

<r"  = 

52.3 

1 II 

718.95 

it  III 

2.Ö 

Hu 

■  7    = 
7"  = 

771.25 
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Die  Hauptpunkte   der  einzelnen  Linsen  nebst  den   betreffenden 
unterschieden  folgen  hieraus 

e  s=  1.923 
e  s  5.468 
e  ^  558.580 
e'  =  559.550 
e"  =  605.023 
e'  ^  605.750 
p"  =  7U.750 
«•"ss  716.205 
e"  =  771 .250 


J   =  553.112 


J'  =    45.473 


J"  =  109.000 


55.04.' 


<?;  SS  772.116 
denen  ich  noch  den  zweiten  Brennpunkt  der  ersten,  und  den  ersten 
Brennpunkt  der  letzten  Linse,  nemlicli 


hinzufüge. 


/;  =  545.468 
r=  736.750 

88. 


Die    nach    den    Ausdrucken    dos    Art.    65    berechneten    Vcroi- 


nigungswciten  sind  hier 


a'=ff  = 


13.112 
65.027 
—  35.028 
34.5 
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tf 




5.673,  «" 
115.405,  a"' 
-32.195,  «" 


39.8 
-  6.495 
87.240 
16.654 
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tt    s= 


64.20  ,  « 
165.010,«  " 


44.8 
220.055 
28.535 
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—  19.554 
144.028 
;  20.547 


b" 
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59.390,  ß"  = 
137.740,  /?;  = 
522.235,  ß'  a= 


49.7 
183.213 
30.877 
—  15873.7 
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49.7 
—  6.325 
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0.673,  /?; 

553.797,  (i 


44.8 
—  0.685 
'21675.0 


!        39.8 
b—  513.312,  (i  =—10386.0 
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woraus  zuDächs.t  die  folgenden  Brennweiten,  Brenn-  und  Hauptpu 
folgen, 

(po  =  805.30 

P   SS  10387.9  geom.  F'o  =      540.00  geom. 

E\  =  11193.2  ausserh.  £'«=  —265.30  ausscrh. 

0«  =r  —  1783.67 
F»,= —21673.1  reel  F\^    749.778  reel 

E\^  SS  —  23456.8  ausserh.         'E\  =  2533.5  ausserh. 

</>o  ___  1046.26 

F\  =  1 5875.6  geom.  Fo"  «=  736.752  reel 

F'^Ä  14829.3  ausserh.  £«"  =  1783.01  ausserh. 

0'„  =  45.570 
F'„  =  559.265  geom.  F",  =  599.255  geom. 

F'  =  604.835  innerh.  F"  as=  553.685  ausserh. 

u  I 

«P'   =  —  34.422 

ui 

F  =  527.703  reel  F"  =s  803.445  reel 

III  I 

E'  =  493.281   ausserh.  F"  =  837.867  ausserh. 

0'    =  —  17.806 
F'  =  545.468  reel  F'"  =  788.770  reol 

F'„=  527.662  ausserh.  F"  =  806.576  ausserh. 

0"   =  —  153.557 

in 

F"  =  421.810  reel  F"  =  936.26  reol 

F"  =  268.25  au.sserh.  F"'=  1089.84  ausserh. 

0"    =  —  26.554 
F    =  540.00  reel  F"  =  800.651    reel 

ly  // 

F"  =  513.4.")  ausserh.  F  "  =  827.21   an.^scHi. 

il'  II 

<Ji    =  58.813 
F';,=  749.778  geom.  F"  =  765.791  geom. 

F",=  808.59  ausserh.  F"'  =  706.98  ausserh. 

i\  III 

Vor  Allem  kann  man  bemerken,  dass  die  Gleichungen 

des  .\rl.  67  auch  hier  erfiiilt  siucl.     Es  ist  aiis.sertleni  zu  beuio 
dass    eine  Anzahl    der   orhallenen  Gosanjmtbrennweiten    negativ 


f 


ft3]  Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  etc.  175 

gefallen  sind,  obgleich  das  Fernrohr  aus  lauter  Linsen  von  positiven 
Brennweiten  besteht;  Unter  den  Linsensystemen,  welche  negative 
Brennweiten  besitzen,  haben  die  meisten  zwei  reelle  Brennpunkte, 
nur  Eins  hat  blos  Einen  reellen  Brennpunkt.  Die  drei  Systeme, 
welche  positive  Brennweiten  besitzen,  haben  demohngeachtet  keinen 
reellen  Brennpunkt,  sondern  nur  geometrisch  vorhandene.  Alle 
Hauptpunkte,  mit  Ausnahme  eines  Einzigsten  liegen  ausserhalb  des 
betreffenden  Linsensystems.  Betrachtet  man  das  ganze  aus  vier 
Linsen  bestehende  Ocular ,  nemlich  das  System ,  welchem  ^\^  ange- 
hört, so  sieht  man,  dass  dieses  eine  negative  Brennweite  besitzt, 
aber  demohngeachtet  dessen  beide  Brennpunkte  reel  sind ;  man  kann 
sich  dieses  letzteren  Resultats  an  jedem  terrestrischen  Ocular  leicht 
vergegenwärtigen. 

Die  Vergrösserung  dieses  Fernrohrs  ergiebt  sich  wie  folgt: 


.'«"*."» 


—  :^  =  30.326 

—  ^  =  30.328 

—  ^  =  30.327 


-  ir  =  30.327 
in  bester  üebereinstimmung  sind. 


89. 
Durch  die  Ausdrücke  der  Artt.  Gi  u.  67  ergeben  sich 

hgC    3s  7.26761  logC    =  8.38528  n 

—  C*  =  7.09404  —  C  =  8.9071 3  n 

—  C  =s  6.74869 n  —  C  =  8.2931 1  n 

—  C"  Ä  6.98036  n  —  C"  ä  8.51818 

log  D*  s  1 .1 1 049  n  log  D'    »  2.74281  n 

—  D"ä  1.08465»  —  ir  =  1.52296 

—  IT' Ä  1.18104  —  D'   Ä  3.13290 

—  iy=  1.48182  —  D"'  =  2.71836 

woraus  wir  zunächst  die  Werthe  der  k',  k",  etc.   ermitteln  könnten. 
Da    aber   hier  keine   Menisken    vorhanden   sind,    so   gntlgt  es,  die 

Akhrad.  4.  K.  8.  CMclUch.  d.  Wiueaicb.  XV.  18 


f ,  r,  etc.  statt  jener  anzusetzen.     Fügt   man  die  Winkel  f\  e",  eL  «. 
hinzu,  so  geben  die  Gleichungen  (48) 

€    =                 f  + 0.106/,  /'   =—    9.65  e  — 0.024/ 

e"  =  —  12.90  e  +  0.071  /,  T  =  +    0.58  e  —  0.081  / 

^     f "  =  -  12.15  €  —  0.032  /,  r  =  +  23.70  e  -  0.020  / 

6'*^  = +  15.17«  — 0.055/,  /''.=  +    9.13  «  +  0.033/ 
/  =  +  30.33  € 

in   welchen   allenthalben   die   Einheit  der  Winkel  «,  e\  t"^  etc.   Bin 
Grad  ist. 

90. 

Man   kann  jetzt  den  Ort  des  Auges    und   dessen   GegcnpunkC::^ 
durch  die  Ausdrucke  (58)  berechnen.     Es  findet  sich 

/  =  789.36 
J  Ä  —14352 

Diese  beiden  Punkte  sind  hier  reei,  der  Ort  des  Auges  liegt  iö""61 
hinter  der  zweiten  Oberfläche  der  vierten  Ocularlinse,  und  der  Ge- 
genpunkt nahe  14l  Meter  vor  der  Objeclivlinse. 

Das  Bild  des  Objectivs,  welches  im  Orte  des  Auges  eines  Fem- 
rohrs entsteht,  ist  nicht  das  Einzige  dieser  Gattung.  Betrachtet  man 
blos  den  Durchgang  des  Lichtstrahls  durch  das  Objectiv  und  die 
erste  Ocularlinse,  so  muss  schon  ein  Bild  des  Objectivs  entstehen; 
betrachtet  man  das  Objectiv  nebst  den  beiden  ersten  Ocularlinsen, 
so  muss  ein  anderes  Bild  des  Objectivs  entstehen  u.  s.  w.,  nur  sind 
diese  Bilder  nicht  immer  reel  vorhanden.  Da  nach  Wegnahme  einer 
oder  mehrerer  Ocularlinsen  parallel  einfallenden  Lichtstrahlen  keine 
parallel  ausfahrenden  entsprechen ,  so  kann  man  die  Oerter  dieser 
Bilder  nicht  durch  die  Gleichungen  (58)  berechnen,  sondern  muss 
sich  dazu  der  (51)  oder  der  (53)  oder  der  (54)  bedienen,  die, 
wenn  man  auch  die  Gegenbilder  berechnen  wollte,  in  Bezug  auf  { 
und  1]  aufgelöst  werden  mtissten. 

Im  terrestrischen  Femrohr  ist  das  durch  das  Objectiv  und  die 
erste  Ocularlinse  bewirkte  Bild  des  ersteren  das  Einzige,  welches 
reel  vorhanden  ist.  Die  Goordinaten  desselben  erhält  man,  nachdem 
in  den   eben   genannten  Ausdrucken   /i=  2,  £  =  9  und   r^  =    der 
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halben  Oeffnung   des  Objectivs    gesetzt    worden    sind.     Es    werden 
folglich,  wenn  man  sich  der  (54)  bedient,  die  am  Einfachsten  sind. 


r  =  F'o- 


wo  Tür  fi  der  eben  genannte  Werth  zu  setzen  ist. 

In  dem  in  Betrachtung  stehenden  terrestrischen  Fernrohr  beträgt 
die  halbe  Oeffnung  des  Objectivs  21  ""2,  und  man  bekommt  daher 
Tür  die  Coordinaten  des  gesuchten  Bildes 

{"  =        602.45 
f/"  s=  —  1 .64 

wo  das  negative  Zeichen  vor  dem  Werthe  von  iy"  blos  anzeigt,  dass 
das  Bild   ein   umgekehrtes   ist.     Die  Vergleichung   des  Werthes  von 
5"  mit  den   im  Art.  87   angegebenen  Weichen   der   verschiedenen   q 
zeigt,  dass  dieses  Bild  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten  Ocular- 
iinse  liegt,   und  daher   in   der  Thal  vorhanden   ist.     Die  Entfernung 
desselben  von  der  ersten  Oberfläche  der  zweiten  Ocularlinse  beträgt 
1  "20,   und   der  Durchmesser   desselben    3™"*28.     Dieses   ist  so  zu 
^'^crslehen,  dass  alle  Lichtstrahlen,    die  durch  das  Objectiv    ins  Fem- 
rx)hr  dringen,    mögen   sie   innerhalb   oder   ausserhalb   des   Gesichts- 
feldes des  Fernrohrs  liegen,  sich  durch  die  Brechungen,  die  sie  durch 
^as  Objectiv   und  die   erste  Ocularlinse  erleiden,   so  verengen,   dass 
sie  in  der  Ebene,  welche  der  Abscisse  |"  angehört,  durch  die  Flüche 
^ines  auf  der  Abscissenachse  concentrisch  stehenden  Kreises   gehen, 
dessen  Durchmesser  nur  3""*28    betrügt.     Ausserhalb   dieses  Kreises 
be6nden  sich  gar  keine  Lichtstrahlen   in   dieser  Ebene,   wenn   nicht 
elwa  welche   durch   Zu  rück  werfungen  von   der    inneren   Wand   des 
Rohrs  dahin  gelangen  sollten.    Um  die   nachtheilige  Wirkung  solcher 
ooregelmässigen  Lichtstrahlen  zu  verhindern,   bringt  man  in  der  ge- 
nannten Ebene   die  bekannte  Blendung   an,    die  mit  einer  kleinen 
Oeffnung  versehen  ist,  deren  Durchmesser  so  eben   für  das   in  Rede 
stehende  Femrohr  berechnet   worden    ist.     In   der  Ebene,   welcher 
i'  angehört,  ist  überhaupt  der  Durchmesser  des  Strahlenkegels,  wel- 
cher das  Femrohr  zu  durchlaufen  vermag,  ein  Minimum. 

Man  erkennt  femer   leicht  aus  dem  Vorhergehenden,   dass  die 
Oeffnung  dieser  Blendung  durchaus  ohne  Einfluss  auf  die  Grösse  des 

42* 
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Gesichtsfeldes    des  Fernrohrs  ist;    wollte  man  sie   kleiner   machen,  j 
als  das  nach    den  obigen  Sätzen  berechnete   Maass  derselben ,  sc~:3 
würde    das    Gesichtsfeld    dadurch    nicht    im    Mindesten  verkleinert  ^ 
aber  es  würde  die  Helligkeit  am  Rande  des  Gesichtsfeldes  verminder 
werden. 

Das  eben  berechnete  Bild  ist  das  Einzige  dieser  Gattung,  wel — 
ches  im  terrestrischen  Fernrohr  reel  wird.     Berechnet  man  die  Ab— 
scisse    des  durch    das   Objectiv    und    die    zwei   ersten  Ocularlinsei? 
verursachten   Bildes,    so    fmdet    man    diese    ^"=603.01.      Dieses 
liegt  also,  jenem  sehr  nahe,   auch  zwischen  der  ersten  und  zweiten 
Ocularlinse,   und  ist  daher  nur  geometrisch  vorhanden,   da  es,   um 
reel  zu  sein,  zwischen  der   zweiten   und  dritten  Ocularlinse    liegen 
müsste.     Die  Berechnung  des   durch  Zuziehung  der  dritten  Ocular- 
linse entstehenden  Bildes  dieser  Gattung  giebt  dessen  Abscisse  s'*^  = 
805.73.     Dieses  Bild  liegt  nun  zwar  hinter  der  dritten  Ocularlinse, 
aber  ausserhalb  des  Femrohrs,  und  ist  daher  auch  nicht  im  Fern- 
rohr   vorhanden.     Die    Zuziehung    endlich    der    vierten   Ocularlinse 
führt  auf  das  schon  berechnete,  im  Orte  des  Auges  befindliche  Bild 
des  Objectivs. 

91. 

Untersuchen  wir  in  dem  in  Betrachtung  stehenden  Fernrohr  die 
an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  desselben  einfallenden  Lichtstrahlen 
in  Bezug  auf  die  Oeffnungen  der  verschiedenen  Linsen.  Die  vorge- 
nommenen Abmessungen  ergeben 

das  Gesichtsfeld  des  Ferarohrs =  50' 

die  halbe  Oeffnung  des  Objectivs =  21""2 

„       „  „       der  ersten  Ocularlinse  =    9.5 

zweiten        „         =    7.0 
„         „     dritten         „  ==10.5 


99  99 


99  99  99  99  i  iv/«  i/v/m  ,, 


vierten        ,,  =6.6 


andererseits  erhalten  wir   durch  die   im  Art.  89   gefundenen    nume- 
rischen Gleichungen  für  dieses  Fernrohr, 
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wenn  e  as  0  und  /  as  21  .*2  gesetzt  werden, 
«'  =  +  2<>25  r  =  —  0.50 

t'  =  +  1.50  r  =  —1.72 

f-  =  —  0.68  r  =  —  0.42 

«-=--1.-17  r  =  +0.70 

/  =0 

wenn  «  =s  ^*  und  /  =  0  gesetzt  werden 

«'   =  +  ona  r  =  —  4.02 

«•  =B  —  5.38  r  =  +  0.24 

«"  =  —  5.06  r  =  +  9.88 

«'"  =  +  6.32  r  =  +  3.80 


r 

a 


s=  +  12.64 


und  hieraus  durch  Additionen  und  Subtractioncn, 

für  «  =  T»r°  and         /  =  21.2 

e'  =  H-    2»67  f  =  —    4.52 

«"  =  —    3.88  r  =  —    1.48 

«"•  =  —    5.74  r  =  +    9.46 

(•'=  +    5.15  r=  +    4.50 
*'  =  +  1 2.64 

und  für  e  =s  ^1^"  und  l  =  —  21.2 

«'  =  —    r83  /   =  —    3.52 

e"  =  —    6.88  r  =  +    1.96 

«"=  —    4.38  r=  +10.30 


«*=  +    7.49  r=  +    3.10 

/  =s  +12.64 

%  beiden  letzten  Abtheilungen  beziehen  sich  auf  Lichtstrahlen,  die 
on  eiDcm  und  demselben  an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  liegen- 
en  Punkt  des  Gegenstandes  ausgehend,  das  Objecliv  in  zwei,  ein- 
ider  diametral  gegenüber  liegenden,  Punkten  des  Randes  desselben 
^hneiden,  und  daher  die  überhaupt  erforderlichen  Oeffnungen  der 
[^ularlinsen  bestimmen.     Man  sieht  hieraus,  dass  wenigstens 

die  halbe  Oeffnung  der  ersten  Ocularlinse  4.52 

„       „           „           „    zweiten         „  i.96 

„       „           „           „    dritten           „  10.30 

„       „           „           „    vierten          „  4.50 


sehr  nahe  bclrageo  müssen,  uin  alle  LichtstrableD,  die  ins  Gesichtefeli^j 
gelangen  können,  durchzulassen.  Vergleicht  man  diese  Oeffnungs^ 
maasse  mit  den  oben  durch  Abmessungen  gefundenen,  so  zeigt  sichri 
dass  die  erste,  zweite  und  vierte  Ocularlinse  dieses  Fernrohrs  meh^r: 
wie  hinreichend  gross  gemacht  worden  sind,  dass  dahingegen  d'im 
dritte  nur  die  eben  erforderliche  Oeffnung  erhalten  hat. 

92. 

Im  Vorhergehenden  sind  im  Betreff  des  terrestrischen  Fernrohrs 
alle  behandelten  Lichtstrahlen  als  Ceulralstrahlcn  betrachtet  worden, 
welches  auch  für  die  zu  erlangenden  Resultate  ausreichend  war,  es 
kann  aber  auch  von  Interesse  sein  in  Erfahrung  zu  bringen,  wie 
sich  strenge  genommen  die  durch  ein  terrestrisches  Ocular  dieser 
Gattung  gehenden  Lichtstrahlen  zu  einander  verhalten;  es  soll  daher 
jetzt  der  Gang  einiger  derselben  durch  die  strengen  Gleichungen 
des  §  1  untersucht  Verden.  Hiebei  sollen  indess,  um  nicht  zu  weit- 
läuftig  zu  werden,  blos  Lichtstrahlen  betrachtet  werden,  die  mit  der 
Abscissenachse  in  Einer  Ebene  liegen,  und  das  achromatische  Ob- 
jectiv,  welches  aus  den  oben  angegebenen  Gründen  ohnehin  nicht 
weiter  analysirt  werden  kann  ,  als  ein  vollkommenes  betrachtet 
werden. 

Da  das  vollkommene  achromatische  Objectiv  die  Eigenschaft 
besitzen  muss,  dass  alle  durch  dassclbo  durchgehende  Lichlstrahlen 
so  behandelt  worden  können,  als  wUrcn  sie  Centralstrahlcn ,  so  ist 
die  Gleichung  jedes  aus  solchem  Objectiv  ausfahrenden  Lichtstrahls 
überhaupt 

y  =  {e^  —  x)e+l 
oder 

Für  die  Anwendung  des  Verfahrens  des  Art.  31  muss  aber  die 
Gleichung  dieses  Lichtstrahls  auf  die  Form 

y  =  (a '  —  x)  a  -I-  fe" 

oder,   da   im    gegenwärtigen   Falle  die   erste  Oberfläche   der   ersten 
Ocularhnse  eine  Ebene  ist,  auf  die  Form 

?/  =  (?"  —  ^) «"  +  f^" 
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gebracht  werden.     Da  nun  e  ss  a    ist,   so  geben   die  vorstehenden 
GieichuDgen 

aus  welcher  k"  zu  berechnen  ist. 

Da  femer  in  dem  zu  berechnenden  terrestrischen  Ocular  meh- 
rere der  brechenden  Oberflächen  Ebenen  sind,  so  kommen  auch  die 
Gleichungen  des  Art.  32  in  Betracht,  und  es  erscheint  aus  diesem 
Grunde  zweckmässig  die  erforderlichen  Gleichungen  für  den  gegen- 
wärtigen specieilen  Fall  aus  den  Artt.  31  und  32  auszuschreiben 
uad  zusammen  zu  stellen.  Diese  sind,  wenn  das  Brechungsver- 
hällniss  wie  oben  mit  N  bezeichnet  wird 

sm  a   =  -j^  sin  a 

Sin  (a  —ff)  =    \m,  _  Lr  sm  a    —     „,_  „.  cos  a 


r 


ly 


sin(a'^-<n  ^  N  sm  {a"  -  0") 
sm  a  ^  iy  sm  a 

sin  (a'  -  ÖO  =  -9^ . ^.sin  ^  -  O  H-^I-f  cos  «^  Ig  « 

sin(a"— <r)  =  Nsai{a—e) 

sin  [a"  _  öT-)  =  A"  sin  {„"  —  (Tj-t-ß'  sia  a' 

sin  («'"  _</')=!  sin  («"  -  Ö^') 
sm  a     =  iV  sm  a 

SJD  (a     —  /T)    =   JrrTir^r  *  ^^^^r   SIU   («       —  «T  )    +  ^„,  _  ^„,    COS  «       tg  « 


sin  («"  -  O  =  ■  i  sin  («"'  -  r) 
sm  a  =  iV  sm  a 

=  -   (P    -9    )  cosa'»        -»"  (P     -9   )•«« 

worauf  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls 
wird. 
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93. 

Die  Werthe  der  p  für  das  zu  berechaeade  Ocular  finde 
aus  den  Angaben  des  Art.  87  wie  folgt,  welchen  ich  die  dort 
befindlichen  Werthe  der  q  beifüge. 


p 

sss  OO 

=  556.75 

Itt 

p 

s=:  538.4Ö 

1 

=  559.55 

IV 

p 

:=  OO 

IV 

9 

=  603.65 

V 

p 

=  582.00 

V 

H 

=  605.75 

P 

=  741.09 

M 

=  7U.75 

xn 

P 

^  OO 

vn 

9 

=  718.95 

p 

=  789.53 

vin 

=  771.25 

IX 

p 

^  OO 

IX 

9 

=  773.75 

Hieraus  folgen  die  zur  Berechnung  des  Weges  des  Lichlslra 
forderlichen  Constanten  der  Gleichungen  ^es  vor.  .4rt. 

log  ^^  =  9.9383 

'og  p,,,  1  g...  =  8.6758  n 

log  V^  =  ^-^^^^ 

f.iv „Hl 

log  \J,    =  0.4386» 

•og    pl  I  ''J   =  9.9599 
log  A  =  log  -^fr  =  9.9549h 
log  IT  =  log  -f^  =  0.78 1 0 
'og/'i;r„=  0.1586 
'og  f'Zg^'"  =  «-083^  " 

r>in f^Vii 

'og  f"'  - 1'"  =  0-Ö866 
log(p""_f')  =  1.2621 
log  {p"'  —  f)  =  1.1981 
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94. 

Berechnen  wir  zuerst  den  von  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes 
auf  das  Objectiv  einfallenden  Randstrahl ,  für  welchen  e  =  -{■V"  und 
/s21.2  sind.     Zufolge  des  Art.  91   entsprechen  diesem  die  Werthe 

c'=  +  2«67,  /'=«  — 4.52 

womit  der  Art.  92 

r  =  -  4.435 

giebt.  Mit  diesen  Werthen  von  e  s:  n  und  k'  geben  die  Gleichun- 
gen und  die  Constanten  der  beiden  vor.  Arlt.  mit  Anwendung;  des 
minieren  Brechungsverhältnisses 

iV=1.53 
nach  und  nach 

a"   =       2»40.'O 

a"  a=       1    44.6  <?'"  =  12»20.'0 

«'"  =  —  3  58.4 

«•^    =  — 2   35.8  (T    =    3   11.7 

«'  =  —  5   41.2  ff"  =21    38.8 

«'"  =       4   10.8 

«""=       6  24.2  r"=11    28.1 

tt"  =       8     9.7 

a    =s     12  32.8 

k"  =  +  3.328 

Für  den  von  demselben  Punkt  des  Gegenstandes  ausgehenden 
Uchtstrahl,  welcher  das  Objectiv  am  entgegengesetzten  Rande  schnei- 
dft,  für  welchen  also  e=s-,^o,  /^  —  21.2  sind,  giebt  die  Rech- 
nung,  mit  Beibehaltung  des  obigen  Brechungsverhältnisses,   die  fol- 
genden Werthe.     Zuerst  werden 

e'ss  — 1«83,   /'  =  — 3.52 
fc*  SS  —  3.578 


und  hicmit 


a     =—  1»50' 

«'"  =  —  1    11 .9  e'"  =       9«  37.'4 

a'"  =  -  7     4.0 

a     =  —  4   36.7  <r    =  —  5     9.9 

«'  =  —  4   19.1  e"  =     23  35.5 

«•"  =       5   40.8 
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a 


Vllf 


a 


a 


IX 


8  51.8 

8     9.0 

12  31.8 

r 


r'ss       6   48.3 


3=  +  1 .827 

Dem  von  demselben  Punkt  ausgehenden  Lichtstrahl,  v 
die  Mitte  des  Objectivs  trifft,  gehören  ;  ss  ^<>,  /asO  an,  ' 
zuerst 

6's=0''42,  /'  =  — 4.02 
fc"  s=  —  4.007 


folgen,  ferner 

0«25' 

III 
a     = 

0  16.3 

ö'"  SS     10«  58:9 

IV 
a     = 

—  5  32.3 

V'      _ 

—  3  37.0 

<r    =  — 1      1.8 

VI 

a     SS 

—  4  59.4 

r  =     22  35.6 

Vit 

4  58.6 

V$ll 

a     SP 

7  37.6 

r'=       9     7.5 

IX 

a     SS 

8     8.7 

a     SS 

12  31.2 

r  =  H 

h  2.574 

Zur   leichteren  Uebersicht  sollen   die  Einfalls-   und   Brcc 
Winkel  dieser  'Lichtstrahlen  hier  zusammengestellt  werden. 

Einfallswinkel.  Brechungswinkel. 

Erste  Ocularlinse. 
Erste  Oberflache. 


» 


a 


—  1^50',    +0^25',    +2U0' 


a   = 


—  1«  12',    +0M6', 


Zweite  Oberfläche. 


—  10   49,    —  10   43,    —10   35 


«  —     ^         = 


—  16   41,    —  16   31,    - 


Zweite  Ocularlinse. 
Erste  Oberfläche. 


IV 

a   SS 


—  7   4,    —5   32,    —   3  58 


a 


—  4   37,    -  3   37,    — 
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Zweite  Oberflttcbe. 

+  0»33',    —2«  35',    —5«  48'    |    +  0«  51',    —  3»  58',    —  8»  53' 

Dritte  Oculariinse. 

Erste  Oberfläche. 

a"-r^  [  «"  —  0"  = 

-27   55,    —27   35,   —27  20[— 17  49,   -17  37,    —17  28 

Zweite  Oberfläche. 

+  ri    47,    +4   59,    +4   14    |    +8  52,    +  7  38,    +  6  24 

Vierte  Ocularlinse. 
Erste  Obernachc. 

-1-24,— 1    30,    -54       1+121,— 0   59,— 318 
Zweite  Oberfläche. 

-•-8   9,    +8   9,    -1-8    10       1-1-12   32,    -1-12   31,    -H  12   33 

Da  alle  terrcBlrischcn  Üculare  mit  geringen  Veränderungen  die- 
selbe Einrichtung  haben,  so  gi^t  die  vorstehende  Zusammenstellung 
zu  erkennen,  dass  in  .denselben  grosse  Einfallswinkel,  nasieaUicfa 
an  der  dritten  Ocularlinse,  vorkommen;  l>ei  dem  hier  untersuchten 
Ocular  reichen  sie  bis  an  28*,  bei  welchem  Bogen  der  Sinus 
schon  mehr  als  Ein  Grad  kleiner  ist.  Demohngeachtet  bieten  die 
aufi  der  letzten  Linse  ausfahrenden  Lichtstrahlen  in  ihrer  Neigung 
zur  Abscissenachse  so  geringe  Verschiedenheit  dar,  dass  sie  fUi 
parallel  angesehen  werden  dürfen.  Auch  ist  diese  Neigung  sehr 
nahe  dieselbe,  die  durch  die  Berechnung,  in  wek;ber  sie  als  Central- 
strableu  behandelt  wurden,  gefunden  wurde.  Im  Art.  91  wurde 
*'  Ä  «'  =  1 2«  38.'4  gefunden,  wahrend  wir  hier  im  Mittel  «'=12* 
31  .'9  erhallen  haben.     Die  faier  erhaltenen  Werthe   TUr  k"  weichen 


mehr  Ton  jenen  ab,  da  sich  hier 

r  = 

Diff. 

(.887 
SI.5H 
3.328 

0.747 
0.75t 

i 
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wahrend  im  Art.  91,  wenn  man  durch  die  Gleichung 

=  /  +(e  —q  )« 

reducirt 

r  =.  Diff. 

^•'*  0.70 

3.44 

4.U  Ö'O 

erhalten  wurde.    Ihre  Unterschiede  zeigen  aber,  wie  man  sieht, 
grössere  Uebereinstimmung. 

Zum  Zweck  etwaiger  weiteren  Vergleichungen  bemerke  ich, 
für  jede  ganze  und  positive  Zahl  tt,  die  Null  eingeschlossen, 

sind,  so  wie  dass 

r=:  (p"-OsinÖ^ 

wenn  nicht  etwa  (/>^  —  g")  unendlich   gross  ist,   in   welchem 
man 

bekommt. 

95. 

Untersuchen    wir    auch    den    Gang    von    Lichtstrahlen    an 
Brechung  durch  dasselbe  Ocular.    Setzen  wir 

iV=:  1.518 

so  wird  dieses  Brechungsverhältniss  den  rothen  Lichtstrahlen  an 
ren,  wenn  das  vorher  angewandte  den  mittleren  angehört.    Sei 
wie  oben 

€  =  t5j-o^   /  =  21.2 

dann  werden  wieder 

£'  =  2067,   /'  =  _4.52 
r=  — 4.435 
und  hieraus  folgen  jetzt 
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a    =       2«  40' 

«'"  =       1   45.4  ö"'  =12»20.'i 

«"^  =  —  3  50.6 

a'    =  — 2  31.9  d"    =    3  25.9 

Ö"  =21    12.3 


¥f 

—  5 

38.5 

a     = 

3 

53.5 

¥itt 

5 

54.8 

IX 

8 

6.4 

\ 

12 

21.6 

0""=  12   19.6 


!ien  ferner 


3.606 


*  =  -,»r%   /=— 21.2 

«•  =  — 1«83,   /'  =  — 3.52 

W  =  —  3.578 


mn  werden 

a     =s 

—  1« 

50' 

a     = 

—  1 

12.5 

r  SS 

90  37.'3 

—  6 

56.9 

—  4 

34.3 

(f  = 

—  4  56.4 

—  4 

22.9 

Ö"   = 

23  40.0 

►;»    ^^^^^ 

5 

37.2 

8 

32.9 

Ö""  = 

7  50.7 

a     ^ 

8 

18.5 

*    ^^ 

12 

40.2 

2.156 

ien  auch 


*'  =  0«42,   /'  =  — 4.02 
W  =  —  4.007 


n 

erhalten  wir 

n 

=: 

tu 

a 

:^ 

a 

= 

1' 
u 

::= 

ii 

=: 

-^ 

0»25' 

0  16.5  6'"  =     10»  59:2 

—  5  23.9 

—  3  33.2  (A    =  —  0  45.6 

—  5     0.2  (f'  —     22  23.1 
4  44.4 
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H' 


«•^"'=       7  12.4  0^"=     10     4.6 

d'  =       8  H.2 
aV=     12  28.9 

r  =  2.879 

Aus  den  eben  erhaltenen  Werthen  von  a  ^  nemlich 

12'  40/2,    12'  28/9,    12'  21/6 

erkennt  man,  dass  für  die  rothen  Lichtstrahlen  der  Paralielismus  i 
ausfahrenden  Strahlen  weniger  vollständig  ist,  als  der  der  mittlen 
und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  die  violetten  Lichtstrahlen  ein  Sil 
liches  Verhalten  zeigen  werden.  Besser  stimmen  die  Werthe  k 
Ausfallspunkts  fc"",  für  welchen  erhalten  wurde 

2.156      ^^"'• 
2.879     ^"^^^ 
3.606     ®*'^' 

und  die  nahe  0""3  grösser  sind,  als  die  den  mittleren  Lichtslrahfc 
zukommenden. 

96. 

Das  eben  untersuchte  terrestrische  ücular  ist  ein  sogcnannl 
pankratisches ;  es  besitzt  nemlich  die  Einrichtung,  dass  man  dur 
Verschiebung  eines  besonderen  Rohrs  die  Entfernung  zwischen  ( 
zweiten  und  dritten  Ocularlinse  innerhalb  gewisser  Grenzen  verl 
dem  kann,  während  die  Entfernungen  zwischen  der  ersten  u 
zweiten,  so  wie  die  zwischen  der  dritten  und  vierten  Ocularlii 
unverändert  bleiben.  Die  im  Vorhergehenden  angeführten  und  J 
gewandten  Dimensionen  beziehen  sich  auf  das  Minimum  der  veii 
derlichen  Entfernung;  betrachten  wir  einen  Augenblick  das  Maxim 
derselben. 

Das  Maximum  der  Verschiebung  beträgt  111  Millimeter,  und 
Entfernung  der  zweiten  von  der  dritten  Ocularlinse  wird  um  e 
so  viel'  vergrössert.  Es  wird  daher  bei  Anwendung  der  gan 
möglichen  Verschiebung  d  =  220.0.  Aber  für  das  deutliche  Se 
müssen  jetzt  alle  Ocularlinsen  dem  Objectiv  etwas  genähert  \ 
den,  und  zwar,  wie  man  leicht  findet,  um  5.857,  weshalb 
(/'=  541.193    wird.      Die  Abscissen  q,  q\  etc.    nebst    den    Ha 


Ü7] 
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and  den  Brennpunkten  erleiden  entsprechende  Veränderungen ,  jene 
werden  für  die  einzelnen  Linsen 


9 

I 

9 
9 


» 


I» 


rtf 


yt 


9    = 


TW 


9    — 


yt99 


9    = 


*x 


9    = 


0 

9.7 
550.893 
553.693 
597.793 
599.893 
819.893 
824.093 
876.393 
878.893 


e 
e 


if     ^^ 
I 

e"  = 


1.923 
5.468 
552.723 
553.693 
599.166 
599.893 
819.893 
821.348 
876.393 
877.259 

97. 


J   =547.255 


J"   =  45.473 


J"  »  220.0 


z/"'=  55.045 


Es  sollen  jetzt  nur  die  nun  stattfindende  Vergrösserung  des 
Fernrohrs,  nebst  dem  Orte  des  Auges  und  dessen  Gegenpunkt  be- 
rechnet werden.  Die  Gesammtbrcnnweiten  der  beiden  ersten,  so  wie 
der  beiden  letzten  Oculariinsen  sind  selbstverständlich  dieselben  wie 
rorher,  und  die  da^u  gehörigen  Haupt-  tind  Brennpunkte  sind  von 
den  vorhergehenden  nur  um  den  Unterschied  der  jetzigen  Werthe  der 
betreffenden  e  verschieden.  Letztere  werden  hier  nicht  alle  gebraucht, 
und  wir  fuhren  daher  nur  die  betrcfTenden  Werthe  nach  dem  Art. 
88,  mit  Berücksichtigung  des  neuen  Werthes  von  e  an.     Diese  sind 

<^,  =45.570,    E;  =  598.978 
*"" ,  =  58.81 3 

Zufolge  des  Art.  55  bekommen   wir  nun  schon  die   Gesammt- 

brennweite  des  Objectivs   und   der  beiden  ersten  Oculariinsen  durch 

die  Gleichung 

(pp  -- 

«        y  +  *'„-(l?V-^) 

woraus 

^^  =  —  3099.2 

folgt.     Die  jetzige,  oder  die  grösste,   Vergrösserung  des  Femrohrs 
wird  daher 

=  52.72 


v*\, 


^, 


t¥ 


und  verhSilt  sich  also  zu   der  im  Vorhergehenden   erhaltenen  klein- 
sten nahe  wie  5:3. 
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Von  den  anderen  Vei-rahrnngsarlen  die  Vei^össcrung  zu  ei-faal 
ten  wollen  wir  hier,  der  Kürze  wegen,  abschen. 

98. 

Zur  Berechnung  des  Ortes  des  Auges   und  dessen  Gegenpunkfj 
soll  das  Verfahren  des  Art.  59  angewandt  werden.     Dieses  giebt 

a   =       1.923  «   Ä  —  1.930 

a   =z  549.185  a   =     42.91 

a   =       2.56  «"  =  —  2.71 5 


o'=  222.715  o'"=     63.99 

a"  SS  — 8.94  «"*  =s       7.10 


woraus 


J  SS  884.36 

folgt.     Dieser  Punkt  ist  also  wieder  reel,  und  liegt  5'"'47  hinter  der 
letzten  Ocularlinsc. 

Für  den  Gegenpunkt  bekommt  man 

y*s=  1.634  c'"s=—    1.676 

/"=         56.721  c"'=     401.52 

y"  =  — 181.52  c"  =       35.932 

/  =  9.541  c   =  —  12.549 

r  =       559.804  c   =     15264. 


und  hieraus 


J=  —  15262. 


Der  Gegenpunkt  liegt  also  jetzt  nahe  15|  Meter  vor  dem  Objecliv.  . 

99. 

Seit  der  Erfindung  der  Photograpliie  haben  die  bis  dahin  ge^ 
brUuchlichen  dioplrischen  Instrumente  einen  Zuwachs  erhalten.  Zur 
Camera  ohscura^  durch  deren  Hülfe  die  Aufnahme  von  irdischer 
Gegenständen  bewirkt  wird,  bedarf  der  Photograph  ein  Objdctiv 
welches  anderen  Forderungen  gnügen  muss,  als  das  achromatischt 
Objecliv  eines  Fernrohrs,  und  da  diese  Forderungen  ausgedehnter  sind 
so  müssen  die  zur  Photographie  anzuwendenden  Objective .  verschic 
denartig  construirt  werden,  je  nachdem  sie  zur  Aufnahme  der  eine 
oder    anderen   Gattung    von   GegensUlnden    dienen   sollen.      Im  AI 
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gemeinen  bestehen  die  Objective  der  C4amera  obscura  aus  zwei  in 
massiger  Entfernung  von  einander  befindlichen  Linsen,  deren  jede 
eine  aus  Flint-  und  Kronglas  zusammengesetzte  Doppellinse  ist,  und 
man  findet  auch  sogar  bei  Objectiven,  die,  zu  einem  und  demselben 
Zwecke  dienend,  von  verschiedenen  Optikern  angefertigt  sind,  Ver- 
schiedenheiten in  der  Einrichtung  derselben.  Ich  habe  eine  ziem- 
liche Anzahl  solcher  Objective  gesehen ,  aber  noch  nie  Gelegenheit 
oder  Veranlassung  zur  näheren  Untersuchung  derselben  gehabt. 

Eine    andere  Galtung    von    dioptrischen    Instrumenten    hat    die 
Astrophotographie  hervorgerufen,  nemlich  besonders  zu  diesem  Zwecke 
construirti*  Oculare.      Um    einen    cölesHschen   Gegenstand    photogra- 
phisch  abzubilden,   bedarf  es  vor  Allem  eines  Objectivs   von   grosser 
Brennweite,    welches  wie   bei  einem  Fernrohr   an   dem   einen  Ende 
eines  Rohrs  von  angemessener  Länge  anzubringen  ist,  und  entweder 
ganz  oder  nahe  ebenso  construirt  werden  kann  wie  das  eines  Fern- 
rohrs; besondere  Conshuctionen  des  Objectivs,  wenn  sie  in  der  Thal 
mehr  leisten  als  das  eines  Fernrohrs,   sollen  durch  das  Vorstehende 
nicht  ausgeschlossen  werden.     Das  Bild   des  Gegenstandes,    welches 
in  (lein    zweiten   Brennpunkt    des   Objectivs   entsteht,    kimnle   schon 
zur  photographischen   Aufnahme   benutzt   werden,    wenn   man    nicht 
J?n)sserer  bedürfte,    oder  solche  wenigstens  wünschte.     Auch  ist  die 
Anwendung  des  Focalbildes  jedenfalls  unbrauchbar,   wenn   man   auf 
der  Photographie  Messungen  vornehmen  will,    bei  welchen  man  von 
festen,    nicJ.t   zum  Bilde   gehörigen,   graden  Linien   ausgehen    muss. 
Aus  diesen  Gründen   sieht  man  sich  veranlasst,   in   dem  Instrument 
ein  zweites  Bild  herzustellen,  welches  eine  angemessene  Ver^rösserung 
Jes  Focalbildes  gewährt,  und  dieses  kann  nur  dadurch  bewirkt  wer- 
den, dass   man   hinter  dem  Brennpunkt   des  Objectivs    ein   auf  an- 
gemessene Weise  construirtes  0  ular  anbringt,  durch  welches  dieses 
zweite  Bild  erzeugt  wird.    Zugleich  wird  man  dadurch  in  den  Stand 
gesetzt,   sich  die  eben  erwähnten  Linien   auf  dem  photographischen 
BiUe  zu  versciiafiTen,  die  zu  Ausgangspunkten  für  die  anzustellenden 
Messungen    dienen    sollen,    und    die    am   Einfachsten   dadurch   her- 
gestellt werden,  dass  man  in  der  Ebene  des  Focalbildes  Spinneföden 
einzieht. 

Bei  der  Berechnung  dieser  Instrumente  müssen  strenge  genom- 
men die  chemischen  Strahlen  statt  der  optischen  in  Betracht  gezogen 
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werden,  jedoch  scheinen  die  Brechungen  dieser  von  denen  jener  nur 
sehr  wenig  verschieden  zu  sein. 

Die  Vornahme  von  Messungen  auf  einem  solchen  photographi- 
schen Bilde  setzt  voraus,  dass  Bild  und  Gegenstand  einander  in  allen 
ihren  Theilen  proportional  seien,  aber  man  wird  wohl  kein  Ocular 
construiren  können,  welches  dieser  Bedingung  in  gewünschter  Strenge 
Gnüge  leistet,  wenn  gleich  dieses  von  dem  hier  anzuwendenden  Ob- 
jectiv,  oder  vielmehr  dessen  Focalbilde,  vorausgesetzt  werden  kann. 
Ich  habe  aber  vor  einiger  Zeit  ein  Verfahren  entwickelt,  durch  wel- 
ches man  solchen  Mangel  an  Proportionalität,  nach  vorangegangenen, 
darauf  hingerichteten  Versuchen,  vermittelst  einer  einfachen  Rech- 
nung berücksichtigen,  und  völlig  unschädlich  machen  kann.  Ich  werde 
dieses  Verfahren  in  einem  besonderen  Aufsatze  veröffentlichen. 

Es   darf  wohl    als   selbstverständlich    betrachtet  werden,    dass 
man   zur  Erlangung   von    genauen   Resultaten    der    vorzunehmenden 
Abmessungen   sich  keiner  Copien  des  photographischen  Bildes,   son- 
dern  nur  des   ursprünglich   auf  der  Glasplatte   erhaltenen   negativen 
Bildes  bedienen  darf.     Aber   auch  selbst  in  diesem  Falle   findet  bei 
dem  gewöhnUchen  Verfahren  ein  Umstand  statt,   von  welchem  einci 
nachtheilige  Wirkung  nicht  in  den  Bereich  der  Unmöglichkeit  gestell 
werden  kann,  der  Umstand  nemlich,  dass  die  vorbereitete  Glasplatte 
während   die  Belegung  derselben   noch   feucht   ist,  der   Einwirkun 
des  Lichts  ausgesetzt  wird.   Es  können  hiedurch  nach  der  Aufnahm 
sehr  wohl  Vorschiebungen  oinzolnor  Theilo   des  Bildes,   oder  wenig — ■ 
stens  Undeutlichkeiten  in  den  Umrissen   der  einzelnen  Theile  dessel — ■ 
ben  hervorgebracht  werden.     Undeutliche  I)arstellunf2;en  von  an  sicL^ 
scharf  begrenzten  Linien,  di(».  i^ieh  auf  einigen  mir  vorgelegten  photo — 
graphischen  Bildern  befanden,  meine  ich  diesem  Umstände  zuschrei  — 
beh  zu  müssen,  obgleich  man  andererseits  geneigt  war,  ihre  Ursache? 
in  einer  Unvollkommenlieil  des  angewandten  Instruments   zu  suchen. 
Die   Anwendung    der    sogenannten    Trockenbilder    lässt    hoffen, 
von   diesem  Uebelstande   befreit  zu  bleiben,    da   hiebe!    nur   bei    der 
Henorrufung  des  Bildes  Feuchtigkeit  in  Anwendung  kommt,  und  die  • 
Glasplatte   hiebei    in  horizontaler  Lage  erhalten  werden   kann;    mehr 
aber  darf  man    erwarten,    durch  die  Anwendung   der  Daguerrotypie 
statt   der   Photographie    reine    und   scharfe,    unveränderte    Bilder   zu 
erhallen,  da  hiebei  gar  keine  Feuchtigkeiten  während  der  Aufnahme 
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uod  der  Hervorrufung  der  Bilder  mitwirken.     Es  möchte  daher  sich 
sehr  empfehlen,  Versuche  dieser  Art  anzustellen. 

100. 
Von  solchen  photographischen  Ocularen    ist  mir  Eins  ntiher  be- 
kaont,  und  zwar  dasjenige,  welches  der  Astronomischen  Gesellschaft 
gehört.     Dieses  Ocular  habe  ich,   soweit  die  Umstände  es  zuliessen, 
untersucht,  und  werde  die  Ergebnisse  derselben  hier  anführen. 

Das  genannte  Ocular  besteht  aus  zwei  Doppellinsen  (wahr- 
scheinlich aus  einer  Flint-  und  einer  Kronglaslinse) ,  die  in  einem 
und  demselben  Rohr  so  angebracht  sind,  dass  ihre  Entfernung  un- 
veränderlich ist.  Dieses  Rohr  ist  von  einem  zweiten  umgeben,  worin 
eine  Blendung  sich  befindet,  und  wird  mit  dem  einen  Ende  an  das 
Rohr  des  Objectivs  angeschraubt,  wogegen  am  anderen  Ende  die 
zur  Aufnahme  der  vorbereiteten  Glasplatte  dienende  Camera  obscura 
angeschraubt  wird.  Die  Linsen  lassen  sich  zwar  aus  ihren  Fassungen 
heraus  nehmen,  aber  sie  sind  an  einander  gekittet,  weshalb  ich  ihre 
inneren  Halbmesser  nicht  habe  untersuchen  können,  und  jede  der- 
selben in  den  folgenden  Untersuchungen  als  eine  einfache  Linse  be- 
trachten müss. 

Die  äusseren  Halbmesser  sind  je  zwei  einander  so  nahe  gleich, 
dass  meine  Apparate  gar  keinen  Unterschied  angegeben  haben,  es 
ist  aber  die  erste  Linse  Ein  Millimeter  dicker  als  die  zweite.  Ob 
die  inneren  Halbmesser  der  einen  Linse  denen  der  anderen  auch 
gleich  sind,  kann  ich  aus  der  angeführten  Ursache  nicht  bestimmen, 
jedoch  habe  ich  Grund  anzunehmen,  dass  sie  verschieden  seien. 

Den  einer  grösst  möglichen  Sehne  angehörigen  Pfeil  des  ersten 
Halbmessers  der  ersten,   und  des  zweiten  Halbmessers   der  zweiten 
Linse  fand  ich    im  Mittel   aus   mehreren  Versuchen  ^  2™"039 ,   und 
den  derselben   Sehne   angehörigen   Pfeil   der   beiden   anderen   Halb- 
messer  =  S^^öiä.      Die   Brennweite    der   ersten   Linse    ergab   sich 
=  88.98  und  ihre  Dicke  ^  16.2,  die  Brennweite  der  zweiten  Linse 
=  89.12  und  ihre  Dicke  ^  15.2;   die  Entfernung  der  einander  zu- 
gekehrten  Oberflächen  der  beiden  Linsen  =  35.6. 

Nimmt  man  den  Satz  zu  Hülfe,   dass   bei   kleinen  Krümmungen 
die  Pfeile,  die  auf  derselben  Sehne  stehen,  sich  sehr  nahe  umgekehrt 
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zu  einander  verlialten,  wie  die  Halbmesser  der  Kreise,  denen  s 
angc^höien,  so  konuiii  man  auf  die  folgenden  Gleichungen.  Wenn 
den  Pfeil  bezeichnet,  welcher  zum  Halbmesser  r,  (Kler  dessen  Sul 
stitut  (>,  und  q   den  Pfeil,  welcher  zu  r   oder  (>^  gehört,  so  werde 

(j'  —  ()  ^^^  (p  +  d-^(p  =  0 

Hiemil  erhielt  ich  die  folgenden  Daten 

^'  =  194.2,    4>;  =  133.8,   ()'  =  10.23;    (/>'  =  88.98 
p"=  156.2,   (>;=  194.7,   d''=    9.68,    <p"  =  89.12 

die  nebst  dem  Brechungsverhliltniss  iV=  1.57  den  folgenden  IJuloi 
suchungen  zu  Grunde  gelegt  worden  sind. 

Ich  habe  hier  bei  den  Bezeichnungen  der  Grössen,  die  d( 
ersten  Linse  angehören,  Einen  Strich  angewandt,  weil  weiter  unl( 
dieses  Ocular  mit  einem  Objectiv  in  Verbindung  gebracht  werden  so 

101. 

Aus  den  Angaben  des  vor.  Art.  (»rhalt  man 

(/"  =  16.2  if  =    0 

(r  =  3ö.6  (f  =  16.2 

r  =  13.2  <f  =  3  LS 

q    =  67.0 

iiiul   liioinil  die  iluuplpimklo  der  einzelnen  Lins(>n 

c'   =    Ö.Sii 

i'.;  =  11.51  i       ^,  ^  ^^^^jj 

e"  =  Ö().i32 

/•"  =  Gl.i76 

Durch  die  (ileicliungen  des  Art.  68  u.   f.   ergcrhe»  sich 

h'  =  88.98      I  /•;"  =  8<).  I  '2 

«;=  — i4.26,    «;  =  i9.57      |      //  =  —  H.lO,    /  =  29.(52 

'/»'  =  39.46 
F'=  — 23.78  F"  =  91.00 

Die  Hauptpunkte  winden  nicht  gebraucht.  Man  kann  jetzt  dur 
die  Anwendung  der  Gleichungen  (34)   die  Abscissi*  des  (legensl^nu 
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{ -  q\  so  wie  die  des  Bildes  f "  —  (/  berechnen ,  die  irgend  einer 
im  Voraus  bestimmten  Vergrösserung  des  Focalbildes  durch  dieses 
Ocular  entspricht.  Unter  Annahme  mehrerer  verschiedener  Vergrös- 
seningen  habe   ich   die  folgenden  Werthe  dieser  Abscissen  erhalten? 

Für 

i^malige  Vergrösserung  —  33.52 

3  —  —  —  43.61 

4  —  .  —  —  38.()6 
ä  —  —  —  35.68 
6  —  —  —  33.70 

In  wie  fern  das  in  Rede  stehende  Ocular  durch  seine  Construclion 
iKjfölugt  ist,  bei  diesen  Vergrösserungen  deutliche  und  scharfe  Bilder 
zu  gel)en ,  kann  ich  freilich  hier  nicht  theoretisch  untersuchen ,  da 
die  innere  Construction  der  beiden  Linsen  mir  nicht  zugilnglich  ist, 
aJK^r  durch  Versuche  habe  ich  in  Erfahrung  gebracht,  dass  dasselbe 
bei  einer  fünfmaligen  Vergrösserung  sehr  scharf  begrenzte  Bilder 
uiebt. 

102. 

Das  Objectiv  des  heliophotographischen  Instruments,  von  wel- 
chem das  hier  betrachtete  Ocular  ein  Theil  ist,  hat  ohngefähr  acht 
Fiu^s  Brennweite,  weiter  ist  mir  aber  von  demselben  nicht  viel  mehr 
bekannt.  Da  das  oben  analysirte  Königsberger  Objectiv  auch  ohn- 
gefähr  acht  Fuss  Brennweite  besitzt,  so  will  ich  dieses  mit  dem 
^>cular  in  Verbindung  bringen,  und  die  OelTnungen  u.  s.  w.  der  Lin- 
^'n  bestimmen,  die  für  den  Durchgang  des  Sonnenbildes  durch  das- 
j^'lbc  erforderlich  sind. 

Betrachten  wir  dieses  Objectiv  als  die  erste  Linse  des  Instru- 
n»enls,  nehmen  wir  die  erforderlichen  Data  aus  dem  Art.  71,  und 
verwandeln  sie  in  Millimeter,  so  ergeben  sich 

(/)=  2551.56 
e  =  6.02 
e^=  U.06 
/;  =  2565.62 
d  =   22.56 


von  welchen  aber  e,  e,,  /*  voraussetzen,  dass  der  Anfangspunkt  ci^^ 
Abscissen  in  dem  Durchschnittspunkt  der  ersten  Oberfläche  des  Of> 
jectivs  mit  der  Abscissenachse  liege.  Ich  werde  nun  zuerst  d/^ 
Rechnungen  in  der  Annalime,  dass  das  Ocular  das  Focalbild  d^^ 
Objectivs 

3mal 

vergrössern  soll,  durchführen.  Die  Eptfemung  der  letzten  Oberfläche-^ 
des  Objectivs  von  der  ersten  der  ersten  Ocularlinse  ist  nun  augen- 
scheinlich gleich  der  Entfernung  des  Brennpunkts  /]  von  der  erst 
genannten  Oberfläche,  oder  /]  —  d,  vergrössert  um  den  Abstand  des 
Gegenstandes  von  der  letzt  genannten  Oberfläche  bei  einer  drei- 
maligen Vergrösserung ,  also 

d'  =  2565.62  —  22.56  +  43.61 
=  2586.67 

iMit  Beibehaltung  des  Anfangspunkts  der  Abscissen  im  Punkt  q"^ 
werden  also 

q  =  —  2609.23 
q  =  —  2586.67 

etc. 

OS  bleiben  nemlich  die  übrigen  q  so  wie  sie  oben  waren.     Es  wer- 
den ausserdem 


e  =  —  2603.21 
e  =  —2595.17 
e  =  +        5.84 
elc. 


/=  2601.01 


Rechnen  wir  nun  die  Vereinigungsweilen,  so  hekoinmen  wir 

«    =     a.iöl.öG:  ß"  =  89.12 

a    =        i9.i5  ,    u    =  —  IM. 33: fr'  =  —  ii.iO  ,    fi'  =         29.62 
rt"  =     156.05,    u"  =       207.75  fr  =  2571  39,   ,i  =       330600 


«;  =  88.98 1  /^;  =         88.98 

rt"  =  —  i4.26,    «"  =  29.57  fr  =  2512.03  ,    fi  =  —  162200. 

von  welchen  die,   welche  sich    blos   auf  die  Ocularlinsen   beziehen, 

dieselben  sind  wie  oben.  Ferner  werden 
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0;  =  5744. 
F^  =  139597.       F\  =  —  99.82 

</>«  =  —  7648. 
F»  =  —  333203.     F"»  =  269.23 

0'   —  39.46 
F  =  —  23.78       F'  =  91.05 

wovon  die  letzlen  wieder  dieselben  sind  wie»  oben.     Uieinit  werden 


logC  =  8.3313 

C  =  7.9989 

Iog/)"=  1.4507  m 

—  C"  =  7.8745« 

—  />"  =  1.3688« 

log  C  =  8.2874« 
—  C"^  8.4340« 


log  //  =  1 .6571  « 
—  /r=  1.3688« 


also  durch  die  Gleicliungen   '48) 


t'  =  e  + 0.0225/,     /' : 

*"=  —28.23  #  +  0.01 00/,     r  : 
f"=  —  43.24*  —  0.0075/, 

in  wolchen    wie    fiiilier    die    Einliuil 
Grad  i.st. 


_  45.40/^  —  0.0194/ 
—  23.38*  —  0.0272/ 


d(M-    Winkel    f,  f,  etc.    I 


A 


in 


103. 
Die   halbe   Oeffnung   des   benutzten  Objectivs   betiUgl    79  iMilli- 
iiieter.     Nehmen    wir    nun    den    Sonnenlialbniesser  =  16'  =  ,-   an, 

15 

und   denken   uns  den   Sonnenraittelpunkt    in    der   V(»rlllngerung    der 
Abscissenachse,  so  erhalten  wir  für 

6  =  —  und  /  =  0 

15 


6 

= 

+ 

0''27 

/' 

^ 

— 

12.11 

ff 

^ 

— 

7.53 

/' 

= 

— 

6.:J3 

fll 
6 

= 

"■" 

1 1 .53 

f  =  0 

und 

l^ 

7» 

\ 

1 
f 

= 

+ 

1.78 

/' 

= 

— 

1.03 

ff 

^ 

+ 

0.79 

/" 

= 

— 

2.15 

iif 
6 

2-s 

... 

0.59 

und  hieraus  Tolgt  für 
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f  =  ~  und  /  =  79 

f'  =  +    2-01)  r  =  —  13.6i 

f"=  —    6.74  /'=  —    8.38 

/=  -  12.12 

*  =  r-  "<»•  /  =  —  79 

1.1 

f'  =  —    rSi  /'  =  —  10.38 

f"=  —    8.32  /"=  —    4.08 

^'"^  —  10.94 

Die  grössto  Ocffmmg,  dio  erfordorlich  ist,  um  alle  vom  concen- 
trischen  Sonnonbilde   auf  das  OI)jeetiv   fallondo   Lichlstralilen    durch- 

• 

zulassen ,  betrilgt  also  für  die  erste  Ocularlinse  sehr  nahe  27.3,  und 
für  die  zweite  16.8  Millimeter.  Jede  dieser  Linsen  hat  eine  OefT- 
nung  von  ohngefUhr  40  Millimeter,  und  ist  also  weit  mehr  als  hin- 
reichend gross.  Wenn  man  sich  das  Sonnenbild  in  excentrischer 
Lage  zum  Instrument  denkt,  so  muss  ^  angemessen  vergrössert  wer- 
d(^n,  und  die  Folge  davon  ist,  dass  etwas  grössere  Oeflnungen  der 
Ocularlinsen  in  Anspruch  genommen  werden.  Es  kann  sich  jeder 
l(»icht  diese  Oelfnungen  für  verschiedene  Annahmen  über  die  Lage 
des  Sonnenhildes  aus  den  numerischen  Gleichungen  des  vor.  Art. 
IxMHH'hnen.  Es  ist  aber  aus  andiMcn  Gründen  von  entschiedenem 
Vortheil,  bei  den  pholographischen  Aufnahmen  d(*r  Sonne*  diese  nxig- 
lichst  concentrisch  im  InstruuKMilo  zu  erhallen,  wozu  Ilülfsinitlel 
vorhanden  sind. 

104. 

Es    isl   von  !nler(»sse  die  Einfalls-   und   Hr(»chunij:swinkel  w(»niü- 
slcns  annlihernd  kcMmen  zu  lernen,  die»  in  diesem  Ocular  vorkonunen. 

Es  (li(»nen  dazu  die  folgenden  Gleiciumgen, 


sm  0    =r  —, 1,  a    =z  f- 

V    -  9 

sm  fr  =  -^nzrij^,  «    =  * 

etc.  (>lc. 

in  \\rlcli«»n   hi«M'  stall  d«M'  Sinussi»  die  HciircMi  i;(»selzt  werden  dürfen. 
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Alt  y  /     t  ti  t 

=  r  +  {e  —qjt 

r  =  /  ■+  (e;  -  f)  f" 

An  I"     .       /    "  II-       I' 

=  /  +  ^(*  —  q     b 

}  I  1'         m  f         "  »■•/•' 

A-  =  /  +  (e  — /^    6 
etc. 

und   vermöge  der  zweiten  Fundaiiientalgleicluing  des  Art.  36, 


elc. 

Es   hokommen  hierauf  die  Einfallswinkel  die  Ausdrücke 

«  —  Ö  ,   «   —  a  ,  «   —  ö   ,  elc. 

und   die  Brechungswinkel  die  Ausdrücke 

«  —  0  ,   a   —  6f,   «  —  0  ,  elc. 

Für  das  in  Rede  stehende  Ocular  sind 

log  '/  —  q")  =  2.044 1  q  —  q"  =  1 6.2 

_  {f  _-  q")  =  \  .9484  n  q—  q"  =  1 5.2 

_  (j)"—q")  =  1.9496 

—  (j)  —q)  =  2.0432  w 
hiemit,  und  mit  den  Übrigen  oben  gegebenen  Daten,  findet  sich  für 
«  =  ^  und  /  =  79 

ö"  =  —  6"93,  r  =  —  13,431 ,  «"  =  +  2"05 
Ö"=  -1-8.47,  r=  —  13.128,  «"'=  —  1.08 
0"=  —  5.70,  r=  —  8.864,  « "  =  —  6.74 
e^  =  -I-  3.75,  /f'  =  —    7.221 ,   «•  =  —    6.19 

«"=  —  12.12 
und  es  werden  also  fUr  die 

Einfallswinkel    |  Brechungswinkel 

1  1 .  Oberfl.    «"  —  e"  =  ^.  9«0  j «"'—  Ö"  =  -I-  o"9 
1  •  Linse  I  2        ^^        ^^„,  _fi«^__  9  e !  ^«  _  ^f^  _ ,, .  ^ 

J1.       „        «"  — ö"=  —  1.0  «' — ö"=  —   0.5 
2.  Linse  |  ^       ^^       ^^.  _  ^^  _  9  9  „.__  ^  ^  __  ,  59 

Man  sieht  hieraus,   dass  für  den  «iussersten  Lichtstrahl  die  grössten 
Brechungen   in   beiden  Ocularlinsen  einander    nahe   gleich  sind,   so 
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wie    dass    die  Brechung  durch    die   erste  Oberflache    der   zweiten 
Ocularlinse  sehr  klein  ist. 


105. 

Es  isl  in  diesem  Ocular  noch  ein  merkwürdiger  Punkt  zu  be- 
trachten, nemlich  das  Bild  des  Objectivs ,  welches  nach  dem  Durch- 
gänge der  Lichtstrahlen  durch  alle  drei  Linsen  entsteht,  hinter  der 
letzten  Linse  liegt,  und  folglich  reel  wird.  Es  ist  dieses  Bild  dem 
im  Orte  des  Auges  bei  Fernröhren  liegenden  Bilde  analog. 

Man  lindct  die  Coordinaten  desselben  durch  die  Gleichungen 
vöi\  nachdem  darin  q,  F%  F\,  0^  bez.  statt  ^,  F,  F,  0  sub- 
stituirt,  und  statt  ?/  die  halbe  Oeffnung  des  Objectivs  gesetzt  worden 
sind.     Die  Rechnung  giebt 

r— 9   =  +25.28 
r/"=  -    i.83 

Dieses  Bild  liegt  also  nahe  25  Millimeter  hinter  der  letzten  Ocular- 
linse» und  hat  einen  Durchmesser  von  3.7  Millimeter.  Am  Orte  die- 
st*s  Bild(»s  isl  der  Durchmesser  des  Strahlenkegels,  welcher  über- 
haupt ,  und  ohne  Rücksicht  auf  das  Gesichtsfeld ,  das  Instrument 
durchlaiift*n  kann,  ein  Minimum,  und  alle  Lichtstrahlen,  die  die  pho- 
lojK'niphisrhe  Platte  treffen  können,  müssen  durch  diesen  kleinen 
Kreis  ^olu»n.  Der  Ort  desselben  eignet  sich  daher  voralglich  zur 
Aubriuf;nnf;  iMuer  Blendung,  deren  OetTnung  den  Durchmesser  dieses 
KnMsiv*^  /u  erhalten  hat. 


106. 

V\\\  den  Weg  der  Lichtstrahlen  durch  dieses  Instrument  auch 
komuMi  /u  l(MMU»n,  wenn  das  Ocular  auf  eine  andere  Vergrösserung 
eiUKesIc^lll   worden  ist,  soll  die  Berechnung  auch  für  eine 

ömalige  Vergrösserung 
iJesM^lheu  Oculars  kurz  durchgeführt  werden. 

Ms  wird  /uiMst  zufolge  des  Vorhergehenden 

(/'  =  i;)()5.62  —  22.56  -h  35.68 
=  ->;)78.7i 
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q   =  —  2601.30 

^  «  —  2o78.7i 

q   =     0 

etc. 

r  =  —  2095.28 

e  =  —  2587. 2i 
c   =      5.84 

./  =  2593.08 

elc. 

und  die  Vereinigungsweiten,    die  von   den   vorhergehenden  verschie- 
den werden,  sind 

II  =    H.52,     «'  =  —    77.84 
tf'=  122.56.     «"=       326.8 


b  =  2563.46,     ß  =       549600. 


I  h  =  2504.10.     li  =  —  134620. 

woraus                                     ^"  =  i78i. 

F«=  132025.  F'«=  —  66.33 

</> »  =  —  1 2753. 

F«=— 552195.  F'o=     388.3 
\oaC  =  8.3513 

—  C"  =8.0783  log  ß"  =  1.4493h 

—  V  =  7.6525W  —  //'=  1.6345« 

log  C  =  8.2 1 1  4  w  log  //  =  1 .6557« 

—  C  =  8.4086  «  —  ff"=  ]  .3674  « 
'o'gen.    Also 

f  =                 *  +  0.0225  /,  /'  =  —  45.26  *  —  O.Ol  63  / 

f'-  _  28.14*  +  0.0120  /,  /"  =  —  23.30  t  —  0.0256  / 

*"=s  —  43.1  Of  —  0.0045/ 

""••  ft"-  *  =  ir  und  /  =  79 

So 

e'   =  -l-     2<'05  /'  =  —  13.36 

f'  =  —     6.56  r  =  —     8.24 

r=  —  11.85 

t  =  /-  und  l  ^  —  79 

f    =  —     1«51  /'  =  —  10.78 

*•  =  —     8.45  r=—     4.18 
r=  —  11.14 
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ferner  für 

t  s 

4 
'  46 

und  / 

^ 

79 

(f 

= 

— 

6«81 , 

A-" 

= 

— 

1 3.1 51 , 

ir 

SS 

+ 

8.29, 

A" 

r 



12.838, 

ö" 

^ 

— 

5.62, 

/." 

^ 



8.734, 

({ 

^s 

-1- 

3.67, 

A-' 

^ 

— 

7.106, 

u 


n 


a 


*y 


U 


r 


« 


a 


=  +  2^05 
=  —  1.11 
^  —  6.36 
=  —  6.U 
=  —  11.83 


und  CS  werden  also  jetzt  für  die 

Einfallswinkel 

Obern,  a   ^  0"  =  +  8^9 

Obern.   a'—ü"'=  —  9.i 

Obern,   a    —  ff=  —  0.9 

Obern,  a   —  ö'  =  —  9.8 


1 


.  Linse  { 

l  2. 

!.  Linse] 

l2. 


Brechungswinkel 

a"  —  0"  =  +  ö«7 
a"'  -  fr  =  -  1  4.9 
((  —  ff  =  —  0.5 
«"—  fi  =  —  13.3 


Die  Coordinaten  des  Bildes  .des  Objectivs  werden 

r  -  9  =  +  23.4 
V"=  -    1.83 

Vergleichl  man  diese  Zahlenwerthe  mit  denen,  die  im  vor.  All.  für" 
eine  dreimalige  Vergrösserung  dieses  Oculars  gefunden  wurden,  so 
geben  sich  nur  kleine  Unterschiede  zu  erkennen,  und  man  kann 
daraus  schlicvssen,  dass  ein  solches  Ocular,  wenn  es  für  eine  be- 
stimmte Vergrösserung  zweckmässig  construirt  wird,  sich  auch  mit 
Erfolg  auf  VergrOsserungen  anwenden  lUsst,  die  eine  Einheit  und 
mehr  grösser  oder  kleiner  sind. 

Ich  kommt?  auf  die  oben  erwlihnte,  in  diesem  Ocular  in  der 
Gegend,  in  welcher  das  reelle  Bild  des  Objectivs  liegt,  belindliche 
Blendung  zurück,  deren  Oefl'nung  einen  Durchmesser  von  ohngePahr 
9  iMillimeter  besitzt.  Ich  habe  vor  der  Zurückgabe  desselben  ver- 
gessen die  Entfernung  dieser  Blendung  von  der  letzten  Ocularlinse 
zu  messen,  und  kann  daher  nicht  angeben,  ob  sie  sich  im  Orte 
dies(is  Bihles  befindet.  Sollte  dieses  der  Fall  sein,  so  ist  ihre  OefF- 
nung  jedenfalls  viel  zu  gross,  das  Ocular  muss  durch  Einziehung 
einer  richtig  berechneten  Blendung  auf  jeden  Fall  an  Güle  ge- 
winnen. 
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L  Einleitung. 

ochon  auf  der  allgemeinen  Conferenz  der  Mitteleuropäischen 
Gradniossung  im  Jahre  1864  in  BerHn  wurde  zwischen  dem  Direc- 
lor  der  Wiener  Sternwarte  Herrn  von  Littrow  und  mir  die  Ver- 
einliaiimg  getroffen,  im  Jahre  1 863  eine  LUngenbestimmung  zwischen 
Wien  und  Leipzig  auszuführen. 

Wegen  der  grossen  Entfernung,  auf  welcher  nach  den  Erfah- 
rungen frühei-er  Jahre  öfter  telegraphische  Störungen  bei  solchen 
Arbeiten  zu  vermuthon  waren,  kamen  wir  Uberein,  die  Zeitbestim- 
mungen in  Wien  und  I^eipzig  nach  der  Auge-  und  Ohrmethode  anzu- 
stellen und  zwischen  den  beiden  an  jedem  Abende  stattfindenden 
Zeitbestiimnungen  auf  telegraphischem  Wege  durch  Coincidenzen  die 
Uhren  mit  einander  zu  vergleichen.  Die  Beobachter  sollten  nicht 
wet-liseln,  aber  vor  und  nach  den  telegraphischen  Lüngenbestim- 
mungen  mit  den  eigenen  Instrumenten  den  Betrag  der  persönlichen 
Gleichung  ermitteln.  Die  Beobachtungen  wurden  ausgeführt  auf  dem 
Laaer  Berge  bei  Wien  von  Herrn  Dr.  Weiss,  in  Leipzig  auf  der 
Sternwarti^  von  mir  selbst.  Die  Instrumente  waren  beide  vollständig 
gleich:  es  waren  Passagen-Instrumente  mit  gebrochenem  Fernrohr  von 
30  Par.  Linien  Objectivöffnung  und  30  Zoll  Brennweite,  (die  ange- 
wandte Vergrösserung  OOfach,)  aus  der  Werkstatt  von  Pistor  & 
Martins  in  Berlin. 

Die  Beobachtungen  zur  eigentlichen  Lllngenbestinunung  wurden 
ausgeführt  1865  vom  SI9.  Juni  bis  zum  19.  Juli.  Zur  Ermittelung 
der  pei'sönlichen  Gleichung  kam  Herr  Dr.  Weiss  im  Mai  nach  I^eip- 
zig,  icli  selbst  begab  mich  im  August  nach  Wien  und  dem  Laaer 
Beq^e  und  die  persönliche  Gleichung  ist  ermittelt  vom  20 — 29.  Mai 
und  vom  7 — 11.  August. 

Zur  eigentlichen  Lüngenbestimmung  windle  nach  dem  folgenden 
Programm  beobachtet. 
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Beobachtnngs-Programm. 

Slcrne  zur  ersten  Zeitbestimmung. 


Nr. 


Namen 


AR  4865.0 


Decl.  4865.0 


1 
3 


5 


6 
7 
8 
9 
10 


ß.  A.  C.  5181 

a  Serpentis 

B.  A.  C.  5214 
5245 
5271 


?> 


j> 


Carrington  580 

Carrington  580 

dOphiuchi 

Raddiflo  3525 

B.  A.  C.  5463 
5490 
5523 


yj 


>> 


6 
2.3 
4.5 

3 

6 
5.6 


5.6 

3 

6.7 


o 


Nivelliren. 

15^  34™ 
37 
39 
44 
47 
3      57 

Umlegen. 

57" 

7 
12 
15 
19 
24 


3^» 
16 


38^ 
36 
54 
5 
59 
14 

14» 
15 
7 
44 
10 
12 


500     51/9 


6 

7 

4 

42 

+83 

+830 

—  3 

+  40 

46 

14 

42 


51.1 
46.8 
53.2 
49.7 
28.0 

28:0 
20.6 
22.0 
37  8 
20.8 
10.9 


Nivelliren. 


Sterne  zur  zweiten  Zeitbestimmung. 


Nr. 

Namen 

Grösse 

AR  4865.0 

Decl. 

4865.0 

Nivelliren. 

11 

C  llorculis 

3     !   16^     36" 

11* 

+31  <» 

50/8 

12 

B.  A.  C.    5621 

5                 39 

22 

8 

50.0 

13 

,,        5644 

5                  43 

1 

42 

28.9 

14 

,,        5692 

4     ;             47 

37 

10 

23.4 

15 

xOphiuchi 

4                  51 

17 

9 

35.4 

«Ursac  minoris 

4.5   i             59 
Umlegen. 

55 

+  82 

15.3 

€  Ursac  minoris 

4.5      16       59 

+82 

15.3 

16 

a  llerculis 

3.4 

17           8 

29 

14 

32.8 

17 

B.  A.  C.    5841 

() 

12 

IG 

11 

0.8 

IS 

,,        5871 

6    .             16 

32 

46 

22.5 

19 

„        5894 

6.5  i             19 

48 

7 

43.0 

20 

,,        5911 

5.6 

23 

10 

48 

22.5 

21 

(i  Draconis 

2.3 

27 

20 

+52 

24.1 

Telegraphische  Arbeiten. 

—  An  dein  einen  Abende  beginnt  VViim,  an  dem  andern  L< 
und  so  ab\v(H*liselnd.  —  Zuerst  erfolgt  Versüindigung  und  Rlilllu 
über  die  beobacbtelen  Steine. 

1.   Wien   (Leipzig)    lUsst    10  Minuten    seine»  (loincidenzubr    a 
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/       Cloincidenzen  werden  an  beiden  Stationen  beobachl-et  zwischen 
den  Schlugen  der  Relais  und  der  Normaluhren. 

2.  I^ipzig  (Wien)   Idsst  10  Minuten  seine  Coincidenzuhr  gehen. 

3 .  Wien  (Leipzig)    giebt  20    Signale   in   Intervallen    von   9  — 11 
Secunden. 

i- -     L.eipzig    (Wien)    giebt   20   Signale    in    Intervallen   von   9  — 11 

Secunden. 
S.     Leipzig  (Wien)  lUsst  10  Minuten  seine  (Coincidenzuhr  gehen. 
G-     Wien   (Leipzig)   lüsst  10  Minuten  seine  Coincidenzuhr  gehen. 

Sterne  zur  letzten  Zeitbestimmung. 


Nr. 

Namen 

(irüsse 

AR  4865.0 

Decl.  1865.0 

52 

d  Aquilae 

3.4 

id^      18"^ 

k\^ 

+   20 

40/8 

Ni  velliren. 

23 

B.  A.  C.  6697 

4 

19      26 

17 

+  510 

26.'6 

U 

„      67n 

6 

29 

57 

48 

58.1 

25 

,,        67^9 

5 

32 

32 

5 

5.9 

26 

„        6745 

5.6 

35 

3 

42 

30.5 

Mil  Garrington 

5.6 

7       44 

13 

+84 

26.2 

Umlegen. 

H27  Carringlon 

5.6 

7       44 

13 

+84 

26.2 

27 

B.  A.  C.  6928 

5.6 

20        2 

39 

52 

45.8 

28 

6952 

5 

7 

56 

14 

17.3 

29 

a^  Caprii'orni 

3.4 

10 

33 

-12 

58.7 

30 

B.  A.  C.  6996 

5.6 

13 

18 

+  40 

18.7 

31 

„        7014 

6 

16 

30 

+  4 

54.7 

32 

7046 

6 

21 
[ivelliren. 

19 

-  3 

• 

48.1 

Es  wurden  vor  den  telegraphischen  Arbeiten  zwei  Zeitbestim- 
mungen gewählt,  falls  durch  Ungunst  des  Wetters  oder  durch  tele- 
grapliische  Störungen  eine  der  Zeitbestimmungen  ausfallen  sollte. 


H  Ermittelung  der  Instrumental-Gorrectionen. 

Die  Zenithdistanzen  der  südlichen  Sterne  (Zeit^terne)  sind  so 
^wählt,  dass  die  Hälfte  derselben  in  jeder  Zeitbestin)n)ung  zwischen 
—  13**  und  140,  die  andere  Hälfte  zwischen  40«  und  52^  Declination 
tälli  und  die  erstem  Declinationen  entsprechen   im  Mittel   sehr  nahe 


denselben   Zenithdistanzen   nach  Süden,   als  die  Polsterne  sie  nacl 
Norden  haben,    während  die  nördlichem  Sterne    in  der  Nfthe  de^^^s 

Zeniths   gewählt   sind,   um   die  Azimuthaifehler  der  Instrumente  un 

schädlicher  zu  machen.     In  denselben  Zenithdistanzen  mit  den  Zeit 


Sternen  wurden    auch   die  Sterne   zur  Ermittelung  der   persönlichemm 

Gleichung  gewählt,   so  dass   dadurch  die  von  der  Zenithdistanz   ab 

hängige  Variabilität  der   persönlichen  Gleichung  sich  bestimmen    un< 
an  die  Beobachtungen  anbringen  lässt. 

1.   Das  Instrument  in  Leipzig. 

a.  Die  Neigung. 

Die  Neigung  wurde  durch  die  sehr  guten  Niveaus  an  jede 
Instrumente  nach  dem  Programm  jeden  Abend  mehrmals  (bis  zu  sieben  j 
Mal)  bestimmt.  Die  Blase  wurde,  da  die  Libelle  ein  Reservoir  haC,  | 
ziemlich  immer  auf  dieselbe  Länge  zwischen  16^  und  20*  gehalten  > 
und  für  diese  Länge  der  Blase 

1P=0';i20 
0.116 
0.H8 
also  im  Mittel 

iP  =  0;i18  +  0!001 
ermittelt  und  angenommen. 

Die   Correction    für  Ungleichheit   der   Zapfen   war   früher    durch 
Beobachtungen  zu 

0':0486  +  0V00333 

gefunden,  während  sie  aus  den  unten  stehenden  Nivellirungen  sich  zu 

01^056,  Gewicht  =  51.9, 

also  genügend  übereinstimmend,  ergibt.     Angenommen  wurde 

0':050 

und   zur  Ueduction  des  Niveau  Ost -Ende    auf  West-Ende   die  Cor- 
rection 

—  0V20 


angebracht.     Die  angestellten  Nivellirungen  sind  in  folgender  Tabelle      //'- 
zusammengestellt.  *  '^^ 


■ 

] 


7J    Bbstuiiiung  der  Längendifferknz  zwischen  Leipzig  und  Wien.    209 


4865. 

Zeit 

Kreis 

Erhebung 

des 
Westendes 

Rednction 

auf 

West 

Angenommen 

0  — W 

Ge- 
wiclit 

Jom29. 

43^ 

W 

+3?00 

+3P00] 

45.4 

W 

+3.16 

+3.16}^ 

14^8 

+3P14 

+0P3S0 

2.7 

46.4 

0 

+3.46 

+3.26) 

Juli  4. 

45.5 

0 

-0.04 

-0.241 

46.5 

w 

+0.30 

+0.30}- 

17.3 

0.04 

—0.495 

2.7 

20.0 

0 

+0.25 

+0.05) 

.  5. 

43.0 

0 

+0.26 

+0.06] 

46.0 

w 

+0.10 

+0.10^ 

15.6 

+0.09 

+0.480 

2.7 

47.7 

0 

+0.30 

+  0.10) 

»  6. 

45.5 
46.5 

0 

w 

0.00 
—0.20 

—0.201 
-0.20 

47.5 

w 

+0.02 

+0.02 

» 

17.7 

-0.46 

+0.475 

1.8 

49.8 

0 

+0.05 

-0.15 

49.9 

w 

—0.27 

-0.27J 

»  7. 

43.8 

w 

—0.65 

—0.65 

45.4 

w 

—0.55 

-0.55 

> 

15.2 

-0.67 

-0.020 

2.7 

46.5 

0 

—0.62 

-0.82J 

•   9. 

45.5 

w 

-0.36 

—0.36} 

15.5 

-0.36 

»    12. 

45.8 

w 

+0.57 

+0.57] 

46.5 

0 

+  1.10 

+0.90 

> 

16.4 

+0.66 

+0.565 

2.7 

47.0 

w 

+  0.50 

+0.50j 

43. 

45.0 

w 

+0.87 

+0.87^ 

45.5 
4  6.5 

w 

0 

+0.25 
+1.10 

+0.25 1 
+0.90) 

16.1 

+0.84 

+0.323 

3.0 

47.0 

w 

+1.21 

+1.21J 

14. 

43.3 

w 

+0.34 

+0.34\ 

45.5 
46.5 

w 

0 

+0.34 
+0.31 

+0.34  1 
+0.14  f 

16.1 

+0.40 

-0.490 

3.0 

49.2 

w 

+0.82 

+0.82) 

15. 

13.2 
15.5 
16.5 

0 
0 

w 

+0.25 
+0.62 
+0.77 

+0.05] 

+0.42 

+0.77 

18.0 

0 

+0.77 

+0.57 

' 

17.6 

+0.42 

+0.038 

6.9 

19.3 

0 

+0.66 

+0.46 

20.3 

w 

+0.20 

+0.20 

20.  i 

w 

+0.49 

+0.49. 

16. 

15.5 
15.9 
16.8 

w 

0 
0 

.+0.56 
+0.79 
+0.40 

+0.56 
+  0.59 
+0.20 

17.6 

w 

+0.45 

+0.45 

> 

17.9 

+0.54 

+0.249 

6.9 

19.3 

w 

+0.44 

+0.44 

1 '.).  7 

0 

+1.00 

+0.80 

20.4 

0 

+0.74 

+  0.54; 
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4865. 

Zeit 

Kreis 

Erhebung 

des 
Westendes 

Redttction 

auf 

West 

Angenommen 

0-W 

Ge- 
wicht 

Juli  17. 

13^3 
15.6 

W 

0 

+  0P09 
+1.04 

+  0P09] 
+0.84 

16.5 
17.6 

w 

0 

+  0.51 
+  1.10 

+0.51 
+0.90 

> 

17P0 

+  0?d6 

+0F797 

6.0 

19.0 

0 

+  1.30 

+  1.10 

20.0 

w 

+0.45 

+O.45J 

i>  18. 

15.5 
16.5 

0 

+0.22 
+0.57 

+0.22) 
+0.37 

18.0 

w 

+0.49 

+0.49> 

17.7 

+0.50 

+0.265 

4.8 

19.0 

w 

+0.70 

+0.70 

19.7 

0 

+  0.90 

+0.70) 

D     19. 

.15.5 

0 

+0.55 

+0.35) 

. 

16.5 
18.0 

w 

0 

+0.50 
+0.59 

+0.50  l 
+0.39 1 

17.6 

+0.41 

+0.080 

3.0 

20.5 

0 

+0.60 

+0.40J 

1 

Man  erkennt  hier  deutlich  eine  der  Zeit  proportionale  Aende- 
rung  der  Neigung  und  aus  den  zu  Anfang  und  Ende  angestellten 
Nivellirungen  an  jedem  Tage  ist  die  stündliche  Variation  der  Nei- 
gung abgeleitet.     Es  ergibt  sich: 

Aenderung  der  Neigung. 


4865. 

Zeil 

Aenderung 

Juni  29. 

in 

3!?1 

+  0-26 

Juli     k. 

i> 

4.5 

+  0.19 

»        5. 

» 

4.7 

+0.04 

))        6. 

)) 

4.4 

-0.07 

»        7. 

» 

2.7 

-0.17 

»      12. 

» 

1.2 

-0.07 

))      13. 

» 

2.5 

+0.34 

»      14. 

» 

5.9 

+  0.48 

«      15. 

» 

7.2 

+0.44 

»      16. 

» 

4.9 

-0.02 

i>      17. 

» 

6.7 

+0.36 

»      18. 

» 

4.2 

+0.48 

»      19. 

)) 

5.0 

+0.05 

in  57  Stunden  =  +  2". 3 1 

daher  stündliche  Acndorung +  0!0i 

Mit  dieser  stündlichen  Aenderung  sind  für  die  Zeiten  der 
beobachteten  Polsterne  an  jedem  Abend  aus  den  obigen  Neigungen 
die  folgenden  Wertlie  abgeleitet: 


9] 
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Neigung  für  die  Polstcrne. 


a  Crsae  minoris 

Polstern  1. 

Polstern  II. 

Polstern  III. 

1865. 

48^ 

46!;o 

4  7hO 

49»?7 

Kr.  Wesl 

Kr.  Ost 

Kr.  West 

Kr.  Ost 

Kr.  Wesl 
+0-383 

Kr.  Ost 

Kr.  Wesl 

Kr.  Ost 

uni  29. 

-I-0-369 

+0«3SI 

+0Ü379 

+0*394 

+0«395 

+  0?392 

+  0^i04 

uLi     i. 

—  0.009 

+0.003 

+0.004 

+  0.013 

+0.005 

+  0.047 

+  0.044 

+0.026 

B        5. 

+0.008 

+0.020 

+0.018 

+0.030 

+  0.022 

+0.034 

+0.034 

+  0.043 

»     r». 

-0.029 

-0.047 

-0.019 

-0.007 

-0.015 

—  0.003 

-0.006 

+0.006 

»       7. 

~0.08l 

—  0.069 

—  0.071 

-0.059 

—  0.067 

-0.055 

-0.058 

—  0.046 

^       9. 

—0.045 

-0.033 

—0.035 

—0.023 

-0.031 

—0.019 

-0.022 

-0.010 

-     4  2. 

-h0.073 

+0.085 

+0.083 

+  0.095 

+0.0S7 

+0.099 

+0.096 

+  0.1  OS 

.     13. 

-h0.094 

+0,403 

+0.404 

+0.143 

+0.105 

+0.447 

+0.444 

+0.426 

-     14. 

-h0.044 

+0.056 

+  0.054 

+  0.066 

+0.058 

+0.070 

+0.067 

+0.079 

.    45. 

+0.040 

+0.052 

+0.050 

+0.062 

+0.054 

+0.066 

+0.063 

+0.075 

•    46. 

+0.049 

+0.061 

+  0.059 

+0.071 

+0.063 

+0.075 

+0.072 

+  0.084 

^    47. 

+0.059 

+0.071 

+0.069 

+  0.081 

+0.073 

+  0.085 

+0.082 

+  0.094 

*    48. 

+0.049 

+0.064 

+0.059 

+0.074 

+0.063 

+0.075 

+0.072 

+0.084 

^    49. 

+0,038 

+0.050 

+0.048 

+0.060 

+0.052 

+0.064 

+0.064 

+0.073 

b.    Der  Collimaliomfehler. 

Um  die  Colliniationsfehler  zu  besliniiiien,  wurden  an  die  Pol- 
sleme  die  Correclionen  für  die  Neigung  angebracht,  die  so  für  Kreis 
Ost  und  Kreis  West  corrigirten  Beobachtungszeiten  von  einander  abge- 
zogen und  durch  die  (iOefficienten  der  Colliniationsfehler  (2  sec  A) 
dividirt.  Zur  Berechnung  der  Colliniationsfehler  haben  sich  aus  den 
Beobachtungen    folgende  Werthe  ergeben. 


Kreis  West 

Kreis  Ost 

Durchgangs- 

West 

Colli- 

Pttlsterne 

4865 

Durchgangs- 

Correct. 

Durch- 

Correct. 

zeit 

minus 

niations- 

zeil 

für  t 

gangszeit 

für  i 

West       Ost 

1 

Ost 

fehler 

D  Carringt. 

Juni 

29. 

i:5*»56"59«92 

-2?  35 

57"    5!20 

-2-42 

57?57 

62«78 

5«2l 

+  0-297 

Juli 

4. 

57    24.95 

-0.01 

28.34 

-0.08 

24.94 

28.23 

6.29 

+0.358 

i> 

6. 

22.45 

+0.12 

30.47 

+0.04 

22.57 

30.51 

7.95 

+0.453 

» 

7. 

23.52 

+0.4i 

34.74 

+0.36 

23. 9ß 

32.40 

8.45 

+  0.464 

» 

4  3. 

29.86 

-0.62 

36.4  8 

-0.69 

29.24 

35.49 

6.25 

+0.356 

i> 

n. 

30.  i2 

—0.33 

36.4  4 

-0.41 

29.89 

36.03 

6.45 

+0.350 

» 

4  5. 

29.92 

-0.31 

37.06 

-0.38 

29.64 

36.68 

7.07 

+0.403 

» 

46. 

29.82 

-0.36 

38.72 

-0.43 

29.46 

38.29 

8.83 

+0.503 

0 

47. 

30.43 

-0.42 

39.90 

-0.49 

30.04 

39.41 

9.40 

+0.535 

i> 

4  8. 

31.37'-0.36 

40.96 

-0.43 

31.01 

40.53 

9.52 

+0.542 

» 

49. 

32.03 

0.29 

42.04 

-0,37 

31.74 

44.67 

9.94 

+0.566 

rsae  min. 

Juli 

4. 

17     0      6,62 

+0.03 

0      4.74 

+0.44 

6.65 

4.85 

4.80 

+  0.325 

f> 

5. 

7.02 

+0.4  4 

0.62 

+0.22 

7.70 

0.84 

6.92 

+  0.466 

}> 

6. 

8.14 

-0.40 

2.21 

—0.02 

8.04 

2.49 

5. 85 

+0.394 

» 

7. 

40.40 

-0.43 

• 

3.40 

—0.35 

9.97 

2.75 

7.22 

+0.486 
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C.  Bruuns, 


[« 


Kreis  West 

Kreis  Ost 

Durchgangs- 

West 

C 

Polstern 

4865 

Durcbgangs- 

Correct. 

Durch- 

Correct. 

zeit 

minus 

ma 

zeit 

fürt 

gangszeit 

für  t 

West     Ost 

Ost 

f< 

€  Ursac  min. 

Juli 

12. 

n^    0"»10?65 

H-0?55 

0"»    3184 

+  0?63 

11!20 

4!47 

6»73 

^ 

» 

13. 

11.06 

+0.67 

2.90 

+0.75 

11.73 

3.65 

8.08 

-|.i 

» 

15. 

11.54 

+0.34 

4.38 

+0.42 

11.88 

4.80 

7.08 

+ 

» 

16. 

14.01 

-h0.40 

5.16 

+0.48 

14.41 

5.64 

8.77 

_|.i 

» 

17. 

14.00 

-hO.47 

4.20 

+0.54 

14.47 

4.74 

9.72 

^.. 

» 

18. 

16.05 

-h0.40 

5.37 

+0.48 

16.45 

5.85 

10.60 

+• 

» 

19. 

6.32 

+0.41 

15.99 

+0.33 

6.73 

16.32 

9.59 

+  ' 

a  Ursac  min. 

Juli 

5. 

13   10    14.04 

-0,25 

10    33.04 

-0.62 

13.79 

32.42 

18.63 

^, 

» 

14. 

22.84 

-1.37 

51.00 

-1.74 

21.47 

49.26 

27.79 

^.1 

» 

15. 

23.80 

-1.24 

53.42 

-1.61 

i2.56 

51.81 

29.25 

+< 

» 

17. 

22.05 

-1.83 

62.85 

-2.20 

20.22 

60.65 

40.43 

+< 

1 1 27  CaiTJngt. 

Juli 

6. 

19  44      9.60'-+-0.05 

44    18.59 

-0.05 

9.65 

18.54 

8.89 

^., 

» 

15. 

13.78-0.47 

27.06 

-0.57 

13.31 

26.49 

13.18 

+  ' 

» 

16. 

14.92 

-0.53 

27.91 

-0.63 

14.39 

27.28 

12.89 

^1 

» 

17. 

15.9i 

-0.61 

28.50 

-0.71 

15.31 

27.79 

12.48 

+ 

» 

18. 

15.74 

-0.53 

29.81 

-0.63 

15.21 

29.18 

13.97 

■*• 

Auch  in  diesen  Werthen  ist  eine  der  Zeit  proportionale  Aende 
rung  wahrzunehmen,  und  um  die  stündliche  Aenderung  der  Colli 
mation  zu  berechnen,  ist  zuerst  ohne  Rücksicht  auf  die  Gewicht 
für  joden  Tag  das  Mittel  aus  den  einzelnen  Collimationsfehlern  al>ge 
leitet.     Es  hat  sich  ergeben 

Juli     4.  16^48  +01341 

.)       5.  15.08  +0.349 

6.  17.57  +0.426 

7.  16.48  +0.475 

13.  16.48  +0.450 

14.  14.56  +0.347 

15.  16.46  +0.470 

16.  17.57  +0.573 

17.  16.46  +0.573 

18.  17.57  +0.643 

19.  16.48  +0.606 


» 


)) 


» 


» 


und  damit  ergibt  sich  als  Aenderung  der  CoUimation : 


5. 
5. 


» 


Juli  4.  in  0^')2  —01016 

4.    »    0.52  —0.017 

1.92  +0.118 

1.92  +0.118 

1.61  -0.0  27 

0.57  +0.032 

»    2.17  +0.006 


» 
» 
» 


)) 


6. 
6. 
6. 


» 


Juli  7.  in  0^j2  +01011 

»     7.    »    0.52  +0.011 

»  13.    »    0.52  +0.094 

»  13.    ))    0.52  +0.094 

))    1.40  +0.003 

»    1.40  +0.004 

))   3.30  +0.109 


»  14. 
»  14. 


» 


15. 
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Juli  15.  in  0^50  -|.0»067  Juli  17.  in  0!f54  +0?082 

»   15.  »  0.54  H-0.007  »    17.  »   3.28  +0.032 

»   45.  »  3.28  +0.169  »    18.  »    1.61    H-0.091 

»    46.  »  1.61  —0.070  »    18.  »    0.57  —0.069 

»    16.  »  0.57  -h0.0l7  »    18.  »   2.17  +0.034 

»   16.  B  2.17  +0.052  »    19.  »    0.52  +0.040 

»    17.  »  3.50  +0,075  i>    19.  »    0.52  +0.040 

»    17.  »  0.50  +0.038  Suinimc'in     39^09   +1^251 

also  stündliche  Aenderung       +0t032l. 

Aus  frühern  Resultaten  war  +0!034  gefunden  und  dieser  Werth 
ist  bei  den  Rechnungen  angewandt  worden. 

Der  Collimationsfehler  ist  vom  4.  bis  19.  Juli  ziemlich  regel- 
mässig grösser  geworden,  weil  die  Temperatur  in  dieser  Zeit  zunahm. 
Um  nun  zu  untersuchen,  ob  bei  den  Umlegungen  des  Instruments 
▼on  Kreis  Ost  nach  Kreis  West  und  umgekehrt  dieselben  Collimations- 
fehler herauskommen  (was  zugleich  eine  Prüfung  für  die  Richtigkeit 
der  Fädenintervalle  ist)  habe  ich  für  die  verschiedenen  Polsternc  für 
Kreis  Ost  und  Kreis  West  beginnend,  die  Mittel  gebildet.  Zieht  num 
Juli  4  und  6  als  gültig  für  Juli  5  zusammen,  so  hat  man  (Alles  re- 
I     ducirt  auf  17*"  Sternzeit)  im  Mittel  aus 

Carr.  580     Kr.  0  c  =  +0:514   (aus  Juli  4,  6,  15,  17,  19) 

»    W  +0.500   (  »       »     7,  13,   16,  18) 

^Ursaemin.   »    W  +0.510   (  »       »     4,  6,  15,  17,  19) 

»    0  +0.537   (  »       »    7,  13,  16,  18) 

Carr.   1127    »    0  +0.566   (  »       »     15,  17) 

»    W  +0.590   (  »       »16). 

Iin  Mittel  bei  Kreis  Ost  beginnend  ist  c  =  +0*539,  bei  Kreis  West 
=  -+0^533,  also  bei  den  wenigen  Beobachtungen  genügend  über- 
einstimuiend. 

c.    Daii  Azimuth, 

Zur  Bestimmung  des  Azimuths  wurden  die  scheinbaren  Positionen 
von  «  Ursae  minoris  aus  dem  Berliner  Jahrbuche  entnommen  und  die 
llorrection  von  +0*.60  angebracht,  welche  sich  aus  vielen  Beobach- 
tungen als  die  wahrscheinlichste  ergeben  hat;  s  Ursae  wurde  erst 
aus  dem  Nautical  Almanac  mit  der  Correction  von  — 0-38  in  AR 
entnommen,  doch  zeigte  sich,  wenn  man  das  Azimuth  aus  den  bei- 
den nachfolgenden  Carringtonsternen  allein  mit  der  daraus  folgenden 
der  Zeit  proportionalen  Aenderung  annahm 


01089  +0:02 


für  die  Leipziger  Beobachtungen  eine  Correclion 

des  Aziinuthes  aus  «  Ursae  min.  von  

für  die  Wiener  Beobachtungen   eine  Correction 

des  Azimuthes  aus  «  Ursae  min.    von  +0.155  +  0.02  — 

Im  Mittel  wurde  daher  als  Correction   des   ursprünglichen  Az^ 
muthes  aus  6  Urs.  min.  +0M27 

angenommen,   welclios  einer  Correction  der  Rectasccnsion  für  *  UrÄ=- 
min.  von  noch  nahe  — 0^57 

also  im  Ganzen  von  — 0*95     entspricht. 

Die  Sterne  580  und  1127  Carrington  sind  von  Hrn.  Romber^  i 
am  Berliner  Meridiankreis  bestinnnt  und  die  mittlem  Ocrter  (m^i\ 
1 865.0  angenonmien : 

580  Carr.  AR.  =  3*^  57"  i  iH5,    d  =  83«  28'  5':0 
1127  Carr.  AR,  =  7    44     10.15,    rV  =  84   2611.2 

Für   die  bei  Ableitung  der  Azimuthe   benutzten  Zeitsterne   sii:id 
angewandt  als  (^orrectionen,  inclusive  der  täglichen  Aberration 


für  a  Serpentis  aus  dem  Berliner  Jahrbuch  1 865 
»    d  Ophiuchi 

f  Herculis 

X  Ophiuchi 

«  Herculis 
»    ß  Draconis 

d  Aquilae 

«1  Capricorni 

«2  Capricorni 


» 


)) 


)> 


» 


)) 


» 


» 


» 


)) 


» 


» 


» 


Nautical  Almanac  1865 

))              ))  » 

»               »  » 

Berliner  Jahrbuch  1865 

Nautical  Almanac  1865 

))            .  ))  » 

Berliner  Jahrbuch  1865 


— 0!01 
—0.01 
+0.18 
+0.02 
—0.01 
+0.06 
+0.05 
—  0.01 
—0.01 


und  damit  die  scheinbaren  üerler  der  Sterne  wie  folgt  gefunden : 

Carrington  580.  Carringlon    1127.        ^  Ursae  minoris 

Juni  30.  AR  =  3^^)7'"  16146    AR  =  7M4"4:3I    AR  =  16»"  59"\>8:23 


Juli      5. 

57    17.28 

44    4.31 

59    57.77 

10. 

57    18.17 

44    4.41 

59    57.26 

15. 

57    19.10 

44    4.00 

59    5().()9 

20. 

57    20.08 

44    4.87 

59    5G.07 

n 

Uivsa( 

!    111 

ajoris. 

«  Serpentis. 

t)  Ophiuchi. 

Juni  30. 

AK  = 

13' 

'42""  li:()7 

AK 

=  15''37""40':12 

AR 

=  16"  7'"  19:48 

Juli  1 0. 

lt.  43 

37    40.05 

7    19.44 

20. 

14.17 

37    39.95 

7    19.36 
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f  Herculis.  x  Ophiiichi.  « Herculis. 

Jani30.AR  =  16^36"U!8O  AR=  16»^5ri9!88  AR  =  17' 8'"  32!  69 

Juli  10.  36    U.73  51    19.86  8    32.68 

20.  36    14.62  51    19.80  8    32.62 

/JDraconis.  d  Aquilae.  ai  Capricorni. 

Juni30.  AR=17^27™25:93  AR  =  19*'18"44!79  AR  =20M0"^  13:22 

Juli  10.  27  25.84  18  44.90  10  13.38 

20.  27  25.69  18  44.97  10  13.51 

«2  Capricorni. 
Juni  30.  AR  =  20*' 10"  37t  16 
Juli  10.  10    37.32 

20.  10    37.45 

An  die  Polsteme  wurden  ausser  der  täglichen  Aberration  noch 
die  von  2  C  abhängigen  Glieder  angebi-acht. 

Mit  diesen  Sternpositionen  wurde  für  jeden  Tag  aus  den  Pol- 
slernen und  aus  den  zunächst  liegenden  Fundamentalsternen  das 
Azimulh  berechnet,  und  die  folgende  Tafel  enthält  die  Gleichungen 
zur  Ableitung  des  Aziinuthes  und  die  Werthe  der  gefundenen  Cor- 
rociionen  Itlr  dasselbe. 


1865 


Sterne 


Gleichung  zur  Bestimmung 
der  Azimutbe 


Sternzeit 
derBeob. 


Azimuth 


Juni  29. 


Juli   4. 


uli    5 


aUrsae  min.  U. 
rj  Ursae  maj. 
a  Serpentis 
Carr.  580  U. 
d  Ophiuchi 
C  Herculis 

a  Serpentis 
Carr.  580  ü. 
d  Ophiuchi 
C  Herculis 
X  Ophiuchi 
e  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 

a  Ursae  min.  U. 
fj  Ursae  maj. 
t  Herculis 
X  Ophiuchi 
€  Ursae  min. 
ß  Draconis 


8«75  =  A/ 
18.40  =  A/ 
18.10  =  A^ 
15.93  =  A^ 
17.79  =  At 
19.37  =  A/ 

7.77  =  A/ 
8.14  =  A/ 
7.91  =  A^ 
7.47  =  A/ 
7.5«  =  A^ 
r).25  =  At 

7.78  ==  At 
7.45  =  At 

13.66  =  Al 

■  7.94  =  Al 
'  7.73  =  Al 

■  7.95  =  A^ 
6.44  =  At 
7.80  =  A/ 


26.11  k 

'  0.04  A- 

.  0.72IA' 

6.^3A: 

0.81  k 

0.42  A- 

0.72  A 
6.23  A 
0.81  A 
0.42  A 
0.69  A 
3.82  A 
0.63  A 
0.03  A 

26.11  A 
.  0.04  A 

0.42  A 
.  0.69  A 
■  3.82 A 

0.03  A 


13^2 


16.0 


16.0 


17.0 


13.2 


17.0 


-0?370 


—0.368 


—0.076 


—  0.308 


0.219 


—0.342 


r.lpichung  zur  BcsllmmUng 

Sleroioil 

A 

4flGS 

S  lerne 

der  ABlmutlio 

dcrBmb. 

Juli  C. 

a  Ursao  min.  U. 

—  14.58  s  A( +96.11  k 

13^2 

ij  Ursae  luaj. 

—  8.02  =  Al+  0.0*  i 

~ 

a  Serpen  lis 

—  8..5»  =  A(+   0.72  t 

Carr.  580  V. 

—  9,21  =  Af  +  6.23  A- 

16.0 

_ 

d  Opbiuchi 

—   8.60  =  A/+   0.81  k 

^Herculis 

—  8.19  =  Ai+  0.42  t 

X  Ophiuchi 

—  8.38  =  A/+  O.fiOA 

8  Ursae  mio. 

-  7.3i  =  A(-  :i.82A- 

17.0 



a  Herculis 

-  8.50  =  Ai+  O.fiiU 

ß  Draconis 

—  8.11  =  AI—  0.03  A- 

d  Aquilae 

—  8.82  =  A(+  0.77  A 

Carr.  H27  U. 

—  9.9:i  =  A(+  7.19  A 

a,  Capricorni 

-  8.36  =  A/+  0.!)2A- 

19.7 

~ 

Oj 

—  8.62  =  Al+  0.92  A- 

Juli  7. 

a  Ursae  min.  U. 

—14.47  =  Ac+Sß.n  A- 

ij  Ursae  maj. 

—  8.Ü1  =  A(+  0.04  A 

1.1.« 

~ 

a  Serperitis 
Carr.  580  U. 

—  8.97  =  Ai+-  0.7SA- 

—  I0.5S  =  A(+   6.23  A- 

(CO 

- 

C  Herculis 

—   8.KS  =  A/+  0.42  A: 

X  Ophiuchi 

—   8.99  =  A(+  0.69  A 

n.o 

— 

£  Ursao  min. 

—  8.65  =  Ar-  3.82  A- 

.hili  1^. 

a  Ursae  min.  U. 

—  Iß.iö  =  A( +36.11  A- 

(3.S 

II  Ursae  maj. 
ä  Opbiuchi 

—  11.06  =  A/+  0.04A 

—  H.87  =  Ar+   O.HI  k 

17.0 

£  Herculis 

_1J.47  =  A/+  O.iSA 

X  Ophiuchi 

—  11.78  =  A/+  0.fi'.)A 

airsaemin. 

-10.70  =  Af—  3.85'A 

Juli  l:<. 

a  Seqienlis 

—  12,03  =  A/+  0.72/,- 

flKll  CniT.  U. 

—  1:1.77  =  A/+  6.23  A- 

— 

d  Upliiuchi 

-r2.:U  =  Af+  0.K1  k 

C  Herculis 

—  11,74  =  A/+  0,4*A 

X  Opbiuchi 

-11.97  =  Al  +   0.fi9A 

«Ursae  min. 

—10.67  =  A/—   .1.82  A- 

17.0 

— 

a  Hf  rculis 

—  H.2ä  =  A/+  o.6:u 

ß  Uraconis 

—  11.ni  =  A/  —  0.03  A 

.hiii  H. 

a  Vrsito  min.  U. 

-18.27  =  A/ +26.10  A 

13.2 

,1  Ursm;  maj. 
a  Serponlis 

—  ia,fi1  =  Af  +  0.04  A 

-13.83  =  A/+  0.72  A- 

SfiOCirr.   U. 

-14.19  =  A(+  (■•.23A 

16.0 

ö  Ophiuchi 

—  12.82  =  A(+   0.81  A 

tllciTulis 

-12.26  =  A(+   0.49  A 

d  Aquilae 

—  11.(18  =  A/+   0.77  A 

Juli  l!i. 

a  Ursae  min.  U. 

-1H.18  =  Af+26.10A 

13.2 

»;  Ursae  maj. 

—  13,31   =  A/+   0.04  A 

a  Serpen  lis 

—13.39  =  A/+  0.7iA 

liKO  Carr.  U. 

—  14.18  =  A/+   6.23A 

10.0 

— 

J  Ophiuchi 

-13. 38  =  A/+   0,81  A 
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im 

Stcrno 

(lloicliuiii;  zur  Deslimminig 
der  Aiimuthc 

Slernzeit 
der  Beob. 

Aziroutb 

M  15. 

^iierculis 
X  Opbiucfai 

-13!80  =  A(-*-  0.42  A 
-13.01  =  Ä(+   0.69  i- 

eUrsaBuiin. 

—  H.55  =  A(—   3.82  A- 

n^o 

-0?404 

a  llerculis 

—  13.33  =  A(+   0.63 /; 

ß  Draconis 

-13.37  =  A(-  0.03  A 

d  Aquibe 

-1.3.22  =  A(+  0.77  Ä 

1 1 27  Carr.  U. 

-15.51  =  Al-t-  7.l9ft 

a,  Capriconii 

—  13.60  =  Ai+   0.92A 

19.7 

— 0.3J3 

Oj 

-13.37  =  A(+   0.92  Ä 

M 16. 

a  SerpcDtis 

—  13.8i  =  A/+   0.79fr 

SaOCarr.  U. 

-14.72  =  A(+  6.93A 

16.0 

—0.1.17 

d  Ophiuchi 

-13.88  =  A(+  0.81  k 

t  llerculis 

—13.41  =  A/+  0.42fr 

X  Ophiuchi 

—  13.77  =  A(+   0.69ft 

E  Ursae  min. 

—  13.36  =  Ai—   3.82  fr 

17.0 

-0.102 

a  Herculis 

-1.3.95  =  A(+  0.63  fr 

ji  Drjicouis 

-13.89  =  A(—   0.03  fr 

dAquilae 

-14.18  =  Ai+   0.77A 

na:  Carr.  U. 

-16. iO  =  Ai-t-  7.19A- 

a,  Capricorni 

-13.90  =  A(+  0.92  fr 

19.7 

—0.377 

Ol 

—13.87  =  An-   0.92fr 

Juli  17. 

oUrsiieniin.   U. 

-20.51  =  AH-26.10fr 

»j  Ursae  maj. 
o  Serpetitis 

-14.33  =  A/4-  O.Oifr 

13.2 

—0.237 

-14.51  =  A/-t-  0.78fr 

580CaiT.   U. 

—  15.37  =  Ar+  6.23  fr 

16.0 

-0.130 

S  Ophiuchi 

-U.82  =  Ai-i-  0.81fr 

r  llerculis 
X  Ophiuchi 

—14.27  =  A(+  0.42  fr 

— U.37  ==  A(+  0.69fr 

«llrsiemin. 

-13.06  =  A(—  3.82  fr 

17.0 

-0.289 

a  llerculis 

-14.23  =  A(+  0,63  fr 

ß  Draconis 

—  14.18  =  A(—   0.03fr 

d  Aquiliio 
H27  Carr.  U. 

—  14.82  =  A(-(-   0.77  fr 

-17.07  =  A(+   7.19fr 

a,  Capricorni 

-14.64  =  Al+  0.92fr 

19.7 

-0.366 

aj 

—  14.69  =  Ai+   0.92  fr 

j   IK. 

a  Serpen  Us 

-15.40  =  A/-f-   0.72  fr 

580  Carr. 

-16.23  =  Ai+   6.23  fr 

16.0 

—  0.1.12 

i  Ophiuchi 

—  13.50  =  A(+    O.SI  fr 

^llerculis 

—  I5.U  =  A(-(-   0.(2fr 

/Ophiuchi 
e  Ürsac  min. 

-15.20  =  A(+  0.69  fr 

-H.73  =  A/-  3.82fr 

17.0 

-0.141 

a  Herculis 

-10.53  =  Al+   0.63  fr 

ß  Draconis 

—  15.33  =  A(—   0.03  fr 

H27  Carr.   U. 

—  17.67  =  A/-*.   7.19fr 

Q,  Capricorni 

-15.57  =  A(+  0.92* 

19.7 

-o.34r, 

«, 

-lü.lfi  =  At+  0.9«fr 
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C.  Brunns, 


48C5 

Sierno 

Gleichung  zur  Bestimmung 
der  Azimuthe 

Sternzeit 
der  Beob. 

Axin 

Juli  19. 

a  Serpentis 

-  15.96  =  AiH.0.71  A- 

580  Carr.  U. 

—  16.99  =  A^  +  6.23fc 

i    17»I0 

-0! 

d  Ophiuchi 

—  16.17  =  A^-h  0.81  k 

K  Herculis 

-  15.89  =  At^OAik  ] 

X  Ophiuchi 

—  16.01  «=  A/  +  0.69  A 

6  Ursae  miu. 

—  15.24  Ä  A^-  3.81  k 

i    <9.7 

— 0. 

a  Herculis 

—  15.88  =  A/H.0.63A 

ß  Draconis 

—  15.86  =  Ai  — 0.03/: 

In   diesen  Azimuthwerthen   ist,   wenn  auch  nicht  so  klar, 
eine  der  Zeit  pro[)ortionale  Aenderung  ausgedrückt.    Bildet  man, 
Aziniuth  von  a  Ursae  minoris  wegen   zu  weiter  Entfernung  von 
Zeitsternen  ausschliessend,  aus  den  übrigen  Aziniuthen  die  Mitte 
hat  Hjan 


4865 

Sternzeit 

Azimuth 

4865 

Stern  zeit 

Azimuth 

Juli    4. 

16H8 

— 0:192 

Juli   15. 

17^57 

—  0«294 

»     1 6. 

17.57 

-0.212 

»       6. 

17.57 

—0.188 

»     17. 

17.57 

-0.262 

«       7. 

16.48 

-0.170 

.)     18. 

17.57 

—0.209 

)>     13. 

16.48 

-0.303 

»     19. 

16.48 

—0.168 

und  damit  die  Aenderung  des  Aziinuths: 


4  865 

in 

Aenderung 

4K65 

in 

Aenderung 

Juli     4. 

0!?52 

—  0«116 

Juli   16. 

l!!61 

—  0!:055 

0.52 

-0.116 

0.57 
2.17 

-0.110 
-0.165 

»      6. 

1.61 

-0.064 

0.57 

+  0.043 

')      17. 

1.61 

—  0.132 

2.17 

—0.022 

0.57 
2.17 

+  0.027 
—0.104 

»      7. 

0.52 

+0.115 

0.52 

-0.114 

.>      IS. 

1.61 
0.57 

-0.067 
—0.068 

.»    13. 

0.52 
0.52 

-0.011 
-0.012 

2.17 

-0.136 

>»     19. 

0.52 

-0.002 

»>    15. 

1.61 
0.57 

—0.148 
+0.110 
^0.039 

0.52 

-0.002 

17]     Bestuhung  der  Längendifferbnz  zwschbn  Leifzig  und  Wien.     ä19 

'    Das  Resultat  gibt  als  Aenderung 

in  25':9l  =  —  0:952 
also 

in     1"      =  —0:037. 
Diese  stündliche  Aenderung    wurde    bei    den  Reductiooen    berück- 
^chügt. 

Die  zur  Reduction  der  Beobachtungen  angewandten  Werthe  der 
Inslrumentalcorroctionen  sind  daher  die  rol!j;enden: 


im 

Stern- 

_ 

k 

Zeit 

" 

" 

" 

° 

Juni  89. 

13" 

+  0-369 

+o;38i 

— 0!197 

+0M97 

—05259 

U 

+0.372 

+0.384 

-0.231 

+0.231 

-0.29f) 

15 

+0.375 

+0.387 

-0.265 

+0.265 

—0.333 

16 

+0.379 

+0.391 

—0.299 

+0.299 

—0.370 

17 

+0.382 

+0.394 

—0.233 

+0.233 

-0.407 

Jui»    i. 

15 

-0.002 

+0.010 

—0.290 

+0.290 

—0.137 

16 

+0.001 

+it.on 

— 0.32i 

+0.324 

-0.174 

17 

+o.ooi 

+0.016 

—0.3.18 

+  0.358 

—0.211 

18 

+0.007 

+  0.011) 

-0.392 

+0.392 

—  0.248 

20 

+0.015 

+  0.027 

-0.460 

+0.460 

—0.32- 

S1 

+0.018 

+0.030 

—0.494 

■+0.494 

-0.339 

'^U     fi. 

i:i 

-0.029 

-0.017 

-0.271 

+0.271 

-0.019 

U 

-0.026 

-0.01* 

—0.305 

+0.305 

—0.056 

15 

-0.023 

— o.on 

—0.339 

+0.339 

—0.093 

16 

-0.019 

—0.007 

—0.373 

+0.373 

—0.130 

17 

-0.015 

-0.00.3 

—0.407 

+0.407 

—  O.lfi" 

18 

-0.012 

0.000 

—0.441 

+0.441 

—0.204 

19 

—0.019 

+0.OO3 

-0.475 

+  0.475 

-0.241 

20 

—  0.005 

+0.007 

-0.509 

+0.509 

-0.278 

S1 

—0.002 

+0.010 

—0.513 

+0.543 

—  0.315 

*«'«    13. 

13 

+0.09! 

+0. 1 03 

-0.332 

+0.332 

-0.21t 

15 

+0.098 

+0.110 

-0.400 

+0.400 

-0.218 

16 

+  0.101 

+0.113 

—0.43* 

+0.434 

—0.285 

17 

+  0.105 

+0.117 

-0.468 

+0.468 

-0.322 

18 

+0.108 

+0.120 

— 0..502 

+0.502 

-0.3.59 

■*«»>   tl. 

13 

+0.0i* 

+0.0.^6 

—0.294 

+0.294 

-0.141 

14 

+  0.0i7 

+0.059 

-0.328 

+0.328 

-0.178 

15 

+0.050 

+  0.069 

-0.3fiä 

+0.362 

—0.215 

16 

+0.05i 

+0.060 

—0.396 

+  0.396 

—0.2.52 

17 

+0.058 

+  0.070 

-0.430 

+  0.430 

-0.289 

18 

+0.0(>2 

+0.074 

-0.464 

+0.464 

-0.326 

19 

+0.067 

+  0.079 

-0.498 

+0.498 

—0.363 

I.  i.  WiiHüMh.   KV. 


C.  Bbu^ns, 


4  865 


Stern- 
Zeit 


Juli  1ö 


Juli  16. 


Juli  17. 


Juli  18. 


Juli  19. 


13^* 

U 

15 

IG 

17 

18 

19 

20 

15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 

13 
14 
15 

ie 

17 
18 

19 
20 
21 

15 

16 
17 
18 
19 
20 
21 

15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 


H-O^OiO 
H-0.043 
+0.046 
H-0.050 
+0.054 
+0.057 
+0.0,61 
+0.064 

+0.056 
+0.059 
+0.063 
+0.066 
+0.070 
+0.073 
+0.076 

+0.059 
+0.062 
+0.066 
+0.069 
+0.073 
+0.076 
+0.079 
+0.083 
+0.087 

+0.056 
+0.059 
+0.063 
+  0.066 
+0.069 
+0.073 
+0.07G 

+0.045 
+0.048 
+0.052 
+0.0.^5 
+0.058 
+0.062 
+0.065 


+0?052 
+0.056 
+0.059 
+0.062 
+0.066 
+0.069 
+0.073 
+0.076 

+0.068 
+0.071 
+0.075 
+0.078 
+0.082 
+0.085 
+0.088 

+0.071 
+0.074 
+0.078 
+0.081 
+0.085 
+0.088 
+0.091 
+0.095 
+0.099 

+0.068 
+0.071 

+0.075 
+0.078 
+0.081 
+0.085 
+  0.088 

+0.057 
+0.060 
+0.064 
+0.067 
+0.070 
+0.074 
+0.077 


— 0?352 
—0.386 
-0.420 
-0.454 
-0.488 
—0.522 
—0.556 
—0.590 

—0.486 
—0.520 
-0.554 
-0.588 
-0.622 
-0.656 
—0.690 

-0.456 
—0.490 
—0.524 
-0.558 
-0.592 
—0.626 
—0.660 
—0.694 
—0.728 

-0.556 
—0.590 
-0.624 
-0.658 

—  0.602 
—0.726 
-0.760 

—  0.556 

—  0.:>90 
—0.624 
-0.658 
—0.692 
-0.726 
-0.760 


+0?3.52 
+0.386 
+0.420 
+0.454 
+0.488 
+0.522 
+0.556 
+0.590 

+0.486 
+0.520 
+0.554 
+0.588 
+0.622 
+0.656 
+0.690 

+0.456 
+0.490 
+0.524 
+0.558 
+0.592 
+0.626 
+0.660 
+0.694 
+0,728 

+0.556 
+0.590 
+0.624 

+0.658 
+0.692 
+0.726 
+0.760 

+0.556 
+0.590 
+0.62i 
+0.658 
+0.692 
+0.726 
+0.760 


.0!125 
0.168 
0.1 9S 
•0.23€ 
■0.273 
6.31C 
0.341 
6.384 

O.lli 
0.454 
-0.194 
Ö.22S 
0.265 
•0.302 
0.339 

0.093 
0.430 
0.167 
0.2fl4 
0.241 
0.278 
0.315 
0.352 
0.389 

0.4< 

0.15 
O.U 
-0.2 
0.2 


—  O.f 
— 0. 

— 0 

—  0 

—  ( 


2.   Das  Instrument  in  Wien. 

a.    Die  Neigung. 

An  dem  Wienei*  Instrumente  sprengte  der  Aether 
sein-  gios^e  Hitze,  welche  Juli  5  und  6  herrschte,  den 
Deckel    von   der  Libelle   los,    sodass   eine    sclmelle  Verdu 
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Äelhers   eintrat   und  Juli  7  eine  neue  Libelle   in   die  Fassung  gelegt 
werden  musste. 

Ein  Niveautheil  der  ersten  Libelle  war  =  0?  1 005 

der  zweiten  =  0.0907 

Die  Ungleichheit  der  Zapfen  folgt  aus  allen  Nivellirungen  sowohl 
mit  der  neuen  als  mit  der  alten  Libelle  fast  vollständig  identisch. 
Es  war 

Längenbestimmung  Leipzig-Wien  Kr.  0— W  =  —  0?21,  Gewicht  82.7 
»  Berlin-Wien  »         =  —  0.20,         »       69.8 

Sämmtliche  Nivellirungen,'  die  weiter  unten  zusammengestellt 
sind,  worden  zunächst  nach  der  Zeitfolge  geordnet,  und  obwohl 
oieioals  die  Stemzeit  im  Beobachtungsjoumal  hinzugetügt  ist,  so  lUsst 
sich,  da  die  Nivellirungen  nach  den  Gulminationen  der  einzelnen 
Sterne  angestellt  sind,  die  Zeit  doch  sofort  ermitteln  und  ist  selbige 
in  der  Tabelle  angegeben.  Alle  Nivellirungen  sind  auf  Kreis  West 
reducirt  und  zwar  wenn  Kreis  Ost  nivellirt  war,  mit  den  Werthen 
+0?20  bei  der  alten,  +0F21   bei  der  neuen  Libelle. 

Für  unsere  Zwecke  genügt  es,  nur  die  Nivellirungen  während 
der  Längenbestimmung  Leipzig -Wien  anzugeben  und  in  der  folgen- 
den Tabelle  erkennt  man  sofort,  dass  (mit  Ausnahme  von  Juli  14  1, 
Juli  17  II  und  Juli  18  1)  keine  bemerkenswerthe  Veränderung  der 
Neigung  angedeutet  ist  und  eine  der  Zeit  proportionale  Veränderung 
mit  Entschiedenheit  nicht  angenommen  werden  kann.  Es  ist  daher 
an  jedem  Abend  Tür  jede  Zeitbestimmung  ein  Generalmittel  genommen 
Dod  dasselbe  zur  Reduction  angewandt. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass  die  von  Mai  22 — 27  angestellten 
iVnreilinmgen  keine  der  Zeit  proportionale  Variation  der  Neigung  ge- 
zeigt haben,  und  wenn  in  den  Nivellirungen  von  September  12  bis 
October  2  während  der  Längenbestimmung  Berlin -Wien  eine  ziem- 
/ich  deutliche  Variation  der  Neigung  ausgesprochen  zu  sein  scheint,  so 
Ist  dies  doch  wieder  nur  an  einzelnen  Abenden  der  Fall.  September 
1 2,  1 3,  22  und  October  2  zeigt  zwar  eine  Abnahme ,  September  1 6 
Jagegen  eine  Zunahme,  Septbr.  21,  23  und  26  scheint  aus  den  Nivel- 
irungen  während  der  ersten  Zeitbestimmung  ein  Gang  hervorzugehen, 
ier  durch  die  Nivellirungen  während  der  zweiten  Zeitbestimmung 
licht  bestätigt  wird;  endlich  ist  September  18,  19,  20  und  24 
iberhaupt  kein  Gang  in  der  Neigung  zu  erkennen  und  in  der  schon 
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publicirten  lüngenbestimmung  Berlin -Wien  ist  daher  auch  für  je 
Zeitbi^stiminung  einfach  das  Mittel  aus  den  verschiedenen  NiveHiruns 
genommen. 

Wenn  man  noch  die  Nivellirungen  bei  der  ersten  und  zweil 
Stemgruppe  mit  einander  vergleicht,  so  ist  die  Differenz  zwiscl: 
denselben  bald  positiv,  bald  negativ  und  trägt  daher  ganz  den  Charak 
von  Beobachtungsfehlern.  Es  findet  sich  als  Differenz  der  Neigunc 
zwischen  der  ersten  und  letzten  Sterngruppe  im  Mittel  bei  der  Länge 
bo8timmung  Leipzig- Wien  I  — II  =  +  0H2  Gewicht  34.3 

Berlin- Wien    I_ll=_o.02         »        54.6 


also  im   Mittel  +  0.03         »        88.9 

eine  Grösse,  welche  zu  vernachlässigen  ist.    Die  Nivellirungen  in  W 
orgeben : 


«ses 

Zeit 

Juni  4*^ 

«nH 

16.4 

16.6 

17.5 

Krets- 
lage 


M\     i. 


Juli    <». 


.Wi     v^ 


>^ll 


k< 


ir».v 

H>.(i 

17.:') 

<6.0 
I  (».  i 

HM 
19.0 

\\),^ 

iO.4 

15.8 
15,9 
U\^ 

17,5 

I7.i 

15.» 
13.» 

1^9 


W 
O 

o 
w 

w 
w 
o 

o 

w 

w 

0 
0 
0 

w 
w 

w 

0 
0 
0 

w 
w 

w 

0 
0 

w 
w 

0 


Erhebung 

des 
Westendes 


1?70 
1.35 
1.43 
1.60 

1.^0 
0.78 
^.43 

1.90 
1.63 
1.73 
'1.88 
'1.95 
•^.80 
■:^.48 
■2.30 


Reduction 

auf 

West 


-H?70 
+  1.55 
-*.1.63 
-*.1.60 

-1.20 

—  0.78 
-2.23 

-1.70 

—  1.63 

—  1.73 
-1.68 
-1.75 
-2.60 
-2.48 
—2.30 


Angenomnaen 


0  — W 


1?62 


-1.40 


-1.68 


—2.28 


16^5 


16.8 


— 0?260 


16.5 


19.6 


0.65 

-4-0.65 

0.43 

—  0.22 

1.65 

-«.1.86 

1.68 

-4-1.89 

1.30 

4-1.30 

1.90 

4-1.90 

3.50 

4-3.50 

3.08 

4-3.29 

1.23 

4-1.44 

1.78 

4-1.78 

1.98 

4-1.98 

1 .50 

4-1.71 

1.23 


3.40 


16.6 


17.0 


0.01.^^ 


—  0.316 


-0.i20 


1.73 


16.3 


G 
wi 


—  1.440     1   2 


—0.210        h 


— 0.51.^    '    1 


BEi>TIIIM['NÜ     UEII    I^^NUKNDIFFEIIKNZ    ZWISCHE.t   LEIPZIG    UND   WlBN.        ttS 


IMS 

Zpi[ 

Kreis- 
lau« 

Erhebung: 

dos 
Wo8te..dM 

Retluetinn 

Btir 

Wost 

0  — W 

... 

wicht 

Juli  13. 

19?i 

0 

+i?.iJ 

+  3P7i 

[ 

1!).7 

W 

+4.10 

+2.40 

+  2F51    '■  lil^H 

+OPUO- 

2.7 

i»A 

w 

+s.;j8 

+2.38 

Mi  11. 

1.5.7 
f-'i.S 
16.0 

w 
w 

0 

+  4.00 
+3.9.') 
+;(.63 

+  4.00 
+3.95 
+3.84 

16.-') 

0 

+2.9.5 

+3.16 

+  3.2.5 

16.5 

—0.180 

6.9 

16.8 

0 

+2.60 

+2.81 

16.9 

w 

+2.4;t 

+2.43 

17. -5 

w 

+2.58 

+  2.58 

19.2 

w 

+3.05 

+3.05 

19.6 
(9.8 

w 

0 

+3.2:t 

+2.43 

+3.23 
+2.64 

+2.82 

19.7 

-0.850 

4.0 

30.1 

0 

+2.1.". 

+2.36 

JuiiCi  1  t:i.7 

0 

+3.45 

+3.66 

\  16.0 

w 

+3.20 

+3.20 

16. K 

w 
w 

+2.70 
+3.03 

+2.70 
+3.03 

+3.29 

16.6 

+0.404 

6.0 

17.0 

0 

+3.13 

+3.34 

ir.ü 

0 

+  3.60 

+3.81 

19.3 

0 

+3.20 

+3.41 

19.6 
19.6 

0 

w 

+3.03 

+3.20 

+3.24 

+3.20 

+3.11 

19.7 

+0.215 

4.0 

j  lO.B 

1 

w 

+2.60 

+2.60 

ili  16.  t  1S.7 

w 

+0.55 

+0.5.5 

16.0 

0 

-0.65 

-0.44 

16.4 

16.8 

0 
0 

-0.58 

—0.50 

—0.37 
-0.29 

-0.22 

16.6 

-O.lOi 

6.0 

17.0 

w 

—0.60 

—  0.60 

17.5 

w 

-0.80 

—0.20 

i9.a 

w 

-0.48 

—0.48 

lil.6 
19.8 

0 

—0.40 
—  0.20 

-O.iO 

+0.01 

—0.38 

19.7 

—0.100 

4.0 

20.4 

0 

-0.88 

-0.67 

i  17.      15.7 

0 

—0.33 

—0.(2 

16.0 

w 

+0.03 

+0.03 

1  16.5 
16. K 

w 
w 

+0.23 
—0.20 

+0.23 

—0.80 

+  0.08 

16.6 

—0.090 

6.0 

,    17.(1 

0 

-0.23 

-0.02 

I7.:i 

0 

+  0.35 

+0,56 

19.« 

0 

+0.03 

+0.24 

'   llt-ti 

0 

w 

—  0.70 

—  O.KK 

— O.iii 

—  0.K8 

—0.50 

lü.7 

+0..545 

t.O 

20.  l 

w 

— 0.8H 

— 0.8H 
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der  Collimatiötisrehlet*  sich  ftii'det.    Die  ahgeWttddten  Cocfficienten  fUr 

die  Neigung  sind: 

für  i 
bei  Carrington  580    U.  C.     —  5.836 

»    *  Ursae  luinoris  0.  C.     +  6.H7 

»    Carrington  H27  U,  C.     —  6.977. 
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M65 


Kreis  West 


Durchgangs- 
zeit 


Correct. 
füri 


Kreis  Ost 

Durchgangs- 
zeit 


Correct. 
fOri 


Durcbgangs- 
zeit 

West  I    Ost 


West 

ibih. 
Ost 


Golli- 

mations- 

fehler 


0 


Juni  ^9. 
Juli    6. 

8. 

13. 

U. 

13. 

16. 

17. 

18. 

19. 


n 
» 


r. 


X 

5 


(Juni  29. 
Juli    4. 

.     6. 

'     8. 

>  M. 
.    <3. 

>  U. 

'     10. 

i    18. 

>  19. 


c 

u 


Juli 


6. 
13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 


1ö^>57»33!79 
55.11 
56  36.87 
40.81 
49.66 
4«.67 
42.26 
42.31 
42.2t 
42.05 

16  60  14.84 
30.04 
34.00 
59  13.05 
12.51 
16.00 
17.01 

16.71 
17.84 
16.32 
16.33 
16.51 


19 


44 
43 


41.93 
27.52 
2».00 
29.04 
2^.96 
27.48 
i7.90 


— 0?92 
-hl. 20 
—0.62 

—  1.06 
—1.60 

—  1.67 
+0.19 
-hO.11 
—0.04 
4-0.44 

4-0.97 
-0.90 
—1.26 
-♦-0.65 
-t-1.8« 
-t-1.11 
4-1.69 
-♦-1.76 
— Ö.19 
—0.12 
-h0.04 
-6.46 

-t-1.43 
-1.J6 
-4.92 
—2.00 
+0.22 
-♦-0.13 
—0.05 


1iS^57»3i?50 
51.34 
56  33.90 
38.15 
41.14 
40.63 
39.80 
40.03 
39.66 
39.53 


16   60 


59 


19   44 


17.5i 
32.02 
37.00 
14.75 
14.69 
17.60 
18.26 
18.19 
^9.26 
48.38 
17.57 
16.66 

38.16 
25.50 
27.25 
16.71 
1.35 
25.04 
25.83 


— 0!86 
+t.«5 
—0.57 
-1.00 
-1.55 
—1.62 
-1.0.24 
-♦-0.16 
4-0.01 
4-0.49 

4-0.91 
—0.96 
-1.32 
4-0.60 
4-1.81 
4-1.06 
4-1.64 
4-1.70 
-0.25 
-0.47 
-0.04 
-0.52 

4-4.50 
-1.20 
-4.86 
-4.93 
4-0.29 
4-0.20 
4-0.01 


32»S7 
56.34 
36.25 
39.75 
44.06 
44.00 
42.45 
42.42 
42.47 
42.49 

45.84 
29.4  4 
32.74 
43.70 
4  4.37 
47.44 
48.70 
48.47 
47.65 
4  6.20 
4  6.37 
46.05 

43.36 

26.2)6 

27.08t 

27.04 

29.48 

27.64 

27.85 


30!64 
52.59 
33.33 
37.15 
39.59 
39.01 
40.04 
40.19 
39.67 
40.02 

48.45 
31.06 
35.68 
15.35 
46,50 
48.66 
49.90 
49.89 
49.04 
48.24 
47.56 
46.44 

39.66 
24.30 
25.39 
24.78 
25.64 
25.24 
25.84 


2?23 
3.72 
2.9^ 
2.60 
4.47 
4.99 
2.44 
2.23 
2.50 
2.47 

2.64 
1.92 
2.94 
4.65 
2.43 
4.55 
4.201 

4.36 
i.«4 
4.49 
0.09 

3.70 
4.96 
4.69 
2.26 
3.54 
2.37 
2.04 


1.465 
1.147 


-♦-0?426 

4-0.210 

4-0. 

4-0, 

4-0.083 

4-0.442 

4-0.436 

4-0.126 

4-0.441 

4-0.4  40 

4-0.478 
4-0.429 
4-0r.498 
4-0.444 
4-0.143 
4-0.104 
4-0.081 
4-0.096 
4-0.092 
4-0.435 
4-0.080 
4-Ö.Ö'06 

4-0.179 
4-0.095 
4-0.082 
4-0.140 
HhO.172 
4-0.115 
4-0.099 


Die    Unterschiede    der    CoUimationsfehler    sind    mit    Ausnahme 
einiger  Tage   so  gering,    dass   sie   wohl  schwerlich  als  reell  ange- 
:«ben  werden  können.     Wenn  man,   um  von  zufälligen  Fehlern  un- 
abhängiger zu  sein,  an  den  Tagen,  wo  alle  drei  Polsteme  beobachtet 
sind  (Juli  6,  13,  14,  15,  16,  4  7,  18),   die  Mittel  der  Cöllimations- 
febler  ftir  jeden  einzelnen  Stern  nimmt,  so  muss,  wenn  jeden  Abend 
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eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  vorhanden  ist,  diese  im  Mit 
sich  zeigen.     Es  ist  jedoch: 

für  580  Carr.    um  15^^57"     c=  +0H38 
«Urs.  min.     »17     0  +0.113 

1127  Carr.     »    19  44  +0.122 

* 

also*^  so  nahe  gleich,  dass  man  wohl  annehmen  kann,  eine  reg 
massige  Aenderung  des  Gollimationsfehlers  im  Laufe  eines  Abei 
habe  nicht  stattgefunden.  Es  ist  deshalb  bei  Ausführung  der  I 
ductionen  an  jedem  Tage  das  Mittel  genommen,  mit  Ausnahme  \ 
Juli  19,  wo  wegen  der  constatirten  Aenderung  des  Gollimatio 
fehlers  zwei  Mittel  gebildet  sind.  Es  ist  demnach  angenommen 
Kreis  West: 


486& 


1865 


1865 


Juni  29. 
Juli     4. 

»       6. 

9       8. 


0-152 
0.129 
0.196 
0.138 
0.U3 


Juli  13. 
.)  14. 
»  15. 
»  16. 
«     17. 


0^15 
0.082 
0.106 
0.133 
0.125 


Juli  18. 
»     19.1 
»  II 


0H07 
0.140 
0.006 


('.    Das  Azimuth, 

Das  Azimuth  wurde,  um  es  möglichst  genau  zu  erhalten,  ; 
dem  Polsteme  und  allen  beobachteten  Fundamentalstenien  abij:eleii 
Den  Fundamentalsternen  ist  zusammen  immer  dasselbe  Gewicht  . 
geben  als  dem  Polstern,  indem  aus  den  Gleichungen  für  die  Fun< 
mentalsterne  einfach  das  Mittel  genommen  wurde.  Die  strei 
Auflösung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  wurde  im  i 
gemeinen  dieselben  Werthe  ergeben  haben.  Die  folgende  Isih 
enthUlt   die  Gleichungen  zur  Ableitung  der  Azimuthalwerlhe. 


1865 


Juni  29. 


Sterne 


580  Carr.  U. 
d  Ophiuchi 
^  HiTcuiis 
)c  Ophiuchi 
€  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 


Cileichunpen  zur  Bestimmung 
des  Azimuths 


-15.65  = 

—  18.00  = 
-17.65  = 
-17.80  = 
-18.71  = 

—  17.49  = 
-17.87  = 


At  -H  6.57  A-j 
Ar-h  0.78  AI 
A/4-  0.33  A 
A/-h  0.63  A 
A/—  4.16A- 
A/-f-0.57  A 
A^- 0.I2A-J 


Sternzeit  1     .    . 
derBeob.:     '^'^'"^"^ 


16:0 


17.0 


OHr 


O.iJ 


BKsTiMHUNtt  itKH  LANfiBNUirrKRE^z  zwmiiKN  Lkipzig  t:?ii>  Wien.      !ü27 


mi 

Slernp 

tileichunKpii  7ur  BeslimmunB 
di-ü  Azimutlis 

SU'rnxeit 

der  Beob. 

Azimuth 

luli  (. 

CHercuIis 
xOphiuchi 

—  38?3t  =  A/+0;33Ä 

—  32.57  =  Al  +  0.63ft 

«  Ursae  min. 

~32.9i  =  A(-  i.UA> 

niio 

-0!080 

aUerculis 

-32.63  =  A/  +  0.57fc 

ß  Dniconis 

—  32.70  =  A/  — 0.19A 

itiii  e. 

a  Serpentis 

-37.05  =  A(  +  0.66A| 

580  Carr.  U. 

-37.1.1  =  AI  +  6.57  A 

16.0 

— O.ftIO 

dOphiuchi 

-37.(3  =  Af  +  0.78  jt 

JHerculis 

—  36.8«  =:  A/  +  0.33t 

X  Ophiuchi 

—  37.21  =  A(  +  0.fi3ft 

>  Ursae  min. 

-36.44  =  A/-i.l6fr 

17.0 

—0.146 

a  Herculis 

-37.24  =  Ai+  0.57  ft 

ß  Draconis 

—  37.U  =  A(—  0.12  A- 

i  Aquiiae 

-37.51  =  A(  +  0.7I  k 

1 1 27  Carr.  L'. 

-37.34  =  A(-t-7.39A 

19.7 

+0.031 

a-i  Capricorai 

-:n.58  =  AI  +  0.90A 

Juli  ».• 

a  Serpentis 

+  42.72  =  A(-(5  0.66A- 

580  Carr. 

+  48.88  =  AI  +  6.57  A 

16.0 

+0.087 

«Ophiuchi 

+  42.64  =  AI+0.63A- 

t  Ursae  min. 

+  43.03  =  A/-i.I6it 

a  Herculis 

+  42.86  «  A(  +  0.ä7A 

17.0 

—0.060 

ß  Draconis 

+  43.73  =  AI—  0.19* 

Juli  II.- 

^  Üerculis 
K  Ophiuchi 

+  42,03  =  A(  +  0.33A1 
+  41.88  =  Al  +  0.63Ä-( 

£  Ursae  min. 

+  41.81  =  Al  —  4.l6ft( 

17.0 

+0.092 

ß  Draconis 

+  42.50  =  Al-  O.iik] 

luli  n. 

580  Carr.  U. 

+  40.U  =  Al  +  6.57*i 

il  Ophiuchi 

+  39.08  =  Al  +  n,78Ä-( 

16.0 

+0.183 

;  Herculis 

+  39.28  =  A(  +  0.3.'}Al 

X  Ophiuchi 

+  39.27  =  A(  +  0.fi3* 

t  Ursae  min. 

+  39.<3  =  Al  —  4.16  ft 

17.0 

+U.020 

0  Herculis 

+  39.09  =  Af +  0.57A- 

ß  Draconis 

+  3Ü.89  =  Al-O.I2ftJ 

1127  Carr.  U. 

+  39.07  =  A/+  7..'>9it( 

Oj  Capricorni 

+  39.01  =  A/  +  0.90  frl 

19.7 

+0.009 

Inlitl. 

a  Serpentis 

+  .3K.i5  =  Al+  0.66  A) 

580  Carr.  U. 

+  38.44  =  A(  +  6.57  a| 

16.0 

+0.031 

d  Ophiuchi 

+  38.07  =  Al+0.78ft| 

tHerculis 

+  38.24  =  A(+0.33A1 

xOphiuchi 

+  38.22  =  AI  +  0.63A- 

1  { Ursae  min. 

+  37.57  =  AI—  i.l6A| 

17.0 

+0.136 

1  oHerculia 

+  38.U  =  AI  +  0.57H 

ß  Draconis 

+  38.23  =  AI-0.)2AJ 

*  .4n  den  beiden  Togen  Juli  8  und  t1  wurden,  um  vom  Colli nutionsrehler  niid  einur 
ttrufto  Acnderung  der  perBönlichen  Gleichung  iwischer  Kr.  O.  und  Kr.  W.  inöitliuhKl 
I«  tu  Min,  zuerst  das  Mittel  der  zwei  in  der  einen  Kreislage  beobachteten  Zeitsleniu  pr- 
■NUM  nnd  dieser  Werth  mit  dem  in  der  andern  Kreislage  beobachteten  Sterne  zu  einem 

Ktltl  verbunden. 


lüGJ 

Slomo 

GJetcbungL'o  zur  UeKliminuii^ 
lies  Azimuths 

Slenizeil 
der  Beob. 

Azimuit* 

Juli  M. 

iJAquilae 

+  38!2ä  =  Ai-4-0?71  A- 

1127  Carr.  U. 

+  38.15  =  A(+7.S9A' 

19^7 

-0!00y 

' 

oj  Ca[)rioorni 

+  38.17  =  A(+0.90ft 

Juli  15. 

380  Carr.  U. 

+  38.9e  =  A/  +  6..57A- 

dOphiucbi 

+  37.88  =  Ai  +  0.78A- 

16.0 

+0.187 

CHervulis 

+  38.3)  =  A(  +  0.33Ai 

X  Ophiuchi 

+  37.93  =  A(  +  0.63A 

e  Ursae  miu. 

+  37.61  =  AI- 4.16  aI 

17.0 

+11.10» 

oHepculis 

+  38.17  =  Ai  +  0.57A 

ß  Draconis 

+  37.98  =  AI -0.12  A- 

1 1 37  Carr.  V. 

+  38.48  =  A(  +  7.59Ai 

O]  Cnpricorni 

+  38.30  =  Ai  +  0.90Ai 

19.7 

+0.042 

Juli  IC. 

Ö80  Ciirr.  U. 

+  37.90  =  A(  +  6.ti7A/ 

d  Ophiuchi 

+  38.04  =  A(  +  0.78A( 

16.0 

—  0.021 

tHercuIis 

+  38.44  =  A(+0.33A 

X  Ophiuchi 

+  .18.31  =  Ai+0.63A 

«  Ursne  min. 

+  38.34  =  AI—  4.l6ft 

17.0 

— 0.ÜO6 

a  Herculis 

+  38.23  =  AI  +  0.-^7  A 

f9DracDDis 

+  38.26  =  Al— 0.12A 

<IAquila(^ 

+  38.22  =  Al+0.71  k 

H«7Carr.  U. 

+  37.03  =  At+T.Sg*' 

19.7 

—  0.173 

oj  Ciipricorni 

+  38.17  =  AI +  0.90  A 

Juli  IT. 

a  Serpenlis 

+  38.60  =  AI  +  0.66A 

580  Carr.  L'. 

+  38.04  =  A/  +  6.-'>7A 

16.0 

— 0.ü9( 

d  Ophiuchi 

+  38.53  =  A(  +  0,78A 

plerculis 

+  38.68  =  AI  +  0.33  A 

X  Ophiuchi 

+  3B.;iS  =  AI  +  0.63  A: 

eUrsac  min. 

+  39.:U  =  AI—  4.1()A 

17.0 

—  0.148 

a  Herculis 

+  38.67  =  Al  +  0.57  A 

ß  ürüconis 

+  38.74  =  AI-  0.12A 

d  Aquilne 

+  38.66  =  A(  +  0.7I  k 

1127  Carr.  U. 

+  38.0i)  =  AI  +  7.59A 

19.7 

—0.086 

Ol  Capricorni 

+  38.61  =  A(+0.90ft 

JulilK.- 

580  Carr.  IJ. 

+  38.62  =  A(  +  6..^7  A 

6  Ophiuchi 

+  38.71  =  AI  +  0.78A 

16  .0 

—  0.016 

X  Ophiuchi 

+  38.79  =  AI  +  0.63A 

e Ursae  min. 

+  39.45  =  Al  -  i.16A 

a  Herculis 

+  38.97  =  AI  +  0.57  A 

17.0 

—0.130 

ß  Draconis 

+  38.81  =  AI—  0.42  aJ 

11 27  Carr.  II. 

+  37.69  =  A(+7.59A 

02  Capricorni 

+  38.97  =  AI  +  0.90  A 

19.7 

— O.lül 

Juli  10. 

a  Serpenlis 

+  39.43  =  AI  +  0.66A 

580  Carr.  U. 

+  .38.43  =  A(+  6,.57  A 

16.0 

—  0.147 

S  Ophiuchi 

+  39.15  =  Ai  +  0.78i 

•  Hier  wurde  dasselbe  Verfahren  «nRcwendel,  wie  Juli 
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4885 


Sterne 


Gleichungen  zur  Bestimmung 
des  Äzimuths 


Sternzeit 
der  Beob. 


Azimuth 


Juli  19. 


^  Herculis 
X  Opbiucbi 
€  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 


39!61 
39.40 
40.22 
39.44 
39.48 


A/ 

A^ 
At 


0!33  k 
0.63  Ä 
4.16/r 
0.57  Ä 
0.12A- 


I 


17^0 


-OH  63 


Die  abgeleiteten  Azimuthe  sind  als  gültig  angenommen   für  die 

Zeiten    der  Culmination    der   Polsterne.     Selbige    ist    für   580  Car- 

rington    15^96,    Tür   6  Urs.  min.  17^0,    für   1127  Carrlngton    19*^74; 

(iaher  sind  die  Mittel  aus  den  beiden  ersten  Zeiten  16H8,  aus  allen 

drei  Zeiten  17^57. 

Um  eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  im  Azimuth  zu  lin- 
den, wurde  in  gleicher  Weise  wie  bei  dem  Leipziger  Instrument 
aus  den  Azimuthen  das  Mittel  genommen  und  es  findet  sich: 


1865 

Sternzeit 

Azimuth 

4865 

1 

Sternzeit 

Azimuth 

Juni  29. 

16H8 

-«-0!316 

Juli  1 5. 

17.57 

-h0.113 

Juli     6. 

17.57 

-0.042 

»     16. 

17fö7 

— ü?068 

)»       8. 

16.48 

—0.016 

n       17. 

17.57 

-0.108 

D      13. 

17.57 

+0.071 

n      18. 

17.57 

-0.112 

T>         14. 

17.57 

+0.053 

»     19. 

1 

16.48 

-0.155 

und   damit  die  Aenderung  des  Äzimuths 


1865 

in 

Aenderung 

4865 

in 

Aenderung 

Juni  29. 

0!!52 

— 0!090 

Juli  16. 

1^61 

-0?044 

0.52 

—0.091 

0.57 

—0.062 

Juli     6. 

1.61 

—0.032 

;     2.17 

—0.105 

0.57 
2.17 

+0.104 
+0.073 

>     17. 

1.61 
0.57 

-0.017 
-4-0.040 

» ^     8. 

0.52 

-0.043 

2.17 

4-0.022 

«     13. 

0.52 

1.61 
0.67 
2.17 

-0.044 

0.112 
+0.051 
—0.062 

»     18. 

1.61 
0.57 
2.17 

-0.096 
-4-0.018 
-0.079 

n         14. 

1.61 
0.!i7 
2.17 

+0.022 
— 0.Ö83 
—0.062 

y>     19. 

0.52 
0..52 

-0.008 
-0.008 

»     15. 

1.61 

0.57 
2.17 

—0,074 
+0.004 
-0.071 

Das  Endre%iltat  ergibt  als  Aenderung 

in  33^6  =  —  0^849 
also  in     1*"     =  —0.025 

weicher  Werth  mit  dem  fllr  das  Leipziger  Instrument  gefundeneo 
nahe  identisch  ist.  Die  gefundenen  Mittelwerthe  für  das  Azimuth 
sind  mit  der  erhaltenen  Variation  auf  die  Sternzeit  18**  reducirt 
und  zu  den  Keductionen  auf  den  Meridian  sind  daher  bei  dea 
Wiener  Beobachtungen  an  den  einzelnen  Tagen  die  folgenden  Werthe 
der  Neigung,  der  Collimation  und  des  Azimuths  angewandt: 


1865 

»IC 

•o 

Cw 

Co 

k„  für  i  8»> 

Juni  29. 

-*.0!4Ö8 

-4-0?4  48 

-4.0?4  52 

-0?I52 

4-0*278 

Juli     4. 

-0.446 

-0.456 

-»-0.429 

-0.429 

-0.105 

»       6. 

-0.205 

-0.245 

-4-0.496 

—0.496 

—0.053 

>»       8. 

-4-0.406 

-4-0.097 

+0.438 

—0.438 

—0.054 

>)     \\. 

-*.0.303 

+0.294 

4-0.443 

-0.443 

4-0.067 

»     43. 

-4-0.484 

-4-0.472 

4-0.445 

—0.445 

4-0.060 

»     4  4. 

4-0.275 

4-0.266 

4-0.082 

-0.082 

4-0.042 

»     45. 

-hO.286 

-4-0.277 

4-0.406 

—0.406 

4-0.402 

»     4  6. 

-0.034 

—0.040 

4-0.433 

—0.433 

—0.089 

»     47. 

-0.049 

-0.028 

4-0.425 

—0.425 

—0.449 

)>     48. 

-4-0.007 

-0.002 

4-0.407 

-0.407 

—0.423 

»     4  9. 

-0.075 

-0.084 

•  4-0.440 
4-0.006 

—0.440 
—0.006 

—  0.493 

k  =  Ä-Q  —  0Ü02Ö  (/  —  4  8*»),   /  in  Stunden  Stemzeit  ausgedrückt. 


in.  Ermittelung  der  Uhrdifferenzen. 

a.    Die  Signale. 

Um  die  Differenz  der  Leipziger  mit  der  Wiener  Uhr  /u  finden, 
wurden  zwei  Methoden  angewandt,  die  der  Signale  und  die  der 
Coineidenzen.  Die  Signale  wurden  in  nahe  regelmässigen  Intervallen 
von  10  zu  10  Secunden  gegeben  und  es  hat  sich  bei  denselben 
eine  beträchtliche  persönliche  Gleichung  herausgestellt. 

In  den  folgenden  Tabellen  sind  die  in  Leipzig  und  Wien  beob- 
achteten Signale  zusammengestellt,  daraus  die  Mittel  genommen  und 
damit  die  Uhrdifferenzen  ermittelt. 
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Gehörte  Sig 

nale. 

Gegeben  In  Ijiipiig. 

(iegeEien  in  Wien. 

<IIS 

BeobBchtet 

DilTerenz 

Beobaehlel 

DiflerenK 

in  Leipiig 

In  Wien 

in  Leipcig 

in  Wien 

Jgli  t 

I9*40"I3H 

I9»56-4I!3 

l6-87!9 

I9''35"51;7 

19''32"20?1 

16-28!l 

83.8 

51.1 

27.6 

36    10.9 

39.6 

28.7 

31.5 

57      2.0 

87.3 

28.3 

.50.4 

88.1 

li.O 

11.6 

27.6 

31.8 

53      0.4 

28.6 

53.9 

«l.l 

87.5 

11.6 

10.0 

28.4 

41      3.8 

31.0 

27.2 

31.3 

19.3 

88.0 

U.3 

41.7 

27.4 

37      8.7 

30.2 

27.5 

35.0 

58     2.4 

27.4 

22.9 

50.3 

27.1 

44.4 

If.O 

27.6 

31.3 

59.2 

27.9 

54.9 

88.1 

27.2 

48.0 

54    10.3 

88.3 

48      4.8 

32. 

27.7 

52.3 

20.2 

27.9 

11.7 

48.5 

27.8 

38      2.4 

29.7 

27.3 

ai.o 

31.7 

27.7 

12.2 

39.6 

27.4 

31.9 

59      3.0 

88.1 

22.7 

50.2 

27.5 

45.8 

13.1 

27.6 

31.7 

.58.8 

87.1 

34.9 

28.6 

87.7 

43    1.5.« 

43.0 

27.2 

Wi  6 

I8MS"'45^5 

I8''89"'I6;S 

I6"30?7 

ISI-  16"  3818 

I8''33"29!7 

16™  30*9 

35.7 

86.5 

30.8 

17      8.9 

40.0 

31.1 

13    16,2 

17.1 

30.9 

18.6 

49.5 

30.9 

1              26.0 

56.8 

30.8 

29.9 

34      0.9 

31.0 

;i5.9 

30      7.0 

31.1 

39.0 

10.1 

31.1 

16.8 

16.8 

30.6 

,18.9 

19.8 

30.9 

.M.S 

26.3 

31.1 

.58.0 

29.2 

31.2 

II      6.« 

37.2 

31.1 

18      8.6 

39.6 

31.0 

(5.t 

36.4 

31.0 

1S.7 

49.5 

30.8 

25.7 

56.6 

30.9 

28.8 

35      0.8 

31.1 

38.  t 

31      6.4 

31.0 

39.0 

10.3 

31.3 

K.i 

16.5 

31.2 

48.3 

19.1 

31.1 

56.3 

86.5 

30.8 

58,5 

29.3 

30.8 

(ü      ."».S 

36.4 

30.6 

19      8.9 

40.1 

31.2 

86.8 

56.6 

30.1 

19.1 

50.2 

31.1 

3.5.9 

38      6.4 

30.5 

28.6 

59.6 

31.0 

46.0 

16.7 

30.7 

39.0 

36     10.1 

31.1 

1               56.3 

26.7 

30,4 

48.6 

19.8 

31.2 

58.3 

89.6 

31.3 

80      9.0 

39.9 

30,9 

19.1 

50.2 

31.1 

89.0 

60.3 

31.3 

Uli  II. 

I9M7-    0-6 

19'' 33"  11:7 

15-1111 

19''  12-"I8;3 

l9>27-30;0 

15-1l!7 

10.3 

21.3 

11.0 

28.6 

40.3 

11.8 

80.5 

31.6 

11.1 

38.1 

49.7 

11.3 

30.6 

42.0 

11.4 

48.6 

.    88      0.3 

11.7 

40.7 

51.8 

11.1 

.57.9 

9.6 

11.7 

49.8 

33      0.7 

10.9 

13      8.5 

80.0 

11.5 

18      0.0 

11.0 

11.0 

28.9 

40.4 

11.5 

IO.fi 

81.5 

10.9 

38.0 

49.3 

11.3 

Gebttrtfl  Sig 

nale. 

Gegeben  in  LeipKij; 

Gegeben 

in  Wien 

18» 

Bcobachlel 

DirTerenz 

Beobaebtel 

Di 

in  Leipzig 

in  Wien 

in  Leipzig 

in  Wien 

Juli  lt. 

i9"'18-"20!ä 

19''33™3!^8 

15-H;3 

19M3"48;0 

1  9'  28-  59:2 

15 

29.9 

41.8 

11.1 

58.5 

89 

10.4 

iO.O 

51.2 

11.2 

14      8.2 

19.6 

.50.3 

34      1.1 

10.8 

17.9 

29.2 

19      0.6 

11.7 

11.1 

28.6 

10.5 

10.1 

21.9 

11.5 

38.1 

49.0 

19.7 

31.0 

11.3 

48.0 

59.3 

30.* 

41.7 

H.3 

58.7 

30 

9.6 

iO.3 

51.8 

11.5 

15      8.2 

<9.9 

äO.« 

.35      1.4 

11.2 

18.6 

30.0 

20      6.0 

11.2 

11.2 

28.3 

40.« 

10.6 

21.7 

H.1 

37.9 
48.0 

31 

50.0 
0.7 

Juli  15. 

18''    7-"19!6 

18''22"'30!3 

I5-10!7 

18''11"'14!0 

(8»  26 

24^8 

15 

30.i 

41.8 

10.8 

22.9 

34.0 

40.8 

51.4 

11.8 

18      4.0 

27 

14.9 

:i0.3 

23      1.4 

11.1 

13.3 

24.0 

8      0.2 

10.7 

10.5 

24.0 

35.2 

10.6 

21.3 

10.7 

.33.9 

45.0 

80.5 

31.2 

10.7 

43.2 

54. G 

30.3 

41.4 

H.1 

53.9 

28 

4.9 

to.i 

.51.5 

11.1 

13      3.0 

14.8 

50.3 

24      1.3 

11.0 

14.0 

24.8 

9      0.8 

H.5 

10.7 

83.9 

35.1 

10.5 

21.4 

10.9 

34.0 

45.2 

21.0 

31.8 

10.8 

44.0 

55.3 

30.6 

41.7 

11.1 

53.9 

29 

5.0 

40.1 

51.3 

10.9 

14      3.3 

14.9 

50.6 

25      1.6 

11.0 

1,3.1 

25.0 

10      0.4 

11.4 

11.0 

23.5 

34.5 

10.8 

81.5 

10.7 

33.7 

44.3 

80.0 

31.3 

11.3 

30.3 

41.5 

11.2 

Juli  16. 

I8>31-30:t 

t8>46-40!8 

IS^lOH 

IS*"  23"  20^0 

18i'38"'30H 

1.5 

50.0 

47      0.0 

10.0 

30.2 

40.4 

38    10.0 

80.3 

10.3 

39.4 

49.6 

20.4 

30.5 

10.1 

49.7 

59.4 

35    30.4 

50    40.3 

9.9 

59.4 

39 

9.5 

40.6 

50.0 

9.4 

24    10.0 

äO.3 

49.8 

59.8 

10.0 

19.6 

29.2 

.36      0.4 

51     10.3 

9.9 

30.0 

40.4 

20.2 

30.4 

10.2 

39.3 

49.2 

30.^ 

39.8 

9.5 

49.0 

58.9 

40.0 

49.4 

9.4 

,59.8 

40 

10.0 

50.0 

59.2 

9.2 

25      9.7 

19.9 

37      0.5 

.52    10.4 

9.9 

20.0 

29.8 

9.9 

19.9 

10.0 

39.6 

49.4 
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Gehörte  Signale. 


i 

Gegeben  in  Leipzig 

> 

Gegeben  in  Wien. 

4865 

Beobachtet 

Differenz 

Beobachtet 

Differenz 

in  Leipzig 

in  Wien 

1 

in  Leipzig 

in  Wien 

Juli  16.  ' 

I8>»37»20!0 

1 S*  52" 

29!7 

1 5»  9!7 

1 8''  25"  49*7 

1 8'»  40»  59!8 

15»10?1 

30.8 

40.6 

9.8 

59.6 

41      9.6 

10.0 

40.4 

50.0 

9.6 

26      9.5 

19.8 

10.3 

50.3 

53 

0.1 

9.8 

19.3 

29.2 

9.9 

38      0.1 

10.0 

9.9 

29.9 

39.5 

9.6 

9.9 

19.6 

9.7 

40.0 
49.6 

49.9 
59.9 

9.9 
10.3 

Juli  17. 

1 

1 

1 

18'' 39"    0!9 
11.0 
20.8 
31.0 
40.4 
50.3 
40      1.2 
10.9 
21.2 
31.2 
40.5 

18»»54™10?0 
19.9 
30.3 
39.8 
49.5 
59:2 
55    10.0 
20.« 
30.0 
39.8 
49.5 

15«    9?1 
8.9 
9.5 
8.8 
9.1 
8.9 
8.8 
9.3 
8.8 
8.6 
9.0 

• 

50.6 

41    30.8 

40.7 

51.0 

59.5 

56  40.0 
49.8 

57  0.3 

8.9 
9.2 
9.1 
9.3 

Juli  18. 

»8''  54"  50H 

ig"»  9" 

'58?2 

1 5»  7!8 

18'' 58»  51  «9 

19^^14»    0!3 

15™    8!4 

55      0.3 

10 

8.4 

8.1 

59      1.3 

9.4 

8.1 

10.0 

18.3 

8.3 

11.9 

20.1 

8.2 

20.5 

28.  f 

7.9 

21.2 

29.3 

8.1 

30.2 

37.9 

7.7 

31.7 

40.2 

8.5 

39.9 

48.0 

8.1 

42.0 

50.0 

8.0 

50.1 

57.8 

7.7 

51.3 

59.5 

8.2 

56      0.0 

11 

8.0 

8.0 

19    0      2.0 

15    10.0 

8.0 

10.0 

18.2 

8.2 

11.2 

19.7 

8.5 

20.6 

28.6 

8.0 

21.1 

29.1 

8.0 

30.7 

38.3 

7,6 

31.4 

39.3 

7.9 

40.8 

48.4 

7.6 

41.6 

49.% 

7.9 

50.0 

57.9 

7.9 

51.0 

59.6 

8.6 

37     0.0 

12 

7.8 

7.8 

1      1.9 

16      9.7 

7.8 

9.9 

18.0 

8.1 

11.8 

20.2 

8.4 

19.8 

27.6 

7.8 

22.0 

30.0 

8.0 

30.4 

38.2 

7.8 

32.0 

39.9 

7.9 

40.6 

48.5 

7.9 

41.2 

49.3 

8.1 

60.6 

57.9 

7.3 

41.7 

59.5 

7.8 

MI  9 

.  19M8»10;4 

19''33' 

» 1 6!8 

i15'»6;i 

1 9"  22"  33'0 

19^37'»39"3 

15»    6-3 

20.3 

26.6 

6.3 

42.8 

49.1 

6.3* 

30.3 

36.7 

6.5 

52.0 

59.S 

7.2 

40.4 

46.S 

1        6.1 

23      3.4 

38    10.1 

6.7 

49.8 

» 

.56.2 

6.4 

13.8 

20.(1 

1           6.8 
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Gehörte  Sig 

;nale. 

Gegeben  in  Leipzig.           1 

Gegeben  in  Wien. 

4865 

Beobachtet                   Differenz 

Beobachtet 

Dil 

in  Leipzig 

in  Wien       i 

1 

in  Leipzig            in  Wien 

Juli  19. 

19^  18"»59!6 

19^34»    6!0 

15™6?4 

19^23"»23!2 

19^^38"»30?0 

15' 

19    10.0 

46.3 

6.3 

33.4 

40.2 

20.5 

26.7 

6.2 

42.2 

48.9 

39.2 

45.9 

6.7 

52.0 

58.9 

50.1 

56.5 

6.4 

24      3.0 

39 

9.3 

20      0.2 

35      6.4 

6.2 

12.9 

19.8 

9.9 

16.3 

6.4 

23.2 

29.7 

19.8 

26.3 

6.5 

33.0 

39.5 

30.3 

36.4 

6.1 

42.2 

49.3 

40.0 

46.4 

6.4 

52.0 

58.1 

50.3 

56.2 

5.9 

25      2.7 

40 

8.5 

21      0.5 

36      6.5 

6.0 

12.9 

19.7 

10.7 

16.8 

6.1 

22.4 

28.8 

20.8 

27.1 

6.3 

32.7 

39.2 

30.6 

36.9 

6.3 

43.0 
51.9 

50.0 
58.8 

Resultate  aus  den  Signalen. 


1865 

Signale 
von 

Leipziger  Zeit 

Wiener  Zeit 

ührdiflferenz 

Anzahl 

der 

Beobacht. 

Juli    4. 

L 
W 

\9^ 
19 

41«?8 
37.4 

19^  58?3 
19     53.9 

16™ 

27!571 
27.900 

17 
15 

»      5. 

L 
W 

18 

18 

13.3 
35.3 

18     29.8 
18     51.8 

16 

30.778 
31.077 

18 
22 

.)    14. 

L 
W 

19 
19 

18.6 
14.2 

19     33.8 
19     29.4 

15 

11.155 
11.605 

20 
21 

»    15. 

L 
W 

18 
18 

8.9 
13.0 

18     24.1 
18     28.2 

15 

10.925 
11.117 

20 

18 

»    16. 

L 
W 

18 
18 

35.0 
25.0 

18     50.2 
18     40.2 

15 

9.835 
10.024 

20 
21 

»    17. 

W 

18 

40.2 

18     55.2 

15 

9.020 

15 

»    18. 

L 
W 

18 
19 

56.3 
0.3 

19     11.4 
19     15.4 

15 

7.874 
8.126 

19 
19 

»    19. 

L 
W 

19 

19 

20.0 
24.2 

19     35.1 
19     39.5 

15 

6.280 
6.633 

20 
21 
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b.    Die  Coincidenzen, 

Bei  Anwendung  dieser  Methode  wurden  durch  Einschaltung  von 
Hilfsuhren  Secundenschläge  nach  beiden  Stationen  gegeben  und  die 
(>>incidenzen  dieser  Schläge  mit  den  astronomischen  Pendeluhren 
iH'^obachtet.  Aus  der  Gesammtheit  der  während  der  Längenbestim- 
iiiung  beobachteten  Coincidenzen  hat  sich  ergeben,  dass 

Ii8  Secunden  der  Wiener  Hilfsuhr  =   127  Stemzeit-Secunden, 

1  «  »  »  =  0.99219         » 

und 

109.5       « 
a\so 

I  n  »  »  »       =       0.99087 


»     Leipziger  Hilfsuhr  =  108.5  Sternzeit-Secunden, 


Das  Verzeichniss  der  beobachteten  Coincidenzen  ist  folgendes: 


Gehörte  Coincidenzen. 


1865 


Leipziger  Ulu* 


in  Leipzig 


in  Wien 


Wiener  Uhr 
in  Leipzig  in  Wien 


Juni  ^9. 


Juli    4. 


Juli    r>. 


^H^  51™  ;h* 

53  50 

55  45 

57  40 

0  0(?) 


h9^  11"»  2V 
13  35 
45 
17 
19 
22 
U 


41 

48 

54 

1 

8 


1 7^  52"»  50" 
54     4ü 
59    52 

18      1     48 


19^  22«»  43«       19^  38™  20^       I9M1™    7 


24 
26 
28 
29 
31 


35 
25 
10 
56 
46 


19  52  24 
54  14 
56      2 


20 


n^  46™  50* 
48    37 
50    26 
52    13 

54  1 

55  49 


40 
42 
43 
45 
47 

8 
10 
11 


18^ 


5 
7 
9 

10 
12 


m 


16 
8 
58 
50 
36 

17 

6 

54 

32« 

19 

11 

59 

41 


13 

15 


11 
17 


19 


20 


57 

59 

2 


50 

56 

3 


1 1^  58™    5^* 


18 


0 
2 
4 

6 

8 

10 


M 
19 
24 
32 
35 
40 


18^  10™  7« 
12  12 
14  17 
16  25 
18  32 
20    42 


1 9^  24™  36^ 


26 
28 
30 
32 

20  13 
15 
17 
19 


41 
45 
50 
57 


32 
41 
47 
54 


1 8^  1 8™  58'' 
21       6 
23     1 3 


25 
27 


19 
26 


AMasai.  (i.  K.  S.  Gesellsrh.  d.  WinneiiBcb.   XV. 


16 
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C.  Brvhns, 


Gehörte  Coincidenzen. 


A  OHM 

Leipziger  Uhr 

Wiener  ühr 

1805 

in  Leipzig 

in  Wien 

in  Leipzig 

in  Wien 

Juli    6. 

1 S^  35»  55" 

1 8^  53™    2'' 

1 8*  22™  27' 

18"»  39™  1 2» 

37    45 

54    48 

24    34 

41     20 

39    33 

56    34 

26    40 

43    27 

41     2^4 

58    23 

28    47 

45    35 

43    12 

19      0    10 

30    53 

47    42 

45      0 

1    58 

32    59 

49    48 

Juli  1 4. 

1 9^    ♦»  33«^ 

19^16™    4» 

18^  49™  25« 

1 9^    3™  39^* 

3    22 

17    53 

51     31 

5    46 

5    10 

19    42 

53    37 

7    54 

6    59 

21     30 

55    44 

40      4 

10    34 

23    17 
25      4 

57    50 

12      8 
14    14 

19   22      6 

19    38    21 

19   35    46 

19    49    55 

23    56 

40      8 

37    52 

52      4 

25    43 

41     58 

40      0 

54     14 

27    32 

43    48 

42      4 

56    21 

29    22 

45    39 

44      9 

58    28 

31     11 

60    33 

Juli  1 5. 

17^  43™  44»* 

1 1^  57™  39» 

1 7^  56™    4* 

1 8*    9™  38" 

45    32 

59    26 

58      8 

11     45 

4 

47    20 

18      1     15 

1  18      0    14 

13    53 

w^ 

49      8 

3      3 

2    20 

16      0 

50    55 

4    53 

!            4    27 

18      7 

52    45 

1 

20     13 

18   30    50 

18    44    43 

1 

18    17       4 

18    32    50 

32    37 

46    31 

19    12 

34    57 

34     23 

48    19 

21     17 

37       4 

36     12 

50       6 

23    23 

39     1 2 

38      0 

51     54 

25    28 

41     17 

39    48 
1  S^'  1 2'"  29" 

53    41 

18^'  26™  30« 

27    34 

43    25 

Juli  ir>. 

\1^  43"»  44^ 

1 

\  8''  1  4'"  4:^ 

14     17 

28    14 

;          45    32 

16    51 

16      7 

30      2 

47    20 

18     58 

17    54 

31     51 

49       8 

21       4 

19     43 

33    38    i 

50    55 

23     1 0 

21     31 

35    27     j 

52     45 

25     1 8 

1«    41     10 

18    55      7     ] 

18    30    50 

19      6       S 

42    57 

56    56 

32    37 

S     1 5 

4  4     4S 

58    43     ! 

34     23 

10     21 

46     36 

19      0    29     ' 

36     12 

1 2     26 

48    25 

2    17 

38       0 

1 4     3;< 

4      5 

39     4S 

1 6     38 
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Ge 

biSrte  Coinci 

IdeDzen 

• 

1865 

Leipziger  Ubr 

Wiener  Uhr 

in  Leipzig              in  Wien 

■ 

in  Leipzig 

in  Wien 

Juli  47. 

l?""  51»  30» 

48*»    8»  55* 

48^     4" 

'  58- 

4  H^  22«  38" 

53    20 

40    38 

7 

5 

24    45 

55      8 

9 

40 

26    53 

56    56 

44 

47 

28    59 

58    46 

43 

23 

34       4 

48      0    38 

45 

28 

33    4  4 

47 

32 

48   22    37 

48   36      6 

24    23 

39    55 

48   56 

54 

49    42    46 

26    4  4 

44     42 

58 

54 

4  4    23 

27    5^ 

43    34 

49      4 

0 

46    30 

29    50 

45    24 

3 

8 

48    37 

34     38 

47    43 

•> 

0 

43 

-   20    44 

7 

46 

22    50 

48    44    25 

49     0    47 

^ß  ^ß        ^  ^  ^^ 

46    44 

2    40 

48      2 

4    32 

49    54 

6    48 

54     38 

8      9 

53    28 

(+4»?) 

r\ili  48. 

4  7*«  38»  45" 

■ 

1 

48^  40" 

'  43" 

4  8^  58"  4  8" 

40    33 

\ 

42 

47 

4  9      0    23 

48    20 

44 

46 

2    30 

44      9 

46 

54 

4    36 

45    57 

48 

58 

6    43 

• 

47    46 

49    35 

* 

49      5 

59 

49    49    24 

4- 

8 

4 

21     34 

48    29    55 

4  H^  43"  45' 

23    38 

34     45 

45    33 

33    35 

47    24 

35    23 

49    43 

37    43 

54       2 

49    46    58 

49    28    48 

48    47 

30    37 

20    33 

32    25 

34    43 

Juli  19. 

4  8*  52™  46' 

4  9^    9™  32« 

49^    8»" 

8- 

4  9^  22"  49" 

54    34 

44     24 

40 

44 

• 

56    24 

43    40 

42 

47 

27      2 

58    42 

44 

25 

29       8 

60      0 

46 

30 

34     43 

19    37    30 

49    52     45 

19    28 

8 

49    42    28 

39    46 

54      3 

30 

46 

44    53 

44       5 

55    52 

32 

20 

47      0 

42    54 

57    42 

34 

26 

49      5 

44     44 

59    34 

36 

33 

54     42 

46     30 

20      1     1 9 

i 

ir> 
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C.  Bruhns, 


[S6 


Die  Berechnung  der  Coincidenzen  ist  in  gleicher  Weise  erfolgl, 
wie  bei  der  LUngenbestiiniDung  Berlin -Wien.  Ausgegangen  wurde 
von  einem  genäherten,  auf  ganze  Secunden  abgerundeten  Werlhe 
der  Uhrdifferenzen  und  aus  je  zwei  einander  entsprechenden  Coin- 
cidenzen beider  Stationen  die  Verbesserung  dieses  Werthes  abge- 
leitet. Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  der  Coincidenzen  für 
Juli  4. 

Juli  4. 
Annahme  der  UhrdifiFerenz  1 6"  28"  0  —  x. 


Leipziger  Hilfsuhr 


Coincidenzen  in  Wien 


Wiener  Uhrzeit 
beobachtet 


Leipz.  Uhrzeit 


in  Leipzig 


Leipz.  Uhrzeit 


Wiener  Hilfsuhr 


Coincidenzen  in  Wien 


Wiener  Uhrzeit 


'    beobachtet         beobachtet 


LeSpz.  Uhrzeit 


in  Leipzig 


Leipz.  Uhrzeil 
beobochtet 


Erste  Reihe 

i  9^:)8"^26»= 1 9^21  "58"  +x 
40  K)  =       23   48  -hx 


42  8  = 

43  58  = 
45  50  = 
47  36  = 


25  40  -ho« 

27  30  -hx 

29  22  H-.x 

31  8  -her 


19^  22"  43* 
24    35 
26    25 

28  10 

29  56 
31     46 


Mittel 


19  26  3 4.3-1- .T 


19  27   15.8 


Dnher  mit  obit:jen  Werlhen  der  Secunde 
der  liilfsuhr 

41^5  =  41^•)  -  X     .T  =  0:379 


Zweite  Reiiie 

20''  S"M7«=l9^'>rni)^  -h.7-  19^  02^"  24 

10  (i  =       iy.\  38    -^x         04   14 

11  54  =       50  26    -ha;,        56     2 


Erste  Reihe 

19^  24"  36^=4  9^  8"  8«  -^x 
26  41  =  40  13  -ha- 
28  4^=  12  17  -hX 
30  50  =r  1  4  22  -hx 
32    57  ==r      16  29    -^x 


Mittel 


19  12  17.6-i-ap 


19»»  11"  T 
13  11 
15  17 


19    13   11. (i 


Daher  mit  obii^en  Werlhen  der  Secunde 
d^r  Hilfsuhr 

5i\?0  =  54:0  —  ,T       X  =  0:421 


Z  weite  Reihe. 

20»^13"'32'*=I9^^  57"  4"  -i-a-  19»»  57"'  M) 
15  41  =19  59  13  -hx  59  56 
17  47  =20  1  20  -i-rr  20  2  3 
19  54  =20     3  26    -h.t  ' 


Mittel 
daJHT 


19  53  37.7-h.Tl9  54   13.3; 


35?6  =  34:6  —  X      X  =  o:326 


20     0   15.6-|-.r  19   59   56.3 


Mittel 
daher 


19»3  =  19:3  -h  [x—li      X  =  0:35 


Anm.    Bei  der  letzten  Reihe  kommt  .^  zu  .r  hinzu,  weil  einnuil  4,  «las  andere 
Mal  .3  Coincidenzen  beobachtet  sind. 


Di(»  auf  solrlu»  Woisc»  (»rhallenon  Hosultato  aus  den  (x)inci(lenzen 
sind   in   rolgcMulor    Tabelle  gi^jjeben : 
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Resultate  aus  den  Goincidenzen. 


1865   "^  B I ''i'ipziS^'' i    Wiener 


Zeit 


Juol 

tl    W. 
L. 


"  1.'). 


1^  57™3 
8    55.8 


9 

9 

19 

50 

7 
8 
H 
8 

8 
9 
9 
9 

7 
8 
8 
8 

8 
8 
8 
8 

7 
8 
8 
8 
9 

8 
8 
9 
9 

8 
9 
9 
9 


27.3 
!28.8 
54. i 
16.1 

51.3 
i.4 

27.7 
40.5 

53.6 

6.1 

iü.6 

40.0 

48.2 

0.2 

2:?. 3 

35.3 

5.3 
17.0 
44.8 
55.7 

56.0 

5.3 

27.1 

48.9 

2.1 

18.6 

44.8 

7.0 

18.8 

56.4 
12.3 
32.3 

42.0 


9 
9 
20 
20 


Zeit 


9,^  1 3?9 
9     12.4 


Uhr- 
Differenz 


Ge- 
wicht 


43.8 
45.3 
10.7 
32.6 


8  7.8 

8  20.9 

8  44.2 

8  57.1 

9  8.8 
9  21.3 
9  41.8 
9  55.2 


8 
8 
8 
8 

8 
8 
9 
9 

8 
8 
8 
9 
9 


3.4 
15.4 
37.5 
50.5 

4o.5 

32.2 

0.0 

10.9 

11.2 

20.5 

42.3 

4.1 

17.3 


16"»38?668i   9.60 


38.945 


11.67 


16  27.621  12.00 
27.579  7.50 
27.674  6.00 
27.650    6.86 


16   31.213 
31.076 


10.91 
11.67 


31.128  12.00 


31.274 


12.00 


15  11.567  10.91 


11.623 
11.582 
1 1 . 553 

15  11.301 
1 1 .265 
11.288 
11.288 

15   10.303 

•     10.323 

10.302 

10.246 


8  33.7 

8  59.9 

9  22.1 
9  33.9 

9  11.5 

9  27.4 

9  47.4 

9  57.1 


15 


15 


15 


9.210 
9.206 
9.217 
9.167 
9.157 

8.271 
8.198 
8.207 
8.178 

6.916 
6.815 


12.00 
10.91 
10.91 

10.91 
10.91 
12.00 
12.00 

10.91 
12.00 
10.91 
12.00 

6.00 
12.92 
12.00 
10.91 
12.00 

10.00 

10.00 

4.80 

6.86 

7.50 
8.89 


Leipziger 
Zeit 


17^»57?3 


Wiener 
Zeit 


I H^ 1 3?9 


Uhr- 
Differenz 


18  55.8;i9    12.4 

19  51.4  20      7.9 


6.781110.00 
6.824112.00 


19  36.3 

18  15.0 

18  15.0 

19  16.5 
19  16.5 

18  13.6 

18  11.3 

18  30.5 

18  31.7 


19  52.8 

18  31.5 

18  31.5 

19  31.7 
19  31.7 

18  28.8 

18  26.5 

18  45.7 

18  46.9 


16"38?668 
38.945 

16   27.613 
27.639 


16   31.244 
31.102 

15   11.560 
11.611 

15    11.294 
11.284 

15   10.275 
10.312 


18      5.8 


18    24.0 


18    58.0 


18    55.0 


19    19.3 


19    22.3 


18    19.0 


18    39.2 


15     9.181 
9.253 


19     13.1  15     8.224 


19    10.1 


19    34.4 


19    37.4 


8.208 


15     6.870 


6.673 


Bemer- 
l^ungen 


aus  W.Uhr 
»    L.   » 

»  W.» 
»   L.  » 


))      L.     A 

»  W.  » 

»  W.  » 

»   L.  » 

»  L.  » 
»  W.  » 

»  W.  » 

»   L.    » 


»  W. 


»  L.    » 


»    L.    » 


n    W.    » 


»      L.      D 


W.    n 


Aus  den  Uhrdifferenzen  sieht  man,  dass  zwischen  Juli  6  und 
^  der  Uhrstand  sich  geändert  hat,  am  1.  Juli  wurde  das  Pendel 
^*^**  Hauptuhr  in  Wien  um  zwei  Theilstriche  verlängert.  Die  Aende- 
^^^'MS  der  Uhrdifferenz  (Differenz  der  Uhrgänge  in  Leipzig  und  Wien) 
'^^  aus  Juli  i  und  6  abgeleitet   und   derselbe  Gang  für  Juni  29    als 


nahe  übereinstimmend  angenommen,   von  Juli  14 — 19  ist  er   täglicA 
aus  den  Differenzen  interpolirt.     Angenommen  wurde: 


Stiindl.  Aen- 

StüDdl.  Aen- 

4  865 

derung  der 

4Rfi!l 

derung  der 

Diff.  der 

1  009 

Diff.  der 

Uhrgänge 

Uhrgftnge 

* 

Juni  29* 

-l-0i076 

Juli  16. 

-0*044 

Juli     4 

+0.076 

»     17. 

—0.050 

»        6. 

H-0.076 

T)      18. 

-0.056 

))     14. 

-0.010 

j       ))     19. 

—0.062 

»      15. 

-0.027 

p 

Damit  wurden  die  Coincidenzen   und  Signale   alle  auf  ein    und 

dieselbe  Zeit  reducirt   und   alsdann   die  Stromzeit   und  die  Differenz 

zwischen   den   Signalen   und  Coincidenzen  «abgeleitet.  Die  Resultate 
sind: 


4865 


Zeit 


Aus  den  Coincidenzen 


Leipziger  Uhr 


Gewicht 


Wiener  Uhr 


Gewicht 


Doppelte 
Stroinzeit  > 


Gewidil 


Juai  29. 

Juli  4. 

»  6. 

»  14. 

»  15. 

»  16. 

»  17. 

»  18. 

H  19. 


47h 

20 
48 
20 
18 
19 
19 
19 
19 


16«"  38^802 

16  27.669 

16  34.223 

15  11.594 

15  11.299 

15  10.291 

15  9.171 

15  8.224 

15  6.895 


18.00 
23.91 
22.91 
22.91 
22.94 
28.94 
16.86 
19.50 


16»  38^592 

16  21644 

16  31.083 

15  41.553 

15  11.283 

15  10.252 

15  9.162 

15  8.194 

15  6. Sil 


k 

14.40 
23.67 
21.82 
22.94 
22.94 
24.92 
44.80 
IS.  89 


0Ü24O 
0.025 
0.140 
0.041 
0.016 
0.039 
0.009 
0.030 
0.074 


Doppelte  Stroinzeit  im  Mittel  =  0!065 


32.40 
47.58 
44.73 
45.82 
45.82 
53.83 
31.66 
38.:^  9 


- 

.   Zeit 

Lcip 

zij^cr  Uhr 

* 

ius  den  Signaier 

Gewicht 

1 

Doppelte 
Stromzeit 

Differenz 
zwischen 

1865 

Wie 

ntM-  Uhr 

Coinci- 
denzen 11. 
Signalen 

Juni  29.  ' 

17h 

1 

1 
) 

1 

1 

Juli     4. 

20 

16'" 

t>7?593 

17 

16™ 

27:929 

15 

0-336 

32 

-h0!:l06 

))        6. 

18 

16 

30.761 

18 

16 

31.032 

22 

0.271 

40 

—  0.256 

)>     14. 

20 

15 

11.155 

20 

15 

11.613 

21 

0.458 

41 

—0.190 

»     1 5. 

18 

15 

10.921 

20 

15 

11.1 1 1 

18 

0.190 

38 

—  0.275 

.>     16. 

19 

10 

9.803 

20 

15 

10.050 

21 

0.197 

41 

—  0.320 

))     17. 

19 

1 

15 

9.037 

15 

>     18. 

19 

15 

7.878 

19  i 

I0 

8.126 

19 

0.248 

38 

—0.202 

»     19. 

19 

15 

6.249 

20  1 

I0 

6. 608 

21 

0.359 

41 

—  0.430 

Doppelte  Stroinzeit  im  Mittel  =    0^^9i 


—  0^224 
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Die  grosse  Differenz  der  doppelten  Stromzeit,  abgeleitet  aus 
den  Coincidenzen  und  Signalen,  erklärt  sich  aus  der  persönlichen 
Gleichung  bei  den  letztern,  die  aus  der  Differenz  der  Stromzeiten 
0*229  mit  dem  in  der  letzten  Colurane  gefundenen  Werthe  fast  ab- 
solut übereinstimmt.  ^) 

Zur  Reduction  der  Längendifferenz  wurden ,  da  bei  Auffassung 
der  Coincidenzen  '^)  sich  äusserst  kleine  persönliche  Differenz  ergab, 
die  ührvergleichungen  nur  aus  den  Coincidenzen  entnommen  und 
dafür  mit  Eliminirung  der  Stromzeit  folgende  Tafel  entworfen: 


I)  lieber  die  Gleichheit  der  Relais  wurden  vor  ond  nach  der  Lungenbestimmung 
Juni  13  und  August  i  0  und  \  i  Versuche  angestellt.  Die  Dauer  der  Coincidenzen  war 
bei  verschieden  starken  Strömen  mit  8,  iO  und  60  Meidinger  sehen  Elementen  und  bei 
Widerständen  von  <00  bis  zu '4  <  00  Siemens  sehen  Quecksilbereinheiten,  die  zwischen 
verschiedenen  Reihen  von  Coincidenzen  Öfter  gewechselt  und  eingeschaltet  wurden, 
so  nahe  gleich,  dass  die  kleinen  abwechselnd  positiven  und  negativen  vorhandenen  Dif- 
ferenzen^einzig  und  allein  Beobachtungsfehlern  zugeschrieben  werden  müssen. 

3i  Am  2.  und  3.  Juni  wurden  in  Leipzig  von  Prof.  Weiss  und  mir  zur  Bestim- 
mung der  persönlichen  Gleichung  Coincidenzbestimmungen  angestellt.  Es  fand  sich  in 
der  Auffassung  der  Coincidenz 

Juni  2.  B  —  W:    — 0?2  aus  <3  Coincidenzen, 
»     3.   B  — W:    —0.6      »   <9  » 

und  da  nach  je  4  09  Secuuden  eine  Coincidenz  stattfand,  ist 

Juni  2.  die  persönliche  Gleichung  in  den  Coincidenzen  B  —  W  :    —0^002 
»     3^  -rO.006 

also  verschwindend  klein . 

Bei  den  Signalen  fand  sich  eine  sehr  veränderliche  persönliche  Gleichung.     Es 
wurden  Juni  2   <0  Sätze,    Juni  3   5  Sätze,  jeder  Satz  zu  4  0  Signalen,  beobachtet. 
Die  Signale  wurden  ganz  ebenso  gegeben  wie  während  der  Längenbestimmung ,  jeder 
Beobachter  notirte  die  von  ihm  beobachtete  Zeit  und  es  fand  sich 


Juni  2. 


B— W 

Satz  L 

—  0!0« 

»     IL 

+o.n 

»     IIL 

+0.04 

»     IV. 

+  0.48 

Mittel 


0!080 


B— W 

Satz  V. 

+  0!04 

»     VI. 

0.00 

»     VII. 

—  0.0« 

»     VIII. 

+  0.02 

»     IX. 

+  0.34 

»     X. 

—  0.02 

+  0?062 

Juni  3. 
B— W 
Satz  I.      — 0!06 
»    II.     —0.20 

»    IIL  — o.n 

1)    IV.     —0.08 
»    V.      +0.09 


--0?022 


Obwohl  Juni  3  unter  weniger  günstigen  Umständen  beobachtet ,  als  Juni  2 ,  ge- 
nügen doch  diese  Zahlen  ,  die  Unsicherheit  der  gehörten  Signalbeobachtungen  zu 
zeigen  und  die  alleinige  Benutzung  der  Coincidenzen  zu  rechtfertigen. 
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G.  Bruhns, 


Differenzen  der  Leipziger  und  Wiener  Uhr. 


4865 

46h 

4  7h 

48h 

49h 

1 

SOh 

«4h 

Juni29. 

16"  ßH'jeSI 

16"  38^697 

16"  38?773 

16"  38?8i9  16"38«925 

16"39?( 

Juli    4. 

27.353 

§7.429 

27.505 

27.581 

27.657 

27.- 

6. 

31.001 

31.077 

31.153 

31.229 

31.305 

31.  ;i 

U. 

15    11.614 

15     11.604 

15     11.594 

15    11.584 

15     11.574 

15    11.5 

15. 

11.345 

11.318 

11.291 

11.264 

11.237 

11. i 

«6, 

10.404 

10.360 

10.316 

10.272 

10.228 

10.11 

17. 

9.316 

9.266 

9.216 

9-166 

9.116 

9.01 

18. 

8.377 

8.321 

8.265 

8.209 

8.153 

8.0! 

19. 

7.044 

•    6.982 

6.920 

6.858 

6.796 

G./. 

Beobachlungen    nach   den   geh 


W 

^eiss  in 

Dui'cligj 
durcJ 
MiUe 

Wien. 

• 

1865 

« 

Namen 
<ier  Sterne 

anf^szcil 
1  den 
faden 

Anzahl 

der 
Faden 

Correclion 

des 
Instruments 

Juni  29. 

Kr.  ' 

West 

B.  A.  C.  5271 

\b^  48 
Kr. 

"  20Hi 
Ost 

3 

1 

-h0?45 

rfOphiuchi 
Rcidoliffc  .1520 

16      7 
12 

37.5i 

28.87 

'    8 

+  0.13 
+  0.05 

B.   A.   C.    öifi.J 

16 

1.51 

9 

-h0.02 

5490 

19 

31.89 

.     S 

-hO.II 

,,        5523 

24 

32.94 

9 

-+-0.02 

l  llcrculis 

36 

32.47 

'     9 

-•-0.13      i 

B.   A.   C.   5692 

\1 

58.20 

8 

+  0.17 

Juli   4. 

Radcl.  3525 

Kr. 
16    12 

West 
43.61 

5 
9 

1 
—  0.03 

1 
1 

B.   A.   C.   5463 

16 

15.99 

9 

0.00 

1 

5i9() 

19 

16.65 

•  * 

-0.13 

C  HcMCulis 

36 

'r7.29 

9 

+0.18 

B.  A.   C.    5621 

39 

56.79 

8 

—  0.14 

„        5644 

13 

36.06 

6 

-0.02 

5692 

'f8 

13.02 

s 

—  0.07 

xOphiiifhi 

:'>I 

i  2.  i  2 

H      ' 

1 

—  0.06 
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IV.    Die  Beobachtungen. 

In  dem  folgenden  Verzeichniss  der  Beobachtungen  sind  die  ein- 
t3lnen   (Kolumnen   durch  ihre  Ueberschriften   erklärt.     Die  Beobach- 
ungen  in   Wien   und   Leipzig    stehen   neben   einander      Columne   1 
^othält  das  Datum,  Col.  2  die  Namen  der  beobachteten  Sterne,  CoL 
)    und  7  Kreislage  und  Durchgangszeit  des  Sterns  durch  den  Mittel- 
faden  in  Wien  und  in  Leipzig,   CoL  4  und  8  die  Anzahl  der  beob- 
achteten Fäden,   CoL  5  und  9   die  Instrumentalcorrectionen ,    Col.  6 
und  10  den  Durchgang  des  Sterns  durch  den  Meridian,  Col.  11   die 
Differenz   der   Uhrcorrectionen ,   endlich  CoL   12   die  Längendifferenz 
al)geleitet  aus  der  Differenz   der   Uhrcorrectionen   und   den    auf  der 
vorigen  Seite  gegebenen  absoluten  Differenzen  der  Uhrzeiten. 

Es  sind  nur  die  Sterne  aufgenommen,  die  an  jedem  Abend  auf 
beiden  Stationen  beobachtet  sind,  die  einseitig  beobachteti3n  sind 
forlgelassen.  Die  Beobachtungen  der  Polsterne  sind  schon  l>ei  der 
Ableitung  der  instrumentalfehler  aufgeführt  und  hier  daher  nicht 
wiedergegeben. 

Pendelschlagen.     (Auge  und  Ohr.) 


Bruhns  in  L 

.  eipzig. 

Darchgangszeil 
durch  den 
.WUeifoden 

Anzahl 

der 
Fäden 

1 

Correcl.  des 
Instruments 

Im 
Meridian 

Differenz 
der  Uhr- 
correct. 

Längen- 
differenz 

Kr.  West 

/5*  i7-  i4?60 

9 

-l-0t06 

44Ü66 

35-93 

16"  2*65 

Kr.  Ost 

16     7       1.16 

9 

+0.22 

1.38 

36.29 

16     2.34 

M     51.63 

9 

-hO.81 

52.44 

36.48 

2.16 

L5    n.^s 

9 

+0.96 

25.24 

36.32 

2.32 

18     .55.41 

9 

+0.40 

55.81 

36.19 

2.45 

i3     55.83 

9 

+0.86 

56.69 

36.27    1 

2.38 

35     54.64 

i 

+0.64 

55.28 

36.32    ! 

2.33 

47     21.47 

6 

+0.34 

21.81 

36.56 

1 

2.12 

Kr.  West 

1 

6    12      18.99 

9 

-0.49 

18.50 

25.08 

16     2.29 

15     51.70 

9 

-0.51 

51.19 

24.80 

2.58 

19     2!^.16 

9 

-0.48 

21.68 

24.84 

2.54 

36     22.62 

9 

-0.48 

22.14 

25.33    ' 

2.06 

39     32.38 

9 

—0.49 

31.89 

24.76 

2.64 

.  43      11.41 

9 

-0.52    , 

,     10.89 

25.15    j 

2.25 

17     48.49 

9 

—0.49 

48.00 

24.95    1 

2.46 

51      27.78 

y 

-0.50 

27.2S 

25.08    ■ 

2.33 

m 


C.    BlBBNS, 


B«Dbac'htuDgen  nach  den  geh 


Namen 

DnrohgBngsMil 

Anzahl 

Correction 

4SflS 

durch  den 

der 

des 

Hitteir8d«n 

FttdOD 

Juli    4. 

Kr.  Ost 

(Ports.} 

a  llercuUs 

17"    9-     S!57 

9 

-0f33 

B.  A.  C.  5841 

18     82.35 

9 

-0.33 

S871 

17       8.30 

7 

-0.40 

5894 

20     24.32 

7 

—0.32 

5!»l 

23     45.fi3 

6 

-0.41 

^Dracoais 

28     59.03 

8 

-0.04     1 

JuU    6. 

Kr.  Osl 

B.  A.  C.  5181 

15   .^5     17.45 

7 

-0.62 

s  Scrpentis 

38     17.49 

8 

-0.4« 

B.  A.  C.  5i*5 

14     45.77 

9 

-0.12 

587 1 

18     10.51 
Kl-.  West 

9 

—0.58 

' 

i  Ophiuobi 

16     8     56.  KS 

9 

H-0.03 

B.  A.  C.  5i6;t 

16     20.50 

9 

-0.02 

5523 

21     51.99 

9 

-0.03 

C  Herrulis 

36     51.59 

9 

-O.Oi 

B.  A.  C.  5621 

10        1.28 

9 

-o.oa 

n        5614 

43      4U.11 

9 

-O.Oi 

»         5692 

48     17.71 

7 

—0.04 

X  Opbiucbi 

51     S7.03 
Kr.  Ost 

8 

-0.03 

a  Hcrculis 

17      9     10.3Ü 

9 

-0.41 

B.  A.  C.  58i) 

12     57.04 

8 

-OIIO 

«         5871 

)7      13,00 

9 

—0.60 

»          bR94 

20        8.82 

7 

-0.12 

S911 

2:i     .111.20 

9 

-0.61 

ft  Draconis 

^8       3.68 

9 

-0.66 

d  Aquitae 

19    19     22.72 

7 

-0.36 

B.  A.  C.  6C97 

26     39.48 

9 

-0.61 

6717 

30      iU.13 

9 

—0.63 

"          6729 

33      13.13 

6 

—0.10 

67  i5 

35      tl.31 
Kr.  West 

7 

-0.54 

B.  A.  0.  692M 

i{)      3     21.60 

9 

-0.03 

6952 

8     42.68 

» 

—O.Ol 

a^  Capricomi 

H      H.74 

7 

+0.10 

B.  A.  C.  6996 

11       0.87 

Ö 

—0.02 

"         7014 

16      10.19 

8 

+0.05 

»          7«i6 

2S        1.16 

7 

+0.07 

JuliU. 

Kr.  West 

a  Serpenlis 

15   37       1.'27 

9 

+0.27 

B.  A.  C.  52)  i 

.39      17.73 

6 

+0.38 

5215 

•    13     29.63 

9 

-t-ti.il 

.          5i71 

47     23.83 

!! 

+0.48 
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fendclschlXgen.      (Augeund  Okr.) 


Bruhna     a 

L.lpLlg. 

ADUhl 

Corroction 

Im 
Ueridisn 

Differeni 

Ungeu- 
diffensnx 

Miiulbden 

der 
Püdeo 

des 

der 

Kr.  Osl 

:'     8-  3»!»9 

9 

+0!94 

10:93 

26M1 

Iß"  9;43 

«S     S6.S0 

9 

+0.99 

96.79 

25.30 

2.14 

IS     (9.02 

9 

+0.51 

49.53 

25.37 

2.08 

19     38.49 

8 

+0.91 

58.70 

25.30 

9.15 

*3     19.48 

9 

+0.57 

<9.99 

96.93 

9.93 

*8     33.09 

9 

+0.65 

33.74 

25.95 

9.21 

Kr.  OH 

.    :U     47.4« 

8 

+0.47 

47.95 

98.88 

16    2.09 

37     48.95 

9 

+0.97 

48.59 

98.55 

9.12 

ii     16.16 

9 

+0.96 

16.49 

28.93 

9.05 

48     (0.60 

9 

+9.46 

44.06 

98.90 

9.09 

Kr.  WeM 

,       7     98.45 

9 

—0.50 

97.95 

98.60 

16    9.41 

13     .W.58 

9 

-0..59 

51 .09 

9«.  49 

9.53 

9i     94.15 

9 

—0.55 

23.60 

98.36 

9.67 

»6     93.49 

8 

—0.33 

29.89 

98.66 

9.38 

39     33.17 

9 

—0.51 

.19.66 

98.59 

9.16 

4.1     19.91 

9 

-0.59 

41.69 

28.78 

9.27 

17     19.96 

9 

-0.59 

18.74 

»1.93 

9.13 

öl     98.67 

9 

—0.54 

98.13 

98.87 

9.90 

Kr.  OM 

8     10.76 

9 

+0.98 

41.08 

98.81 

16    9.98 

IS     97.18 

9 

+0.31 

97.49 

99.15 

1.95 

16     12.73 

9 

+0.59 

43.39 

29.08 

9.02 

1 9     59.93 

!l 

+0.30 

59.53 

28,87 

9.93 

93     19.99 

9 

+0.64 

90.63 

98.96 

9.15 

98     ;13.98 

10 

+0.79 

34.00 

99.09 

9.09 

1    18     S3.90 

9 

+0.30 

53..50 

98.86 

2.39 

96     99.9« 

9 

+0.79 

30.01 

98.86 

9.10 

30       9.63 

9 

+0.73 

10.36 

99.14 

9.13 

39     43.39 

9 

+0.30 

43.69 

29.11 

9.16 

33     14.14 

9 

+0.63 

14.77 

99.00 

9.27 

Kr.  West 

1      9     53.50 

9 

-0.«9 

.59.68 

98.89 

16    2.42 

8      14.38 

9 

-0.74 

13.67 

99.80 

9.39 

1 0     46.40 

9 

—  0.81 

45.59 

99.25 

2.07 

13     39.83 

9 

—  0.76 

39.07 

98.78 

9.54 

16      41.88 

8 

-0.74 

41.14 

99.10 

2.99 

91      33.99 

9 

—0.76 

39.46 

99.07 

9.95 

Kr.  Wejl 

37     53.17 

9 

-0.81 

59.66 

51.19 

16    2.74 

10       9.99 

9 

-0.59 

8.77 

60.76 

9.38 

44      91.17 

9 

-0.53 

90.64 

50.74 

9,36 

48      15.58 

9 

-0.49 

15.09 

50.78 

2.10 

Beobachtungen  nach  den  gehl 


Aniahl 

Correclion 

1865 

ilurch  den 

der 

.des 

HiUeiradea 

taden 

Juli  U. 

Kr.  Osl 

(Forts.] 

d  Ophiuchi 

16"     6"  41  ^■iS 

9 

+0H0 

Badcliffe  ;]525 

H      32.19 

9 

+0.21 

B.  A.  V..   5*I>,1 

t5       4.85 

9 

+0.28 

Si90 

f»     35.7(1 

8 

+0.15 

t  Herculis 

35     J6.23 
Kr.  West 

3 

+0.92 

S  Aquilac 

I»    IN       6.44 

9 

+0.33 

B.  A,  C.;66'J7 

35     42.83 

8 

+0.57 

Juli  V6. 

Kr.  Osl 

B.  A.  C.  oitS 

15    i3     30.17 

<l 

+0.13 

5371 

47     31.50 
Kr.  West 

9 

+0.23 

d  Ophiuchi 

16      6      41.23 

9 

+0.32 

Radcl.  35«5 

11      32.34 

8 

+0.52 

B.  A.  C.  fi463 

15       4.88 

y 

+0.57 

5490 

18     35.75 

9 

+0.38 

»         5533 

S3     36.51 

9 

+0.53 

^  HerculiE 

35     35.90 

3 

+0.48 

B.  A.  C.  Ö6SI 

:!«     45.92 

9 

+0.38 

y.         564  i 

li     :;i.7t 

8 

+0.54 

5G<J!i 

16       i.tti 

9 

+0.39 

X  Ophiuchi 

-1(1     il.56 
Kr.  Ost 

K 

+(1.39 

o  Hrrculis 

17      7     o4.:i(i 

9 

+0.1« 

b;  A.C.  58H 

11      il.19 

9 

+0.16 

5S7I 

Ift     56.  KU 

9 

+  0.2« 

a«91 

lil     13.14 

8 

+0.15 

»Uli 

ii     31.09 

6 

+0.25 

/{ Üraconis 

i6     47.52 

9 

+0.27 

B.  A.  C.  B7I7 

ly    ill     S3.85 

9 

+0.26 

ft72il 

31      57. SO 

8 

+0.19 

fi7iri 

31      39.10 
Kr.  West 

8 

+0.2N 

B,  A.  C.  692« 

i(i      i       5.53 

9 

+0.62 

6il3S 

7     l!5.82 

9 

+0.4* 

Rj  Capricomi 

9     58.92 

8 

+0.39 

B.  A.  C.  (}9!)fi 

Ii      4.5. 22 

9 

+0.54 

TOli 

15     54.46 

9 

+0.43 

7046 

20      V5.78 

ö 

+0.11 

Juli  1(i. 

Kr.  West 

B.  A.C.  äitl 

15    39      18.02 

9 

+0.03 

;iiio 

43     29.79 

+0.lli> 

.5ä7 1 

17     21. i8 

!) 

+0.11 

tu]      Beotimnvng  dkh  Lancenoifveiirnz  zwiäCHEN  Leipzig  und  Wien.      S47 
Pendelschlagen.     (Auge  und  Ohr.) 


Bruhns    a 

Leipfig. 

Aniahl 

Corroction 

Im 

Langen- 

durcli  den 
SlitWfaden 

der 
FMden 

am 
Instrumenlfi 

Meridian 

der 
Ohrcorecl. 

dillei«ni 

Kr.  0« 

16'  7"  3*r:e 

9 

+o;26 

3«;02 

60!67 

I6-S?«8 

ti     28.75 

9 

+0.54 

23.29 

50.86 

«.47 

(5    66.S7 

9 

+0!66 

55.93 

50.80 

2.41 

19     «6.43 

9 

+0.30 

26.73 

50.88 

«.49 

36     S6.39 

4 

+0.4» 

26.84 

50.39 

2.00 

Er.  West 

19    18     58.06 

3 

—0.73 

57.33 

50.56 

16     2.14 

'  26     31.88 

6 

-0.72 

34.16 

50.76 

S.34 

Sr.  Osl 

\:>    4(     2t. n 

9 

+0.33 

«1..50 

51.20 

16     2.55 

48     15.09 

9 

+0.65 

15.74 

51 .01 

2.36 

Kr.  Wesl 

16      7     33.S( 

9 

-0.62 

32.59 

61.04  . 

16     «..38 

12     24.44 

9 

-0.6« 

23.8« 

50.96 

2.30 

IS     UM 

9 

-0.6« 

56.64 

51.19 

2.53 

19     27.78 

9 

—0.59 

27.19 

51.06 

2.40 

34     28.41 

9 

-0.60 

27.81 

50.77 

«11 

36     28.  »7 

9 

-0.60 

27.77 

51.39 

«.7« 

.39    38.00 

9 

-0.61 

37.39 

51.09 

2.42 

4:1     17.12 

9 

—0.63 

16.49 

51.21 

2.54 

47     .')1.17 

9 

—0.62 

63.55 

51.12 

«.45 

51     33.28 

9 

-0.63 

;l2.6R 

70.70 

2.02 

Kr.  Ost 

17      8     45.43 

9 

+0.38 

45.81 

51. «9 

16     2.61 

12     31.92 

9 

+0.37 

32.29 

50.94 

2.26 

16     47.38 

9 

+0.78 

48.16 

51.0« 

«.33 

20       3.80 

9 

+0.35 

4.15 

50.86 

«.17 

23     21.71 

9 

+0.86 

«5.  .57 

51.23 

2.54 

27     38.21 

8 

+0.95 

39.16 

51.37 

2.68 

19    30     14.27 

9 

+0.96 

15.23 

51.12 

2.37 

32     48.02 

9 

+0..38 

48.40 

51.01 

2.26 

35     18.49 

9 

+0.81 

19.30 

50.92 

2.17 

Kr.  W»st 

iO      2     58.06 

9 

—0.86 

57.20 

51.05 

16     2.29 

8     18.20 

9 

—0.82 

17.38 

51.1« 

2.36 

10     51.32 

9 

-0.93 

50.39 

51.08 

2.32 

13     37.8: 

!) 

-0.81 

37.06 

51.30 

2.54 

16    46.94 

9 

—0.85 

46.09 

51.20 

2.44 

2t     38.45 

9 

—0.89 

37.. 5« 

51.37 

2.60 

Kr.  Osl 

15    40     10.4:l 

9 

—  0.Ö7 

9.86 

51.81 

16     «.«3 

44     22.32 

9 

-0..5i 

21 .75 

51.96 

«.38 

48     10:96 

9 

-9.64 

16.32 

51.93 

2.35 

HS 


{46 


eobaohtungen  nach  dien  Rehör 


Aniah] 

Comctjon 

ISSS 

dcr  Sterne 

durch  den 
Hiltel/aden 

der 
FildeD 

des 
Instrumenls 

1 

Juli  16. 

Rr.  Ost 

(Forts.) 

dOphiuchi 

16''    6»  41T50 

8 

-0.84 

41 

R«dd.  3585 

11     3ä.85 

9 

-0.24 

3S 

B.  A.  C.  5(63 

15       5.34 

9 

-0.2S 

S 

5490 

18     3«.06 

8 

-0.83 

3! 

.5523 

23     37.05 

9 

-8.25 

3e 

JHerculis 

35     36.44 

7 

-0.45 

3f 

B.  A.  C.  56«) 

38     46.10 

8 

-0.23 

4ä 

S69S 

47       8.24 

9 

-0.83 

j 

X  Ophiuohi 

50     41.67 
Kr.  Wesl 

9 

-0.84 

41 

«Herculis 

17      7     54.31 

9 

■1-0.04 

öl 

B.  A.  C.  5841 

11      41.10 

8 

+0.05 

41 

5871 

16     56.64 

9 

+0.15 

.i( 

589» 

19     18.88 

9 

+0.05 

1i 

X         59t  1 

22     33.94 

9 

+0.15 

3t 

ß  Draconis 

26     47.32 

9 

+0.18 

4; 

d  Aquilae 

19    18       6.61 

4 

+0.23 

1 

B.  A.  C.  6697 

25     53.16 

4 

+0.17 

5i 

6717 

29     83.61 

9 

+0.15 

«i 

6729 

31     57.03 

7 

+0.07 

5- 

6745 

34     27.78 
Kr.  Ost 

+0.13 

8; 

B.  A.  e,  6928 

20      2       6.09 

9 

-0.87 

■ 

695S 

7     27.82 

7 

-0.19 

2; 

«5  Cnpricorni 

9     59.38 

9 

-0.07 

.>< 

B.  A.  C.  6996 

13     45.63 

9 

-0.22 

4! 

™         7014 

15     54.76 

6 

-0.18 

öi 

»         7046 

20     46.25 

8 

-0.18 

4( 

.iuli  17- 

Kr.  Om 

«  Si'ipcntis 

15    37       1.53 

7 

-0.25 

1 

B.  A.  C.  5214 

39     17.96 

7 

-0.85 

1: 

5245 

43     29.76 

9 

—0.26 

2! 

.5271 

»7     24.16 
Kr.  Wost 

9 

—0.23 

2: 

itOpbiuchi 

16      6     40.73 

9 

+0.08 

11 

Hiidcl.  3525 

11      31.90 

9 

+0.11 

31 

B.  A.  C.  5463 

15       4.48 

9 

+0.15 

5490 

18     35.37 

9 

+0.04 

3! 

•         5523 

23     36.18 

6 

+0.12 

3c 

CHerculis 

35     35.84 

9 

+0.08 

3: 

B.  A.  C.  5621 

38     45.55 

8 

+0.03 

li 

.5641 

42     24.43 

9 

+0.18 

8 

5692 

»7       1.62 

7 

+0.03 

X  Ophiuchi 

50     41.13 

9 

+0.03 

i 
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adelschUi;en.      (Au^e  und  Obr.) 


Bmhai.    n 

Ulp.lf. 

AURhl 

CorracUoo 

Differeiu 

Ungen- 
dilTereni 

duwhden 
Hill«Uadeii 

lier 
FUen 

des 

Meridian 

der 
Oiireorrect. 

Kr.  Ost 

6'     7"  3a?70 

+0515 

33.15 

51.89 

16-9;89 

»S     M.7ä 

+0.71 

21.16 

51.85 

9.95 

<5     95.99 

+0.86 

56.85 

51.76 

2.16 

19     «7.83 

+0.19 

97.72 

51.89 

2.88 

S»     !7.76 

+  0.79 

28.55 

51.75 

2.21 

.36     «7.36 

+  0.61 

97.97 

51.78 

2.17 

39     37.36 

+  0.17 

37  83 

51.96 

2.31 

47     53.4i 

6 

+  0.17 

53.91 

51.90 

2.27 

.51     38.99 

9 

+0.17 

33.16 

52.03 

2.10 

Kr.  Wesl 

-       8     »7.(1 

8 

—0.61 

16.17 

39.12 

16     9.18 

19     3t. 13 

9 

-0.65 

33.18 

52.33 

8.68 

16     19.91 

8 

—0.76 

19.15 

.59.36 

2.71 

«0       6.07 

9 

-0.66 

5.11 

59.18 

8.83 

S3     S7.C6 

9 

—0.79 

96.96 

.52.17 

9.51 

27     10.47 

9 

—0.82 

39.65 

59.15 

9.49 

19    18     59.70 

9 

-0.79 

58.91 

59.07 

2.33 

S6     36.18 

9 

-0.90 

35.!:r 

51.95 

2.81 

30     16.79 

9 

-0.89 

15.90 

59.11 

9.39 

38     SO.OS 

9 

—0.83 

19.95 

59.13 

2.38 

35     80.77 

9 

-0.89 

19.88 

51 .97 

9.99 

Rr.  Ort 

iO      S     56.93 

9 

+1.93 

58.16 

59.31 

16     2.67 

8     18..3» 

9 

+0.56 

18.90 

51.87 

2.10 

10     S0.56 

9 

+0.19 

50.98 

51.67 

1.90 

13     UM 

9 

+0.90 

37.18 

59.07 

2.29 

16     46.06 

9 

+0.30 

16.56 

51 .98 

9.20 

91     37.50 

9 

+0.16 

37.96 

51 .89 

9.11 

Kr.  West 

' 

15   37     53.89 

9 

+0.16 

51.36 

.53.07 

16     9.10 

40     10.17 

;i 

+  0.17 

10.61 

52.93 

2.26 

II     31.85 

1 

+0.16 

29.31 

.59.81 

2.11 

18     16.0- 

9 

+0.71 

16.78 

52.85 

2.17 

Kr.  Ort 

16      7     31.78 

■1 

—0.09 

31.03 

53.88 

16     2.59 

1 3     85.80 

9 

-0.70 

25.10 

53.09 

9.39 

15     58.9« 

9 

-0.76 

57.11 

52.81 

9.11 

19     99.19 

9 

-0.66 

28.16 

53.05 

9.35 

91     99.89 

9 

—0.72 

29.10 

59.86 

2.16 

36     90.58 

9 

—0.69 

28.83 

52.91 

2.80 

39     39.91 

9 

—0.69 

38.58 

58,91 

2.82 

13     18.1» 

9 

-0.75 

17.71 

53.19 

8.17 

17     53.39 

9 

—0.69 

51.63 

59.98 

2.86 

r,\     31.7:1 

9 

—0.71 

31.02 

52.86 

9.13 

C.    BitUHNS, 


Beobachtungen  nach  den  gebttrtr 


W 

Namen 

Is«     a  W  «D 

Durchgangszeil 

Anuh 

CorrecUoD 

im 

1885 

der  ilcrno 

du  roh  den 
Mitleiradea 

der 
nd«D 

de» 
iDitnimante 

Juli  17. 

Kr.  Ost 

(Forts.) 

a  Herculis 

17''    7-  Ö4;i2 

8 

-o;83 

53;» 

B.  A.  C.  58i1 

11     40.92 

9 

-0.28 

iO.7 

»         5874 

15     56.53 

8 

-0.2« 

.56.:! 

S89i 

19     12.96 

9 

-0.88 

li.^ 

.         5911 

ii     33.88 

9 

-0.8t 

33.5 

ß  Draconis 

«6     47.24 

9 

-0.84 

17.0 

d  Aquilae 

(9    18       6.44 

9 

-0.18 

6.8 

B.  A.  C.  6697 

25     43.14 

9 

-0.28 

48.8 

67*7 

29     83.61 

9 

-0.24 

S3..I 

»         67£9 

31      56.84 

6 

—0.19 

36.6 

B        «745 

34     87.83 
Kr.  Wesi 

7 

-0.2« 

«7.6 

B.  A.  C.  695? 

80      7     26.62 

8 

-«.ft.O» 

»6.7 

a,  Capricorai 

9     58.68 

8 

+0.Ö9 

S8.T 

B.  A.  C.  6996 

12     44.72 

9 

-1-0.  IS 

4i.K 

»        7014 

15     53.99 

8 

-1-0.09 

5i.UI 

»         7046 

20,    45.42 

7 

-j-O.O» 

i.1.S 

Juli  18. 

Rr.  West 

B.  A.  C.  5845 

15    43     29.22 

7 

-1-0.08 

89.31 

5871 

47     23.48 
Kr.  Osi 

9 

,  -1-0.8* 

83.71 

6  Ophiucbi 

16      6     40.78 

4" 

T— 0.15 

io.e; 

Hadcl.  :)r.ä.s 

11      32. »0 

9    ' 

-0.17 

:H  .8: 

B.  A.  C.  546:t 

i;;     i.r^^ 

9 

-0.15 

4.3! 

u        rit90 

18     35.33 

il 

-0.24 

35.li 

.1543 

,23     36.10 

;i 

-0.4  7 

3.'i.9! 

0         H2I 

38     45..^2 

i) 

-0.22 

ir>.;H 

:i69Ä 

i"        1 .  !>7 

9 

-0.22 

t:M 

X  Ophiucbi 

.■iO      41.13 
Kr.  Wesl 

8 

-0.8« 

4II.9{ 

allerculi* 

17      7      ;>3.fi4 

8 

-1-0. Oi 

+o.m 

.5:1.  .1; 

B.  A.  C.  .1841 

11      40.31 

8 

i0..tf 

5S7 1 

45     55.86 

9 

-1-0.4'$ 

r,.i.»s 

»          5894 

49     12.33 

8 

-1-0.08 

18.  H 

ß  Draconis 

27     16.73 

8 

-*-(Ä48 

iri.91 

B.  A.C.  6r>fl7 

19   25     42.24 

i 

-4-0.47 

48.11 

67«9 

31      56.38 

5 

-1-11.08 

H6.4( 

fi7i.'i 

34     27.  H 
Kr.  Osl 

« 

-4-0.4  4 

87. 8.1 

ß.  A.C.  Ü9^8 

20     2       5.12 

'   6 

-7O.46 

4.t)f 

695S 

7     26.il) 

8 

-0.08 

i6.3ä 

oj  Capricorni 

9     -"i8.5(l 

9 

—0.19 

m.r. 

B.  A.  C.  699(> 

12     44.64 

9 

'^0.16 

UM 

7011 

15     .14.01 

9 

40.20 

.■«.»1 

7(1  t(i 

20      45.11 

■• 

■*'•'» 

iT,.i^ 
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odel SC falSi);«n.      (Augo  unil  Ohr.) 


Aniahl 

Cori-etlion 

DilTerenz 

LauBCD- 
Ddlcrenz 

HiUelfsden 

der 

de» 
Iii'^truments 

Mci-Jilian 

der 
ühroorrecl. 

Kr.  Ost 

7^     S-ifiMg 

9 

+  U1.i3 

■  46':72 

52^83 

16"'  2':09 

12    :):».<  r, 

9 

-4-0.52 

33.07 

52.97 

2.23 

«6    4H.iO 

9 

+11.97 

49.37 

53.06 

2.31 

20      6..-H 

a 

+0.48 

5.82 

53.08 

2.33 

S3    25.75 

9 

+  1.02 

26.77 

53.19 

2.44 

27    38.77 

9 

+  1.45 

39.92 

52.92 

2.16 

>J     18    :>9.0!> 

9 

+0.47 

59.32 

53.26 

2.4( 

26    34.59 

7 

+  (.25 

35. 84 

52.95 

2.09 

30     15.1» 

9 

+  1.1.'. 

16.27 

.52.90 

2.01 

39    49.«:) 

9 

+0.50 

49.73 

53.08 

2.21 

35    19.«0 

9 

+0.97 

20.77 

53.16 

2.29 

Kr.  West 

0       8    «0.59 

9 

—  0.8K 

49.71 

53.00 

16     2.11 

10     52.78 

9 

—  1.01 

.51.77 

53.00 

2.11 

13  no.oo 

9 

—0.91 

38.09 

53.22 

2.32 

16   ^H:il} 

9 

—0.90 

47.30 

53.22 

2.. 32 

9*     39.76 

9 

-0.95 

58.81 

53.30 

2.40 

Kr.  West 

5    »4     83.79 

9 

-o.ot 

23.15 

.54.85 

16     2.24 

48     4  «.5.3 

9 

-0.7i 

17.79 

54.07 

2.46 

Kr.  Ost 

16       7     34.'*3 

9 

+0.41 

34.66 

54.03 

16     2.40 

4  2    25.31 

8 

+0.85 

20.1  f. 

54.33 

2.69 

4  5    57..'>* 

K 

+0.95 

58.47 

54.08 

2.44 

4  9    «8.57 

K 

+0.58 

29.15 

54.03 

2.39 

94     «9.28 

9 

+0.89 

30. 1 7 

54.24 

2.59 

39     38.76 

H 

+0.55 

39.31 

54.01 

2.35 

47     54.86 

0 

+0.55 

55.41 

54.06 

2.39 

54     34.33 

8 

+0.54 

34.87 

53.96 

2.29 

Kr.  West 

17       8,    48.76 

9 

—0  72 

48.04 

54.47 

16     2.78 

4  2    35.44 

1 

—0.73 

34.71 

54.35 

2.66 

46    51.23 

9 

—0.87 

50.36 

54.37 

2.67 

«ft      7.27 

9 

-0.74 

0.53 

54.12 

2.42 

27     44.99 

9 

—0.9.1 

41.06 

54.4  5 

2.44 

1»    96     »8.C4 

6 

-1.05 

37.59 

.54.18 

2.. 37 

32    51.16 

9 

—0.89 

50.27 

53.81 

4.99 

35    22.57 

9 

—0.94 

21.63 

54.3« 

2.56 

Kr.  Ost 

ta    2  as.n 

.1 

+  1.35 

59. 46 

54.--iO 

10     2.65 

8     49.68 

9 

+0.62 

20.30 

.53.98 

2.43 

10     .52.09 

9 

+0.51 

52.60 

54.23 

2.37 

13    37.43 

9 

+1.24 

38.37 

53.89 

2.03 

16     47.68 

9 

+0..56 

48.24 

54.40 

2.54 

94     39.03 

9 

+0.53 

39.56 

54.33 

9.: 

M«.  4.  K.  S.  GodUcb.  d.  WiucDB 
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B  e  o  h  a  c  h  t  u  n  £;  c  n  nach  den  « 


Weiss  in  Wien. 

Namen 
der  Sterne 

Durchgangszeit 

Anzahl 

Correclion 

4  865 

durch  den 
Mittel  faden 

der 
Fäden 

des 
Instruments 

•     Kr.  Ost 

Juli    19. 

a  Serpentis 

15^37'«    0^74 

6 

—  0?34 

B.  A.  G.  5214 

39     17.35 

5 

-0.34 

5245 

43    28.98 

9 

—0.34 

, 

»         5271 

47    23.63 
Kr.  Wost 

9 

—  0.33 

d  Ophiuchi 

16      6    40.13 

—  0.06 

Radcl.  3525 

11     31.28 

8 

-f-0.05 

B.  A.  G.  5463 

15      3.87 

9 

-h0.08 

>)         5490 

18    34.74 

9 

—  0.05 

»         5523 

23    35.51 

9 

4-0.06 

^  Herciilis 

35    35.10 

9 

-0.13 

B.  A.  G.  5621 

38    44.78 

9 

—0.16 

5644 

42    23.82 

9 

-0.12 

»)         5692 

47      0.95 

9 

—  0.15 

X  Ophiuchi 

50    40.  i 6 
Kr.  Ost 

8 

—0.15 

1 

a  Herculis 

17      7    53.28 

9 

-0.19 

B.  A.  G.  5841 

11     40.05 

9 

-0.17 

»         5894 

19    12.10 

9 

-0.17 

»         591  1 

22    32.97 

9 

-0.15 

ft  Draconis 

26     16.39 

9 

0.14 

B.  A.  G.  6928 

20      2       'i.i6 

4 

0.15 

«2  (^apricorni 

9    58.11 

9 

—  0.22 

'  B"  A.  G.  6996 

12    44.23 

8 

0.19 

.)         7011 

15     53.50 

-0.13 

7046 

20     iL  92 

9 

0.15 

V.  Ermittelung  der  persönlichen  Gleichung. 

Zur  Bestinunung  der  persönlichen  Gleichung  war  im  Mai  18 
Herr  Professor  Weiss  mit  seinem  Instrument  nach  Leipzig  j 
kommen  und  es  wurden  am  20.,  21.  und  29.  Mai  Heobachtunt 
angestellt  und  zwar  von  Sternen,  deren  Declination  im  Alitlel  üb 
einstimmte  mit  dem  Mittel  der  Sterne  zur  Langenbestimnmng. 
ein  und  demselben  Instrumente  beobachtete  dei*  eine  Heobachter  ( 
Durchgang  des  Sternes  an  der  ersten  Hallte  der  KtidcMi,  der  and 
BeobachtiM*  den  Durchizanü:  durch  die  zweite   lliillU^  wobiu  aber  ; 
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Bruhns  in  L 

cipzig. 

Durchgangszeit 
durch  den 
Mittelfaden 

Anzahl 

der 
Fäden 

Correction 

des 
Instruments 

Im 
Meridian 

Differenz 

der 

Uhrcorrect. 

Longen- 
Differenz 

Kr.  Ost 

<5^  37»  55?29 

9 

4.0-53 

55?82 

55!  42 

16»2!49 

40    H.60 

8 

4-0.53 

12.13 

55.12 

2.19 

44    23.29 

9 

4-0.52 

23.81 

55.17 

2.23 

48    47.58 

9 

4-0.85 

18.43 

55.13 

2.18 

Kr.  West 

«6     7    36.n 

9 

-0.70 

35.41 

55.34 

16    2.37 

12    27.54 

9 

-0.76 

26.78 

55.45 

2.48 

16      0.05 

9 

-0.82 

59.23 

55.28 

2.31 

19    30.77 

9 

—0.68 

30.09 

55.40 

2.42 

24    31.53 

9 

—0.78 

30.75 

55.18 

2.20 

36    31.17 

9 

-0.72 

30.45 

55.48 

2.49 

39    40.83 

9 

—0.69 

40.14 

55.52 

2.52 

43    19.94 

9 

—0.80 

19.14 

55.44 

2.44 

47    57.11 

9 

-0.70 

56.41 

55.61 

2.60    - 

51     36.40 

9 

-0.71 

35.69 

55.38 

2.37 

Rr.  Ost 

n     8    47.81 

9 

4-0.52 

48.33 

55.24 

16    2.21 

12    34.52 

9 

4-0.55 

35.07 

55.19 

2.16 

20      6.55 

3 

4-0.55 

7.10 

55.17 

2.13 

23    27.34 

9 

4-1.06 

2^.40 

55.58 

2.54 

27    40.41 

9 

4-1.17 

41.58 

55.33 

2.28 

20      2    58.61 

6 

4-1.37 

59.98 

55.67 

2.46 

10    52.76 

9 

4-0.50 

53.26 

55.27 

2.05 

13    38.82 

9 

4-0.98 

39.80 

55.76 

2.54 

16    48.24 

9 

4-0.55 

48.79 

55.42 

2.20 

21     39.64 

9 

4-0.53 

40.17 

55.40 

2.47 

wechselt  wurde,  um  auf  diese  Weise  die  Fehler  der  Fädenintervalle 
zu  eliminiren.  Im  August  war  ich  mit  meinem  Instrumente  in  Wien 
und  auf  dem  Laaer  Berge  wurden  nach  derselben  Methode  am  7., 
8.,  9.,  4  0.  und  11.  August  ebenfalls  Beobachtungen  angestellt.  Im 
Ganzen  sind  beobachtet: 

55  Sterne  in  Kreislage  West 

68       »        »  »         Ost. 

Das   Yerzeicbniss  der  beobachteten   Sterne    und   die   aus  denselben 

abgeleiteten  Resultate  der  persönlichen  Gleichung  im  Sinne  Bruhns 

minus  Weiss  ist  folgendes: 

17* 


254 


C  Bri'hns, 


[5= 


Persönliche  Gleichung   zwischen  Professor  Bruhns  und 

Professor  Weiss. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

t865 

Sterne 

B  — W 

1865 

Sterne 

B  — W 

Meli  20. 

B.  A.  C.  4406 

+0?16 

Mai  20. 

B.  A.  C.  4721 

— 0?02 

)>         4433 

-0.29 

»         4729 

+0.30 

»         4440 

-0.02 

»         4741 

—0.08 

»         4467 

+0.04 

»)         4753 

—0.11 

»         4499 

+0.28 

4785 

—0.44 

»         4519 

-0.18 

»         4805 

+0.34 

»         4538 

-0.12 

4827 

—0.19 

»         4621 

+0.14 

4841 

+0.26 

»         4637 

+0.01 

»         4853 

—0.01 

»         4648 

-0.10 

»         4873 

+0.10 

»         4662 

+0.11 

»         4903 

+0.02 

»         4699 

-0.22 

• 

))         4926 
»         4937 
))         4952 

+0.30 
—0.10 
+0.24 

Moi  21. 

B.  A.  C.  4721 

-0.19 

Mai  21 . 

B.  A.  C.  4467 

—0.19 

»         4729 

+0.32 

»         4499 

+0.15 

»         4753 

0.00 

»         4519 

+0.24 

»         4785 

-0.25 

»         4538 

—0.16 

»         4805 

-0.12 

»         4559 

—0.09 

.)         4827 

+0.09 

»)         4596 

+0.09 

4841 

—0.01 

4648 

+0.15 

»          4873 

-0.13 

»          4  662 

+0.07 

4903 

+  0.19     11 

.)          4699 

+0.0S 

»          4926 

-0.04     i 

»>          4937 

-0.21 

4952 

+  0.26 

4974 

-0.19     ! 

1 

Mai  29. 

B.  A.  C.  5315 

-0.19 

Mai  29. 

B.  A.  C.  5067 

—0.12 

»         5338 

-0.24 

»         5085 

-0.12 

»         5359 

-0.13    I! 

))         5113 

+0.08 

5388 

-0.18    ; 

51 35 

-0.04 

5417 

—0.38 

»         5168 

-0.07 

»         5463 

-0.17 

»         5185 

—0.05 

5490 

+0.19 

t 

a  Serpentis 

'     +0.07 

»         5523 

—0.18 

B.  A.  C.  5234 

-0.22 

)>         5537 

-0.18     ! 

»         5271 

-0.14 

»         5552 

0.08 

1 

5298 

—0.15 

August  7 

a-i  Capricorni 

+0.34 

AuüuslT. 

1            *  ' 

«Cyi^ni 

+0.31 

t* 

B.  A.  C.  6996 

+0.30     ;| 

7014 

+0.37 

1 

7046 

+0.28  ; 

1 

1 

1 

1 

Bestimmung  der  LAngkmmffkrenz  /wischen  I.eipzic.  tno  Wien.      255 


Kreis  West. 


4S$5 


Sterne 


B  — W 


Kreis  Ost. 


1865 


Sterne 


B  — W 


JgUSt/. 


B.  A.  C.  7085 
D         7107 
7137 


ugustS. 


^.10. 


» 


ß  Draconis 

B.  A.  C.  5975 
5991 
6013 

a^i  Capricorni 

B.  A.  €.  6996 
.  7014 


» 


n 


» 


l> 


w 


» 


7046 
7085 
7107 
7137 


a  Gygni 


B.  A.  C.  5975 

D         5991 

»         6013 

»         6030 

6056 

a  GygDi 

B.  A.  C.  7198 
»  7233 
>»  7271 
»  7301 
»  7318 
»  7345 
7398 
»  7421 
»  7448 
n  7462 
»  7480 
n         7512 


0?14 
0.09 
0.02 

0.20 
0.04 
0.12 
•O.Oö 
0.40 
0.05 
0.26 
0.33 
0.12 
0.33 
0.12 
0.05 


0.12 
0.07 
0.13 
0.26 
0.07 
0.32 
0.01 
0.14 
0.25 
0.22 
0.01 
0.47 
0.14 
0.33 
0.18 
0.37 
0.03 
0.17 


August  8. 


B.  A. 

G.  5802 

-0«02 

» 

5841 

—0.12 

w 

5871 

4-0.15 

)) 

5911 

-0.15 

» 

7233 

4-0.18 

» 

7256 

4-0.25 

)) 

^  7271 

4-0.40 

Aug.  9. 


Aug.  11. 


B.  A. 

G.  7659 

4-0.17 

>) 

7674 

4-0.03 

» 

7705 

4-0.02 

w 

iin 

4-0.31 

w 

7746 

4-0.40 

)> 

7770 

4-0.62 

)) 

7788 

4-0.17 

)) 

7814 

0.00 

» 

7832 

4-0.25 

» 

7850 

4-0.09 

» 

7868 

4-0.31 

» 

7888 

4-0.05 

B.  A.  G. 

5975 

4-0.47 

» 

5991 

4-0.01 

» 

6013 

4-0.06 

» 

6030 

4-0.11 

» 

6056 

4-0.52 

et  Gygni 

4-0.21 

B.  A.  G. 

7198 

4-0.28 

» 

7233 

4-0.22 

» 

7256 

4-0.17 

» 

7271 

4-0.05 

» 

7301 

0.00 
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C.  Bkdhns, 


f.*  J 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

• 

4865 

Sterne 

B— W 

4865 

Sterne 

B  — W 

Aug.  11. 

B.  A.  C.  7318 
»         7345 
))         7372 
>)         7398 
7421 
»         7448 
»         7480 
»         7512 

4-0H2 
4-0.21 
4-0.18 
4-0.16 
—0.16 
4-0.02 
4-0.14 
—0.02 

Vereinigt  man  diese  Werthe  zu  Tagesmitteln,  so  erhält  man: 

Tagesmittel  der  persönlichen  Gleichung  zwischen  Prof.  Brubns 

und  Prof.  Weiss. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

4865 

B  — W 

Zahl  der 
Sterne 

4865 

B— W 

Zahl  der 
Sterne 

Mai    20. 

-0!017 

42 

Mai      20. 

.h0?065 

14 

))      21. 

—0.022 

13 

»        21. 

4-0.038 

9 

»      29. 

-0.154 

10 

29. 

0.076 

10 

August  7. 

4-0.180 

7 

August  7. 

(4-0.310) 

1 

9       8. 

4-0.148 

12 

»       8. 

4-0.099 

7 

»     10. 

4-0.121 

18 

»       9. 

4-0.202 

12 

»     11. 

4-0.145 

19 

Aus  diesen  Tagesmitteln  ergibt  sich  für  das  Gesammtmittel  jeder 
Beobachtungsperiode  (August  7  mit  nur  1  Stern  ist  selbstverständ- 
lich ausgeschlossen) : 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

4865 

B  —  W 

Zahl 

der 

Sterne 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

4  865 

B  —  W 

Zahl 

der 

Sterne 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

Mai  20-29, 
Aug.  7-10. 

-0?057 
4-0.131 

35 
37 

±0?026 
±0.009 

Mai  20-29. 
Aug.  8-M. 

4-0^015 
4-0. 151 

33 
38 

±0^026 

±o.on 

Aus  diesen  Zahlen  ersieht  man,  dass  sich  die  persönUche  Glei- 
chung von  Mai  bis  August  beträchtlich  geändert  hat.  Die  DitTerenz 
zwischen  West  und  Ost  liegt  innerhalb  der  Grenze  der  wahrschein- 
lichen Fehler;  jedoch  die  Aenderung  v(m  iMai  bis  August  scheint 
reell  zu  sein  und  lässt  sich  vielleicht  dadurch  erklären,  dass  in  Wien 
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vor  den  Beobachtungen  jedesmal  eine  halbe  Meile  Wegs  zurückgelegt 
wurde,  wodurch  die  Beobachter  mehr  ermüdet  waren  als  in  Leipzig 
und  deshalb  würde  es  vielleicht  gerechtfertigt  erscheinen,  den  Beob- 
achtungen der  ersten  Periode  grösseres  Gewicht  zu  geben.  Es  ist 
(lies  nicht  geschehen,  w(mI,  wenn  man  eine  der  Zeit  proportionale 
Aenderung  anninmil ,  die  L^ngenbestinuuung  selbst  viel  näher  der 
Zeil  der  zweiten  Periode  der  Bestinunung  der  persönlichen  Gleichung 
liegt. 

Untersucht  man^  ob  eine  Aenderung  der  persönhchen  Gleichung 
mit  der  Zenithdistanz  der  Sterne  stattfindet  und  ordnet  dieselben 
nach  den  Dechnationen,   so  erhält  man  folgende  Tabelle: 

Persönliche  Gleichung  zwischen  Prof.  Bruhns  und  Prof.  Weiss 

geordnet  nach  «der  Declination  der  Sterne. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

1 

Steril 

1 

Declination 

i          V 

1    B-W     ?^ 

1                       •—  o 

•; 

Stern 

1 
Declination 

B~W 

0) 

2t 

CS  u. 

N   9 

B.  A.C.  7046 

—   3n8' 

4-0^31 

2    iB.A. 

C. 7398 

4-380  50' 

4-0!14 

^     7107 

4-   3     7 

4-0.21 

4433 

4-40   12 

-0.29 

^     7014 

4-   4   55 

4-0.31 

2        ;               M 

6996 

4-40   19 

4-0.12 

2 

•'     7348 

4-   4  58 

4-0.01 

■^        il               " 

4467 

4-40  51 

4-0.04 

-     lü^\ 

4-6  14 

4-0.33 

J        1' 

1                         )) 

7868 

—   0   49 

4-0.31 

»     4440 

4-10     8 

—0.02 

1        li                .) 

7832 

-   0   44 

4-0.25 

«   im\) 

4-10   15 

—  0.13 

1 

>. 

7814 

4-  0   42 

0.00 

"    m\ 

4-10   19 

-0.25 

.        I' 

1        .1               )> 

7318 

4-   4   55 

4-0.12 

«     Ö537 

4-10   39 

—  0.18 

1        |,'               » 

7788 

4-  5     7 

4-0.17 

«     7137 

4-12   48 

-0.05 

Z                 )) 

,  1 

7659 

4-6     4 

4-0.17 

-     47:^1 

4-13  36 

—  0.19 

1     1 

1     i;         » 

7421 

4-   6  11 

-0.16 

«     5490 

4-14   21 

4-0.19 

1      a  Serpenlis 

4-   6  50 

4-0.07 

^     4499 

4-14   21 

4-0.28 

1      H.A. 

C. 7372 

4-   9  25 

4-0.18 

«     i926 

4-15     0 

-0.04 

1           » 

7271 

4-10  19 

4-0.23 

2 

^     1662 

4-15  19 

4-0.11 

1    1 

» 

7674 

4-10  44 

4-.0.03 

*     5991 

4-16      1 

4-0.02 

2    :        .) 

5802 

4-10   45 

-0.02 

^     4873 

4-17  32 

-0.13 

^ 

»        » 

5135 

4-11      0 

—0.04 

"     5315 

4-18  12 

—  0.19 

1 

» 

5841 

4-11      1 

—0.12 

»     4406 

4-18  15 

4-0.16 

1    :       » 

4559 

4-11    26 

-0.09 

•»     4637 

4-18  36 

4-0.01 

» 

4853 

4-12  15 

-0.01 

•      4648 

4-10     5 

—  0.10 

^l 

» 

5067 

4-13     3 

-0.12 

•      4621 

4-19   18 

4-0.14 

1 

)) 

5185 

4-13  17 

-0.05 

>*      6030 

4-19   19 

4-0.26 

1 

» 

4721 

4-13  36 

—0.02 

»      4785 

4-19  50 

-0.25 

r> 

4499 

4-14  30 

4-0.15 

t»      4729 

4-19  54 

4-0.32 

» 

4926 

4-15     0 

4-0.30 

n       4753 

4-19  56 

0.00 

)) 

4662 

>    4-15  19 

4-0.07 

H       7  462 

4-36  32 

4-0.37 

)) 

5085 

4-15  54 

-0.12 

258 

r 

.     BfefH^S. 

156 

KreiH   W«»sl. 

1 

Kreis  Ost. 

Sterne 

lkM-liiMli«»ii 

B  — W 

DecliiMlioa 

1    B~W  iZl 

,   0 

B.A.C.  599«   : 

+  ««• 

r 

+0:01 

1      B.  A.  C 

.  6030 

+  I9*I8' 

+OMf    1 

4873  ' 

-h17 

:M 

+0.10 

1           ■ 

4785  , 

+19 

50 

+0.1  i 

1 

4648 

-h«9 

•• 

o 

+0.15 

1           f* 

4729 

+  19 

54 

-0.30 

1 

»       5234 

4-18 

3  4 

—0.22 

1           >* 

4753 

+  19 

56 

+0. 1 1 

1 

«       5523 

4-i2 

n 

—0.18 

1           ** 

7256 

+37 

33 

-O.SJ 

4 

• 

i805 

+  42 

25 

-0.12 

1           *• 

7398  ' 

+38 

40 

+0.16    1 

»        541 7 

+  42 

43 

— 1».38 

1           * 

5168 

+  40 

48 

+0.07 

••  ••  ••  ^ 

+  i2 

43 

—0.08 

1           » 

4  467 

+  40 

51 

-0.19 

»        i5l9 

+  42 

4« 

—0.18 

1           1» 

4596  , 

+  41 

46 

-0.09 

»        fiO  1 3 

+  44 

9 

-0.10 

2          * 

7770  ! 

+  42 

17 

+0.62 

4841 

+  44 

(i 

—  0.0« 

1           » 

4805  ; 

+42 

25 

+0.34 

»        4fi99 

+44 

30 

—0.22 

1           * 

78.50  1 

+42 

26 

+0.09 

a  Cvj^ni 

+  44 

H 

+  0.14 

2 

4549  ' 

+42 

48 

+0.24 

B.  A*.  C.  5388 

+  45 

«T   1 

—0.18 

1           t^ 

5271  i 

+42 

50 

-0.14 

»       7233 

+  45 

:J4 

+0.14 

1                 n 

5298  i 

+43 

0 

-0.15 

»       7480 

+45 

f  •  •• 

—0.03 

1                 >» 

6043  . 

+  44 

9 

+0.06 

»       5338 

+  46 

25 

-0.24 

4           » 

4841  ; 

+  44 

14 

+0.26 

>>       5463 

+  46 

38 

—0.17 

1           ^ 

7705 

+  44 

22 

+0.02 

4903 

+  46 

41 

+0.19 

1           ** 

4699  . 

+  44 

30 

+0.08 

7198 

+  46 

49 

— i>.04 

1      aCy^ni           1 

+  44 

44 

+0.26 

^ 

7301 

+  46 

57 

+0.22 

1      B.  A.  C 

. 7233  ! 

+45 

34 

+0.20 

^ 

7345 

+  i7 

3 

+  0.47 

1           *> 

7  480 

+  45 

57 

+0.U    1 

i827 

+  i7 

r.) 

+(».09 

1           » 

5S7 1 

+  46 

94 

+0.15    1 

4952 

+  47 

49 

+  0.i6 

1           >* 

i903 

+  46 

41 

+0.0ii  « 

i974 

+  i8 

11 

0.19 

1           >* 

i74« 

+  46 

42 

— O.OS ,  i 

(•>056 

+  i8 

26 

—  0.07 

2 

7I9S 

+  i6 

49 

+0.28 

1 

7085 

+  4S 

21 

O.Ol 

i 

7301 

+  i6 

57 

0.00    1 

"  11'*'  •• 

+  i8 

40 

+  0.(»4 

1           '^ 

73  i  5  1 

+  47 

3 

+0.il  1  1 

i538 

+  49 

42 

—  0.12 

1           >* 

77i7 

+  47 

16 

+0.31  !  1 

i937 

,    +50 

n 

-0.21 

1    '' 

1           ** 

I8i7 

+  47 

23 

-0.19!  • 

7  HS 

+  51 

0 

+  0.18 

1                                      » 

h\)n2  ' 

+  47 

49 

+o.e4    • 

7512 

+  51 

^ 

+  0.17 

1                                      >^ 

5911    ■ 

+  i8 

23 

—0.15    i 

//  Dnicoriis 

+  5:? 

23 

+  0.20 

1                                      1^ 

6056  ■ 

+  48 

26 

+0.5^  1 

g  ym                          m                                 • 

1 

.)9i;)  . 

+  48 

40 

+0.47  j  1 

«2  (iapncorni 

1 

:•)  1  1  3 

+  49 

11 

+O.0S 

1 

ist  weisen  zu 

1 

4538 

+  49 

4i 

—0.16 

1 

li(»f(*n  Stein  des 

1 

1*          '* 

7746 

+  50 

9 

+0.40  i  1 

wegj^classen. 

4937 

+50 

11 

-0.10  '  i 

)> 

7 888  : 

+  50 

51 

+0.05     1 

1 

7448 

+  5« 

0 

+  0.02  ;   i 

' 

7512  ; 

+  51 

2 

-0.0^ 

;  \ 

l)i(»  daraus  orhalttMien   H(»sultal(»  sind  dir  tollenden: 
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Persönliche  Gleichung  zwischen  Prof.  Bruhns   und   Prof.   Weiss 

für  verschiedene  mitliere  Declinalionen. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

MiUlere 
Declination 

B  — W 

W.  F. 
des  Mittels 

Zahl  der 
Durchgänge 

Mittlere 
Declination 

B— W 

W.  F. 

des  Mittels 

4/ 

+   10  55' 

+  0«239     +0-026 

7 

+   30  32' 

+  0^116 

+0-035 

8 

+11    34 

—  0.007  !  +0.044 

10 

+  11    31 

+  0.017 

+0.023 

12 

+  18      1 

+0.024     +0.032 

14 

+  17    34 

+0.050 

4-0.035 

12 

+40   53 

—0.051     +0.047 

11 

+41      5 

+0.117 

+0.051 

12 

+45  29 

—0.026     +0.032 

14 

+  45   31 

+0.132 

+0.024 

14 

+  49     6 

+0.060     +0.039 

14 

+  49     5 

+0.120 

+0.041 

11 

Die  persönliche  Gleichung   ist    nur   bei    den   ersten  Werthen   in 

Kreislage  West  bei  der  giössten  Zenithdistanz  stark  abweichend,  die 

andern  Werthe  sind  säniiutlich  nahe    innerhalb  der  wahrscheinlichen 

Fehler  übereinstimmend,  und  bildet  man  aus  obigen  Resultaten  zwei 

Gruppen,  so  erhält  man  folgende  Werthe: 


Kreis  West. 


Mittlere 
l>eclination 


Kreis  Ost. 


12?3 
45?6 


+0?062 
—0.002 


Wahrsch.  F. 
des  Mitlels 

Zahl  der 
Durchgänge 

Mittlere 
Declination 

B  — W 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

Zahl  der  ! 
Durchgänge 

+0-^017 
+  0.022 

31 
39 

+  11?7 
+  45?4 

+0-054 
+0.123 

+0-017 
+0.018 

32 

40 

Die  Unterschiede  zwischen  Ost  und  West  haben  hier  entgegen- 
gesetztes Zeichen  und  überschreiten  die  wahrscheinlichen  Fehler  nicht 
«^Hicu  sehr,  ebenso  werden  die  Aenderungen  der  persönlichen  Gleichung 
^^\l  der  Declination  kaum  reell  sein.  Das  Mittel  aus  Ost-  und  West- 
'*Sc  ist  für  die  beiden  Gruppen  vollständig  identisch. 

Endlich  wurde  zur  Bestimmung  der  persönlichen  Gleichung 
^^^ch  die   Methode  *)    angewandt,   dass  jeder  Beobachter   an   seinem 


\]   Die  Methode,  die  persönliche  Gleichung  dadurch  zu  bestimmen,  dass  auf  eine 

^'^^isse  Fräche   das  Bild   der  Sonne    und    das  Fadenkreuz  des  Instrumentes  projicirl 

^^'•»rde,  und  die  Durchgänge  der  Sonnenflecken  durch  die  Fäden  von  jedem  Beobachter 

^^^».hhängig  nach  der  Auge-  und  Ohrmethode  notirl  wurden,    ergab    in  Wien  1868 

^^fSust  ^0   B  —  W  =  +0-149.      Sie  ist  aber  hier  nicht   zu  berücksichtigen,    weil 

^^^se  Beobachtungen  von  den  bei  der  Längenbestinmmng  ganz  verschieden  sind. 
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('.  Bruhhs, 


[5« 


InBtrumente  vollstäiKlige  Durchgange  von  Slernen  heobachlete,  die 
Instrumenlalfehler  jeden  Abend  beälininito  und  damit  die  Sierac  auf 
den  Meridian  reducirle.  Diese  MeridiandurchgJlnge  im  Sinne  Bruhn.s- 
Weitis  von  einander  abgezogen,  ergaben  folgende  Werihe: 

Persönliche  Gleichung  zwischen  Prof.   Bruhns   und  Prof.   Weiss 
»bgoleitel  iius  vollsUindigen  Durchgängen  von  Slerncn. 


KrL'LS  Wc'M. 

krei^  Osl, 

ttiss 

Sterne 

B-^W 

1B65 

Siero« 

B  — W 

Mai  'ii. 

B,  A.  C.  itiM 

-i-oroi 

Hni  i%. 

B.  A.  C.  4926 

-0!SI 

-        i6»9 

+ft.Ül 

«       4»05 

— (1.  4:1 

4791 

—  0.31 

"        1937 

— O.Sfl 

i7!>S 

-11.1* 

4952 

+0.1)1 

„        4785 

— O.lK 

"        4974 

—0-07 

.      imi:» 

—0.09 

.,        ÖÜ33 

— O.BO 

.        t8«7 

+0.1» 

«        Iiü67 

— Ü.H7 

»       4870 

-0.3'J 

5085 

«       ültiS 
"        Ü18Ü 
«       59:u 
«       äS71 

— o.i:i 

— O.Üä 
—0.4« 
—0.61 
—0.49 
—0.59 

-  d:t. 

B.  A.  C.  i9U5 

+o.ii 

«    i:f. 

B.A.C.  16:t7 

+0.17 

»       4»S6 

—O.Ob 

^       466S 

+0.0S 

um  7 

+o.ai 

»        4fi«9 

—0.0:1 

«       Wf.ii 

+0.17 

t7ä1 

—0.1. 'S 

1.        l!P7l 

+o.;i(; 

..        17S;t 

+  0.01 

1.       :>ii:<:i 

-0.17 

"      V7H:i 

+0.0(1 

»      :'.iii;7 

+0.1  H 

üto.'i 

-0.17 

n      :)tis;'. 

-0.117 

1H2- 

—  0.(1« 

..       :.ll:{ 

+0.40 

iXll 

—  0.i\ 

1.     .';i:i;i 

— O.O'J 

IK70 

^O.iK 

..      :>  1  «s 

— o.iin 

;>-:!  i 

-0.1t    ■ 

■^iZ  1 

+0.07 

»    '26. 

B.  A.  c  n>:t: 

-O.iT            "     äfi. 

B.  A.  0,  i90H 

+ü.i:i 

46tii 

+11.01      1 

492fi 

—o.ia 

lenii 

— (i.:i!! 

1.        HI.17 

+  0.49 

"        1781 

-n.ri 

.      Hir.s 

+0.f>:i 

47:i:t 

— O.lii 

4074 

+  0.1? 

178Ü 

— o.*s 

"      :>ii:i;t 

—0.07 

.tK05 

—0.97     ' 

■■        :i067 

+O.0K 

iK!*7 

—0.« 

.'ins.'] 

+0.1:. 

4Ntl 

— o.i;i 

..     ril35 

+0.0* 

1«70 

—0.10 

iilss 

n     :i97i 

+  11. *0 

+o.:io 

—  0,06 
+  0.H 
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Kreis  Wust, 

KioisOst, 

t«6S 

SIerne 

B-W 

l<J63 

.Slernr 

B  — W 

Hai  äT. 

B.  A.  C.  46:n 

-o;s4 

Mai  27. 

B.  A.  C.  4905 

+0:58 

n         i66« 

—0.04 

»        4937 

+0.37 

169» 

— o.u 

-        4952 

+0.13 

n     nai 

-0.23 

.,        4974 

+0.16 

»        i7S3 

O.Ofi 

-       178b 

— o.n 

«        iSOÜ 

+o.o:j 

"        4H27 

—0.26 

■>        iRil 

— O.iO 

Aii^st  ti. 

B.  A.  C.  6,(7!) 

+  0.21 

August  6. 

B.  A.  C.  6073 

+0.36 

>.        biSK 

+o.a7 

»        6109 

+0.12 

n        0475 

+0.25 

»       61 43 

+0.49 

»        ti876 

—0.16 

n        69.52 

+0.32 

Ü8»ä 

+0.20 

6996 

+0.18 

69äK 

-0.12 

"        7014 
y        7046 

+0.13 
+0.20 

.       7. 

B.  A.  C.  5804 

+0.47 

"       7. 

B.  A.  C.  5621 

+0.23 

».       liKH 

+0.57 

"       .5644 

+0.08 

!iK7t 

+0.01 

«        3692 

+0..58 

n        5H9i 

+0.50 

6379 

+0,79 

B        S9H 

-0.07 

6428 

+0.10 

n        fll  09 

+0.20 

..       6  451 

+0.81 

n         6ti79 

-0.15 

..       6475 

+  0.13 

»        6717 

-0.  43 

"       6552 

+  11.68 

..        B739 

+0.72 

«       6579 

+0.23 

»        674.'i' 

+0.27 

»       6.59  H 

+0.32 

»        6«76 

+0.05 

.        6624 

+0.27 

fisy.'i 

-0.25 

••       8, 

B.  A.  C.  6073 

+0.51 

.,        8. 

».  A,  C.  6379 

+  1.16 

»     6imt 

+0.31 

»        6428 

+0.25 

«       61  *:t 

+0.86- 

«        6451 

+  1.08 

..        6876 

—0.08 

6475 

+  1.00 

'"        689."» 

—0.13 

6684 

+0.25 

->        6938 

-0.12 

..        6679 

»       6717 

^        6729 

6745 

+0.08 
+0.03 
+0.87 
+0.23 

ft. 

B.  A.  G.  fi:i79 

+0.80 

9. 

B.  A.  C.  6013 

+  U.33 

"        6128 

—0.07 

«        6056 

+0.09 

T.       6451 

+0.80 

"        6073 

+  0.47 

«        6475 

0.00 

"        6109 

o.no 

«        6493 

+0.28 

"        6143 

+  1.05 

"        6552 

+0.85 

«        6729 

—0.09 

«        6579 

+0.16 

7301 

+0.35 

1.        6595 

+  1.09 

n        7318 

-0.32 

»        66*4 

— O.Oi 

1          .        7345 

+0.31 

»        6928 

-0.28 

-        7372 

—0.06 

iGi 


C.  Brlhns, 


[60 


Kreis  West. 


Kreis  Ost. 


4865 


Sterne 


B  — W 


4665 


Sterne 


B  — W 


Aiii^ust  9. 


» 


M. 


B.  A.  C.  6952 

))  6996 
•  »  70U 
»  7137 
»  7198 
))   7233 

ß.  A.  C.  6552 

»   6579 


» 
)) 
» 


6595 
6624 
6679 
6717 
6729 
6745 


0H2 
0.07 
0.00 
0.20 
0.42 
0.13 

0.71 
0.13 
0.50 
0.03 
0.00 
0.22 
0.38 
0.33 


Augusl  9. 


B.  A.  C.  7421 

»  7448 
»  7480 
»   7512 


0H6 
0.47 
0.65 
0.91 


» 


11. 


B.  A.  C 

.  5802 

+0.71 

)) 

5841 

+0.95 

» 

5871 

+0.52 

» 

5894 

+1.29 

1 

» 

5911 

+0.45 

» 

6073 

+0.83 

» 

6109 

+0.45 

» 

6143 

+0.70 

• 

» 

6895 

+0.50 

)) 

6928 

+0.45 

» 

6952 

-0.42 

« 

6996 

—0.17 

)) 

7014 

—0.57 

» 

7046 

—0.06 

n 

7085 

—0.06 

)) 

7107 

—0.46 

» 

7137 

-0.42 

Die  daraus  al)i;(»l(Mtoten  ragesiiiittel  in  der  folgenden  Tabelle 
weichen  stark  von  cMnandcM*  ah,  so  dass  die  Sicherheil  dieser  Be- 
stininiiing  sehr  gering  ist,  was  Iheilweise  darin  seinen  Grund  hat. 
dass  die  ganze  Unsicherheit  der  histrunientalfehler  in  den  Werlhen 
enthalten  ist.     Es  hat  sich  gefunden: 

Tilg  es  mittel  der  persönlichen  Cileichunj^  aus  vojl  stand  i|j;c  n 

Durchgängen  von  Sternen. 


1 

Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

4865 

B-W 

Zahl 
der  Sterne 

4  865 

B— W 

—  0H08 

Zahl 
der  Sterne 

Mai       22. 

— 0t091 

8 

Mai      22. 

13 

))        23. 

+0.076 

13 

!       »        23. 

—  0.083 

10 

26. 

—  0.183 

10 

i        »         26. 

+0.20  i 

13 

27. 

—  0.132 

1> 

27. 

+  0.310 

i 

Auc^ust  6. 

+  0.108 

1 

6 

Aug;usI  6. 

+0.257 

7 

»       7. 

+  0.1 5S 

12       i 

»       7. 

+  0.38i 

11 

S. 

+  0.230 

() 

))       S. 

+  0.550 

9 

»       9. 

+  0.226 

16 

»       9. 

+  0.330 

1  V 

»      II. 

—  0.280 

H 

»      11. 

+  0.276 

17 

.J_ 
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Theilt  man  diese  Tagesmittel   in  zwei  Perioden  und  gibt  jedem 
Tage  gleiches  Gewicht,  so  erhält  man 


Kreis  West. 

Krois  Ost. 

4865 

B— W 

Zahl  der 
Sterne 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

4865 

B     W 

Zahl  der 
Sterne 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

Mai  22     27. 
Aug.  6— 44. 

— 0«083 
-1-0.088 

40 
48 

±0:038 
±0.064 

Mai  22—27. 
Aug.  6—4 1 . 

-4-0^006 
-♦-0.359 

40 
58 

±0«4  07 
±0.036 

welche  Werthe  die  schon  oben  gefundene  starke  Aenderung  der 
|)ei*sönlichen  Gleichung  und  eine  beträchtliche  Differenz  zwischen 
Kreis  Ost  und  West  constatiren.     Das  Endresultat  ist: 


B  — W.     Kreis  West 

»     Ost 


0^003  +  0^036 
0.182  ±0.056 


Mittel 


=  +  0^092  +  0^030 


Da  bei  der  Längenbestiunnung  Berlin-Wien  nur  die  erste  Me- 
Hiode  angewandt  ist,  bei  der  Lungenbestimmung  Leipzig -Berlin  die 
Beobachter  wechselten,  schien  es  der  ConformitUt  wegen  nicht  rath- 
'^m,  diese  letzten  Werthe  mit  in  Betracht  zu  ziehen.  Es  wurde 
daher  angenommen  als  Endwerthe  für  die  persönliche  Gleichung  aus 
gemeinschaftlich  beobachteten  Sterndurchgängen,  mit  Berücksichtigung 
der  Gewichte  nach  der  Anzahl  der  Sterne   (pag.  256)  : 


Bw  —  Ww  Kreis  West 
Bo  —  Wo   Kreis  Ost 


0?040 
0.089 


0?014 
0.015 


Mittel  4-(Bw— Ww) 


.i.(Bo— Wo) 


=  +0?065  + 0^010 


VI.  Ableitung  der  Endresultate. 

Die  aus  den  Beobachtungen  erhaltenen  Längendifferenzen  sind 
zunächst  nach  Kreislagen  für  jeden  Tag  zu  Mittelwerthen  vereinigt, 
und  bezeichnet  man  die  absoluten  persönlichen  Fehler  der  Herren 
Bruhns  und  Weiss  in  der  West-  und  in  der  Ostlage  des  Instru- 
ments mit  Bw,  Bo,  Ww,  Wo,  so  erhält  man  folgende  Uebersicht: 


C.  Brithns, 


4seG 

in  LeipiJK 

In  Wien 

Zahl 
der  Sie  m 

Juni  SO. 

West 
Osl 

Wesl 
Osl 

16-21650+  f;Ww-Bw) 
H.nO  +  ?iWo-Bo) 

1 

7 

Juli     i . 

W..SI 
Osl 

Wesl 
Osl 

Hl    t.HOi  +   fWvv-B») 
«.807  +  -|(Wo— Bo} 

H 
6 

6. 

Ost 
Wesl 
Ost 
West 

Ost 
Wesl 
Ost 
Wesl 

Hl    2.1«2  +  i(Wo— Bo) 
2.3K1  +  |(Ww-Bw] 
i.ISS  +fJ[Wo-Bo) 

2.:(n:(  +  |(Ww— Bwj 

4 
S 
11 
6 

.     1i. 

WVsl 

Osl 

Wesi 

Wesl 

Osl 

West 

in    2.470  +  l(Ww-Bw) 
2.31Ü  -f.  i(Wo-Bo) 
2.240  +  |;Ww_Bw) 

4 
5 
2 

»     (!i. 

0!ft 

Wesl 

Ost 

Wesl 

Ost 
Wesl 
Osl 
Wesl 

in    a.i.'lJi  +    !ä(Wo— Bo) 
«.;t87  +f  j(Ww-Bw) 
2.H77  +   5(Wo-Bo) 
i.iiy,  +    j;Ww— Bw) 

2 
10 
9 

»     16. 

Wesl 
Osi 
Wosl 
Osl 

West 
Ost 
Wesl 
Osl 

Iß    a.USO  +      .W»-Bw) 
9.207  ■+■  ^Wo-Bo) 
2.47;i  +|^(Ww-Bw) 
2.19ä+      (Wo-Bo) 

:{ 

9 

11 

»    n. 

West 

Osl 
Osl 
Wesl 

Osl 
Wesl 
Osl 
Wesl 

10    9.942  +  }(W^o-Bw) 

2.2KN  +|jj(Ww-Bo) 

i.2:tn  +f|(\vo-Bo) 

2.3li9  +   j(Ww— Bw) 

4 
10 
11 

ü      IN. 

Wr-sl 
Ost 
Wi'Sl 
Osl 

Wesl 
Osl 
WpsL 
Ost 

in    i.:t.1ft  +    5(Ww-Hw; 

i.ii:i  +    l(Wo-Ba) 
2.48n  +    jiWw— B\\) 
2.:tl7  +   gWn-Bo,. 

2 

R 
S 

.    m, 

Osi 

Wesl 

Osl 

Osl 

Wesl 

Osl 

Ifi    i,97i  +    J(\V<i-Bo) 
2.41«  +|^(Wn%— Bw) 

3.274  +fJ](W.i-Bu) 

4 
10 
10 

Die  persünliclie  GIpichimg  zeigt  .sicli  in  den  Ix'iden  Kroislagei 
elwas  verscliieden.  Bildet  iimii  W  —  Ü  .so  crlililt  man  Juni  21)  um 
Juli    17  (<Ji<i  eiste  Hiilfle)   ausseid iessend : 

w— 0  =s  +0^081  +  o;o2;> 

wührend  dor.selIn!  Wertli  bei  der  persönlichen  Gleicluing 

W— 0  =  —0^049  +  o:o2i 

ist.     Weder  in  den  Cdlliniationsfehlem,    noeli  in  den  Fadendislanzei 
ist  ein  Feliier  wahrscheinlich  mul  ob\v(»id  obige  Werihe  keine  gross 
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Sicherheit  haben,   zeugen  sie  docli  von  der  grossen  Veränderlichkeit 
der  persönUchen  Gleicliung  zu  verschiedenen  Zeiten. 

Um  nun  etwaige  Fehler  in  den  Colliniationen  und  den  Fäden- 
distanzen zu  eliminiren,  schien  es  am  vortheilhaftesten ,  aus  je  zwei 
Kreislagen  immer  die  Mittel  zu  nehmen  und  die  persönliche  Glei- 
chung zum  Schlüsse  anzubringen. 

Der  Fall,  dass  in  Leipzig  in  einer  andern  Kreislage  als  in  Wien 
beobüchtet  wurde,  kommt  allein  am  17.  Juni  vor,  während  an  den 
andern  Tagen  immer  in  identischen  Kreislagen  beobachtet  ist.  Für 
dieson  Fall  ist  auch  einfach  das  Mittel  genommen.    In  der  folgenden 

Tabelle  ist  das  Gewicht  nach  der  Formel 


4ab 


wo    a    die    Anzahl 


der    Sleme  in  der  einen  Kreislage,    b  die  Anzahl  der  Sterae  in  der 


andom  Kreislage   bedeutet.     Man  erhält 


1865 

Längondifforenz 

Gewicht 

Juni  *29. 

16"»  2H75  4-    |(Ww— Bw)  4- 3^4^ (Wo 

-  Bo) 

3.5 

Juli     4. 

2.250  -f.  t8j(Ww     Bw)  h-  A(Wo 

-  Bo) 

13.8 

»       6. 

2.258  +  |^,(Wo  -  Bo)  4.  fJlWw 

-Bw) 

26.8 

)>     4  4. 

2.333  4.  ^(Ww-Bw)  4-  V^(Wo 

-  Bo) 

40.9 

»     45. 

2.44  4  4-  ü(Wo        Bo)  4-  l|(Ww 

-Bw) 

26.4 

»     46. 

2.34  4  4-  l|(Ww     Bw)  4-  H(Wo 

-  Bo) 

29.0 

»     4  7. 

2.254  4-  H(Ww-Bw)  4-  H(Wo 

-Bo) 

30.0 

»     48. 

2.406  4-  ^(Ww-Bw)  4-  U(Wo 

—  Bo) 

23.3 

)>     49. 

2.345  4-  M(Ww     Bw)  4-  i|(Wo 

-  Bo) 

23.3 

^immt  man  dagegen  das  Mittel  nach  der  Anzalil  der  an  jeden) 
Aberx^  beobachteten  Sterne  ohne  Rücksicht  auf  die  Kreislage,  so  hat  man 


1865 


Juni  29. 
Juli  4. 
6. 

4  4. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 


» 


» 


» 


)) 


» 


LäDgendifferenz 


Zahl 
der  Sterne 


46™  2?282 
2.34  4 
2.261 
2.355 
2.397 
2.336 
2.257. 
2.426 
2.334 


-   i(Ww 

■A(Ww 

-11  (Wo 

-  ^(^\w 

(HWw- 
-  M{Ww 
.  f  J  (Ww 


-Bw) 
— Bw) 

—  Bo) 
— Bw) 

-  Bo) 
-Bw) 


ABw) 
-Bw)  - 
-Bw)  - 


|(Wo 
A(Wo 
f|(Ww 

(Wo  . 
(Ww- 
if  (Wo 

'•(Wo  . 
(Wo  . 


-  Bo) 

-  Bo) 
-Bw) 

-  Bo) 
-Bw) 

-  Bo) 
HBo) 

-  Bo) 

-  Bo) 


8 
44 
29 
44 
27 
29 
30 
24 
24 


Das  Gesammtmittel  aus  der  ersten  dieser  Tabellen  ist  mit  Rück- 
j^icht  auf  die  Gewichte: 


2«6  C.  BftUHNs, 

L»  16"  2"!326  +  VWWw  —  VWBw  1-  tVtWo-^VWBo. 

Das  Gesammtmittel   aus   der   zweiten   dieser  Tiabellen  ist 
Rücksicht  auf  die  Zahl  der  an  jedem  Abend  beobachteten  Stern« 

L  s=  16"  2?329  -I-  tV^Wvv  — VWBw  -i-  fffWo—^^Bo. 

Fttr    den    wahrscheinlichen    Fehler    der    LSingendifferenz 
eiBem  Stern,  berechnet  aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  Sb 
vom  Tageamittel ,  ergibt  sich  für  beide  Arten  von  Resultaten   i 
derselbe  Werth;  mit  Hilfe  der  Tagesmittel  aus  der  zweiten  Tal 

erhält  man  an  den  verschiedenen  Tagen: 

• 

Juni  29.  w.  F.  «  ±0?132 
Juli 


» 


» 
» 


4. 

±  0.122 

6. 

±0.117 

14. 

±0..123 

15. 

+  0.115 

16. 

+  0.1 31 

17. 

±  0.089 

18. 

±0.133 

19. 

+  0.110 

Während  aus  den  Abweichungen  der  Resultate  der  einzelnen  Su 
vom  Gesammtmittel  sich 

±0^123 

herausstellt.     Richtiger  wird  es  sein,  wie  bei  der  Längenbestimir 
Berlin-Wien  den    wahrscheinlichen  Fehler   des   Endresultats   auf 
Abweichungen  der  Tagesmittel  zurückzuführen;  man  erhält  auf  d 
Weise  den  wahrscheinlichen  Fehler 

eines  Tagesmittels  aus  Tabelle!   Hh  0'055,  aus  Tabelle  II.  Hk  0' 
des  Endresultats        »  »         Hh  0.018,      »  »  dt  ^• 

Um  zu  sehen,  ob  für  verschiedene  Declinationen  die  Länj 
differenz  verschieden  herauskömmt,  sind  dieselben  einmal  nach 
Reihenfolge  der  einzelnen  Sterne,  also  nach  den  Rectascensio 
das  andere  Mal  nach  den  Declinationen  geordnet,   zusammengesi 
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Sterne 


Längen- 
differenz 


a>  e 

—  eo 


Sterne 


Längen- 
differenz 


V 

9 

Q 


eS 


a  Serpentis 

B.  A.  C.  5181 

r>        5214 

»        5245 

D        5271 

d  Ophiuchi 

Radcliffe  3525 

B.  A.  C.  5463 

»        5490 

n        5523 


ÜHerculis 
B.  A.  C.  5621 
i>        5644 
5692 
X  Ophiuchi 


16°»2!5I2 
2.090 
2.265 
2.279 
2.332 


16 


16 


2.382 
2.364 
2.377 
2.415 
2.336 


2.294    . 

2.421 

2.394 

2.335 

2.249 


4 
1 

4 

»«• 

8 

8 
8 
9 
8 


II 


8 
7 
5 
8 


a  Herculis 

B.  A.  C.  5841 
»  5871 
»  5894 
»         5911 

ß  Draconis 

d  Aquilae 

B.  A.  C.  6697 
6717 
6729 
6745 


w 


1  B.  A.  C.  6928 
'         »         6952 
a2  Capricorni 
B.  A.  C.   6996 
7014 
7046 


16"^2HH 
2.283 
2.353 
2.323 
2.402 

16  2.336 
2.317 
2.282 
2.232 
2.200 
2.302 


16 


7 
7 
6 
7 
6 

7 
4 
5 
4 
5 
5 


2.478 

.5 

2.206 

5 

2.137 

6 

2.377 

6 

2.320 

6 

2.345 

6 

1 

DecU- 

Längen- 

der 
gänge 

Sterne 

• 

Decli- 

Längen- 

der 
gänge 

"WI  uc 

nation 

differenz 

Zahl 
Durch 

natioü 

differenz 

Zahl 
Durcli 

«2  Capricorni 

-12059' 

16»2M37 

6 

^  Herculis 

4-31051' 

1 6"^  2?294 

8 

B. A.C.  7046 

—  3  48 

2.315 

6 

B.  A.  G.  6996 

40  19 

2.377 

6 

i  Ophiuchi 

-  3  24 

2.382 

8 

Radcliffe  3525 

40  22 

2.364 

8 

j  Aquilae 

+  2  41 

2.317 

4 

B.  A.  C.  5523 

42  11 

2.336 

7 

B. A.C.  5245 

•  4  53 

2.279 

7 

-y>         5644 

42  29 

2.394 

5 

»      7014 

4  55 

2.320 

6 

»        6745 

42  31 

2.302 

5 

»      6729 

5    6 

2.200 

5 

»        5271 

42  50 

2.332 

8 

ff  Serpentis 

6  51 

2.512 

4 

B.  A.  C.  5894 

-»-  7  43 

16    2.323 

7 

B.  A.C.  5871 

^46  23 

16    2.353 

6 

»      5214 

7  46 

2.265 

4 

))        5463 

46  38 

2.377 

9 

^      5621 

8  50 

2.421 

7 

»        5911 

48  22 

2.402 

6 

X  Ophiuchi 

9  35 

2.249 

7 

r>        6717 

48  58 

2.232 

4 

B.  A.  C.  5692 

10  23 

2.3.35 

8 

»        5181 

50  52 

2.090 

1 

»       5841 

11     1 

2.283 

7 

y)        6697 

51  2t 

2.282 

5 

•       695» 

14  17 

2.206 

5 

ß  Draconis 

52  24 

2.336 

7 

0       5490 

14  21 

2.415 

8 

B.  A:  C.  6928 

52  46 

2.478 

5 

a  Herculis 

14  33 

2.411 

7 

* 

Die   Resultate   dieser   Uebersichten  sind    in   folgendeti   Tabellen 


gegeben : 


Abhandl.  d.  K.  S.  Gesellscb.  d.  Wisseosch.  \V 


18 


Mittel  der  Längendifferenzen  aus  Rectascensions 

Gruppen. 


Sterne 

Längendifferenz 

Wahrsch. 
Fehler 

Zahl  der 
Durch- 
gänge 

1—   5. 

16"»2»325 

±  0!032 

Si 

6—10. 

2.376 

±  0.007 

40 

• 

11—15. 

2.334 

±  0.020 

35 

16—20. 

2.353 

±0.020 

33 

21—26. 

2.282 

±0.015 

30 

27—32. 

2.303 

±  0.036 

34 

Mittel  der  Längendifferenzen  aus  Declinations-Gruppen. 


Mittlere 
Declination 

Längendifferenz 

Wahrsch. 
Fehler 

Zahl  der 
Durch- 
gange 

0»    0' 

16»2?.384 

-h  0*025 

46 

H-H      2 

2.331 

±0.015 

60 

•1-40      3 

2.341 

+  0.041 

47 

4-49   22 

2.351 

+  0.020 

43 

V 


Die    Resultate    in    der   ersten    Tabelle    stimmen    untereinand^  ^ 
innerhalb    der   wahrscheinlichen    Fehler    genügend    überein,    dea  ^ 
obwohl  die  letzten  beiden  Werthe  etwas  geringer  sind  als  die  vo 
hergehenden,  ist  doch  die  Abweichung  zu  unbedeutend,   um  defin 
tiv  einer  Ermüdung  oder  einer  Veränderung   der  persönlichen  Gle 
chung  zugeschrieben  werden  zu  können. 

Nach  den  Resultaten  der  letzten  Tabelle  scheint  es  würklich^^"^ 
als  wenn  die  Längend iflferenz  aus  den  Sternen  in  der  Nähe  de. 
Zeniths  etwas  grösser  wäre,  wie  aus  den  Sternen  in  der  Nähe  det  — 
Aequators.  In  der  persönlichen  Gleichung  hat  sich  etwas  ähnlichet- 
bei  Kreislage  West,  bei  Kreislage  Ost  jedoch  das  Gegentheil  gezeigt:^  "^^ 
Die  hier  vorhandene  DifTerenz,  welche  nur  wenig  die  wahrschein  -^^' 
liehen  Fehler  überschreitet,  ist  wohl  mehr  eine  zufällige  als  ein^  ^^ 
reelle  zu  nennen.  Es  scheint  mir  daher  das  Beste ,  als  Generalmitte:::^^' 
für  die  Längend ifFerenz  anzunehmen: 
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L  =s  16»  2^327  {-I-  0.485  Ww  —  0.37  Bw  +  0.515  Wo  —  0.53  Bo} 

+  0!012 

Bringt  man  hieran  die  persönliche  Gleichung 

i  (Ww  —  Bw)  -h  i  (ßo— Bw)  SB  —  0^065 

an,  so  erhSilt  man 

* 

Lo  =  16"^  2^262 +  0^015. 

In  Leipzig  wurde  im  Meridianzimmer  auf  einem  Pfeiler  beob- 
achtet, der  vom  Centrum  des  grossen  Hauptpfeilers  10.4  Meter 
westlich  sich  befindet,  weshalb  an  die  Läng6ndiflFerenz  eine  Re- 
duction  von 

—  0^036 

anzubringen  ist.  Die  Beobachtungen  auf  dem  Laaer  Berge  bei 
Wien  sind  nach  den  Angaben  des  Herrn  Director  von  Littrow 
s.  Längenbestimmung  Berlin  —  Wien  pag.  47)  4'563  örtlicher  an- 
gestellt, als  wenn  sie  am  Meridiankreise  der  Wiener  Sternwarte 
gemacht  wären,  sodass  also  als  Reduction  an  den  oben  gegebenen 
Werth  der  LängendifiFerenz  noch 

—  4^599 
^ögebracht  werden  muss.     Es  ist  daher: 

Zentrum  der  Leipziger  Sternwarte  westlich  Tom  Meridian- 
kreis der  Wiener  Sternwarte 

16"^  67?663  ±  0^016. 

Da  zwischen  Leipzig  und  Berlin  im  April  1864  die  Längen- 
Differenz  zu  4"^  0?89o  ±  0'020  ermittelt  wurde,  femer  die  Längen- 
Wtimmung  Berlin  — Wien  im  Jahre  1865  ir  56?781  ±  0!0165 
Ergeben  hat,  sollte  jetzt  zwischen  Leipzig  und  Wien  die  Längen-- 
Differenz  15°^  57^676  +  0^026  betragen.  Der  oben  erhaltene  Werth 
ist  nur  um  0-013  kleiner  und  die  Differenz  liegt  vollständig  inner- 
lialb  der  wahrscheinlichen  Fehler.  Obwohl  bei  der  hier  vorliegenden 
XjingendifiFerenz  der  wahrscheinliche  Fehler  der  kleinste  von  allen 
ist,  möchte   ich  doch   wegen  der  Aenderung   der   persönlichen  Glei- 
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ehung  dieser  Längenbestimmung  kein  grösseres  Gewicht  zuschrei 
als  den  anderen. 

Um   nun   das   Dreieck  Berlin -Wien -Leipzig    in   Bezug   auf 
Längendifferenz  vollständig  abzuschliessen ,   scheint  es   mir  am  ai 
messensten,   die  übrig  bleibenden  Fehler  gleichmässig  zu   verlhe 
so  dass  man  annehmen  kann: 

Längendifferenz  Leipzig  — Berlin  s=    i"    0!89  +  0?02 

»  Berlin  —  Wien     =  I  l     36.78  +  0.02 

Leipzig— Wien  =  15    57.67  +  0.02 


Berichtigungen . 

pag.  21  S  Zeile  i  v.  o.  statt     n^O  jies     16^0 

>^        "  ))      6      ))        »        19.7»       17.0 

»        '  »      6  \.  u.    »    —0.1  ri   »  -f-O.i  \  i 

«        "  »      2      «        ))    —0.002   ))  -f-0.002 

»        »  »      i      »        »   —0.002   »  4-0.002 

>^  2  47  »4     »       »  Kr.  Ost     »  Kr.  West. 
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Ueber  die  thermociektrische  Erregung  des  Schwerspalhes  lagen 
is  jetzt  nur  äusserst  geringe  Andeutungen  vor.  Wahrgenommen 
ierhaupt  wurde  sie  zuerst  1824  von  Brewster,  dessen  ganze  Mit^ 
eilung  darüber  sicli  jedoch  auf  die  blosse  Einreihung  des  Namens 
les  Minerales  in  das  Veraeichniss  der  thermoelektrischen  Krystalle 
?ehmnkt.  ^) 

Im  Jahre  1843  haben  sodann  Riess  und  G.  Rose  den  Schwer- 
Ih  von  Neuem  auf  sein  elektrisches  Verhalten  geprüft,  und  be- 
llen über  ihre  Versuche  Folgendes:*^*)  „Es  wurden  zwei  Exem- 
rc  nach  Erwärmung  bis  180"  untersucht.  Es  zeigte  sich  bei  der 
kilhlung  deutliche  positive  ElektricitUt,  und  zwar  an  dem  einen 
r stall  am  stärksten  am  verbrochenen  Ende,  dicht  unter  der  Ab- 
mpfung  der  stumpfen  Seitenkante.  Negative  Elektricität  ist  nicht 
uerkt  worden." 

Seit  einer  Reihe  von  Jahren  habe  ich  mich  mit  der  Unter- 
hung  der  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Schwerspathes 
;ehäftigt  und  zur  sicheren  Feststellung  derselben  mehr  als  andert- 
bhundert  Krystalle  der  verschiedensten  Fundorte  geprüft.  In  der 
abstehenden  Abhandlung  werde  ich  die  Resultate  jener  Versuche,  so 
il  sie  mir  zu  einer  vollständigen  Einsicht  in  die  thermoelektrischen 
rgänge  auf  den  Schwci^spathkrystallen  nothwendig  erscheinen,  in 
glichst  kurzer  und  übersichtlicher  Weise  darlegen. 

Ein  besonderes  Interesse  erhiilt  die  Untersuchung  des  Schwer- 
ithes  durch  den  Umstand,   dass  die  Art  des  Wachsthumes   seiner 


*)    The  Edinb.  Journal  of  Science ,  .conducted   by  David  Brewster,    Heft  2; 
rsetzt  im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Physik  von  Schweigger  4  825,  Bd.  43,  S.  94. 
**)    ücber  die  PyroeleklriciUit  der  Minerahen  von  Riess  und  G.  Rose.     Ab- 
dlurigen  der  Akad.  der  Wisscnscli.  zu  BtThn  4  843  ;   physik.  Abth.  S.  96. 
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SpaitungsrichtuDgen  oder  Durchgänge,  die  wieder  von  einer  noch  voll- 
koiDmeneren  Spaltungsrichtung  senkrecht  geschnitten  werden.  Diese 
Durchgänge  Hegen  gegen  die  Hauptaxe  nur  dann  symmetrisch,  wenn 
wir  die  Richtung  der  Hauptaxe  gegen  den  vollkommensten  Durch- 
gang senkrecht,  oder  mit  den  Durchschnittslinien  der  beiden  gleich- 
werthigen  Durchgänge  parallel  nehmen. 

Da  femer  -  an  den  meisten  Krystallen  mit  allen  drei  Spaltungs- 
richtungen parallele  Flächen  auftreten,  ja  die  einfachste  vorkommende 
Gestalt  überhaupt  nur  von  den  mit  jenen  Durchgängen  parallelen 
Flachen  gebildet  wird,  so  ist  es  am  naturgemässesten,  das  verticale 
Prisma  von  101»  40'  als  das  Hauptprisma  ooP  aufzufassen. 

In  dieser  Weise  sollen  nun  im  Folgenden  die  Krystalle  des 
Schwerspathes  stets  betrachtet  werden:  während  die  verticale  oder 
Hauptaxe  also  mit  den  Kanten  des  letztgenannten  Prismas  parallel 
geht,  liegt  die  sogenannte  Brachydiagonale  in  der  Richtung  der 
kiti^en,  die  Makrodiagonale  in  der  Richtung  der  langen  Diagonale 
des  rhombischen  Querschnittes  jenes  Prismas  ooP. 

Das   zuvor   festgestellte  Verhältniss   der   beiden  Diagonalen  der 
Basis  (1  : 1 ,2276)  ergibt  sich  als  nothwendige  Folge  der  Structur  des 
Schwerspathes;  dagegen  bleibt  die  Annahme  des  Längen  Verhältnisses 
der  Hauptaxe   zu   den  Diagonalen   der   Basis,   wenigstens   innerhalb 
gewisser  Grenzen,  unserer  Willkühr  tiberlassen.   Es  scheint  am  zweck- 
n^clssigsten  von  dem  Brachydoma  mit  einem  Winkel  von  74"  38'  an 
den  Enden   der   Hauptaxe,   dessen   Flächen   bei   fast   allen  Schwer- 
spathen  vorkommen   und   bei  den  Krystallen   aus  der  Auvergne  und 
von  Dufton   eine   sehr  beträchtliche  Ausdehnung   gewinnen,    auszu- 
g^hen.     Betrachten  wir  dasselbe  als  der  Gestalt  Poo  angehörig,   so 
ergibt  sich  aus  den  Längen  der  Diagonalen   seines  verticalen  Quer- 
schnittes unmittelbar  das  Verhältniss  der  Hauptaxe  zur  Makrodiagonale. 
Bezeichnet  a  die  Hauptaxe,   h  die  Brachy-,    und  c  die  Makro- 
diagonale, so  erhalten  wir  das  Verhältniss  der  drei  Axen,  wie  es  der 
Bezeichnung  der  Krystallformen  im  Nachfolgenden  zu  Grunde  liegt: 

a  :  6  :  c  =  1  :  0,6210  :  0,7622.*) 

*i  Fast  mit  demselben  Rechte,  mit  welchem  wir  das  Brachydoma  von  74^38' 
als  Poo  gewählt  haben,  um  das  VerhMItniss  der  Hauptaxe  zu  den  Diagonalen  der 
Basis  zu  bestimmen ,  könnten  wir  von  dem  gleichfalls  an  fast  allen  Krystallen  auf- 
tretenden Makrodoma  mit  einem  Winkel  von  102^  t6'  an  den  Enden  der  Hauptaxe 
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Die  relativen  Dimensionen,  in  welchen  die  verschiedenen  Schwer 
spathkrystalle  nach  den  Richtungen  der  drei  Axen  entwickelt  sind 
variiren  gar  sehr;  die  Individuen  erscheinen  bald  mehr  Säulen-,  bal 
mehr  plattenförmig.  Bei  den  säulenförmigen  Schwerspäthen  tritt  di 
Hauptaxe  niemals  als  Axe  der  Säule  auf,  während  bald  die  Makra 
bald  die  Brachydiagonale  als  solche  erscheint,  und  bei  den  plattet 
förmigen  Krystallen  zeigt  die  Hauptaxe  stets  die  geringste  Ausdel 
nung,  steht  also  auf  der  Ebene  der  Platten  senkrecht. 

Das  eben  angegebene  Verhalten  hängt  mit  dem  Umstände  zi 
sammen,  dass  die  Schwerspathkryslalle  wohl  niemals  mit  einem  End 
ihrer  Hauptaxe,  sondern  stets  mit  dem  einen  Ende  einer  der  beide 
anderen  Axen  (oder  vielleicht  auch  einer  zwischen  ihnen  liegende 
Richtung)  angewachsen  sind  und  von  hieraus  sich  weiter  entwicke 
haben. 

Die  Art  des  Anwachsens  ist  übrigens  für  die  gleichgestaltele 
Krystalle  desselben  Fundortes  eine  ziemlich  bestimmte.  So  erscheine 
mit  dem  einen  Ende  der  Brachydiagonale  aufgewachsen  die  Krystal 
aus  der  Auvergne,  von  Dufton,  von  Freiberg  u.  A.,  während  von  eine 
Endpunkte  der  Makrodiagonale  ihre  Entwickelung  begonnen  haben  d 
Krystalle  von  Przibram  (wenigstens  die  Mehrzahl) ,  Horzowitz,  Rü 
derroth,  Bräunsdorf,  Brand,  Marionborg  u.  A. 

Die  Rücksicht  auf  die  Art  der  Entwickelung  oder  dos  Wacli 
tluiius,  deren  Einfluss  auch  auf  die  (»loktrischen  Verhältnisse  spät 
als  sehr  inaassgebend  sich  herausstellen  wird,  ist  es  wohl  gewese 
welche  mehrere  Mineralogen  veranlasst  hat,  den  Schwcrspathkrystalh 
eine  andere  als  die  oben  von  mir  gewählte  Stellung  zu  geben, 
dass  einige  die  zuvor  als  Makrodiagonale,  andere  die  als  Brach; 
diagonale  bezeichnete  Axe  zur  verticalen  oder  Hau()taxe  genomme 
haben.  *) 


(das  nach  der  oben  getroflenon  Wahl  das  Zoichon  J  Poo  erhält,)  ausgehen  und  Hai 
selbe  als  Poo  auffassen;  es  würde  dies  zur  Annahme  einer  nur  halb  so  langen  Haup 
axe,  als  oben  angegeben,  führen ;   es  wäre  dann  a\h\c=^  \  :  1,2i08  :  1,5232. 

*)  Mit  den  elektrischen  Erscheinungen  würde  es  sich  sehr  gut  vertragen,  wci 
man  die  Schwerspathkryslalle  je  nach  der  Art  iiires  Wachsthums  auf  zwei  verschi 
dene  Weisen  stellte;  nur  dürfte  dann  die  Consec|uenz  erfordern,  für  die  Kr^sta 
jeder  der  beiden  Abtheilungen  eine  besondere  Giundgestalt  anzunehmen. 
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2.    Kry stallgestalten. 

An  den  Krystallen  des  Schwerspathes  sind  bis  jetzt  folgende 
Gestalten  beobachtet  worden: 

1)  Grundpyramide:  P. 

2)  Pyramiden  der  Hauptreihe:  ^P,  ^P,  ^P,  ^  P,  4^P,  |P. 

3)  Brachy diagonale  Pyramiden:  P2. 

i)  Makrodiagonale  Pyramiden:  P2,  fP2. 

5)  Hauptprisma:  ooP. 

6)  Brachydiagonale  verticale  Prismen:  ooPf,  oo?2,  oop3. 

7)  Makrodiagonale  verticale  Prismen:  ooPf,  ooP2,  ooP3,  ooP4. 

8)  Brachydiagonale  horizontale  Prismen  oder  Brachydomen:  ^Poo, 
it^oo,  Poo,  2Poo. 

9)  Makrodiagonale  horizontale  Prismen  oder  Makrodomen:   ^Poo* 
|Poo,  iPoo,  iPoo,  Poo,   fPoo. 

10)  Flächenpaar  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  OP. 

11)  Flächenpaar  senkrecht  gegen  die  Makrodiagonale  ool^oo. 
12;  Flächenpaar  senkrecht  gegen  die  Brachydiagonale  oo  P  oo. 

3.    Durchgänge. 

Ausser  den  oben  erwähnten  drei  vollkommenen  Durchgängen 
parallel  mit  OP  und  ooP  existirt  in  den  Schwerspathkrystallen  eine 
weniger  vollkommene  Spaltbarkeit  parallel  ooPoo,  die  jedoch  in 
einzelnen  Fällen  sehr  deutlich  ist;  in  noch  geringerem  Grade  tritt 
ein  Durchgang  parallel  oo  P  oo  auf. 

4.    Optische  Axen. 

Die  optischen  Axen  der  Schwerspathkrystalle  liegen  im  brachy- 
diagonalen  Hauptschnitte;  die  Brachydiagonale  ist  die  Axe  der 
grössten  Elasticität  und  mit  ihr  bilden  die  optischen  Axen  einen 
Winkel  von  ungefähr  38^ 

5.   Hemimorphismus. 

Bereits  in  meiner  letzten  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen 
Eigenschaften  des  Topases*)  habe  ich  erwähnt,  dass  beim  Schwer- 


*)  Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV.  S.  372. 
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spathe  ebenso  wie  beim  Topase  scheinbar  hemiraorphische  Bildunger 
vorkommen,  und  es  ist  eine  derartige  an  einem  Dufloner  Krystalk 
beobachtete  Gestaltung  vor  Kurzem  auch  schon  von  Reuss*)  be- 
schrieben worden. 

Der  von  Reuss  beobachtete,  etwa  drei  Zoll  lange,  lichtgraue 
säulenförmige  Krystall  war  parallel  der  Brachy diagonale  von  dei 
Flächen  OP  und  Poo,  sowie  auf  der  einen  Seite  von  einer  sehi 
unebenen ,  gleichsam  gekerbten  Fläche  oo  P  oo  begrenzt ;  auf  dei 
anderen  Seite  fehlte  die  entsprechende  Fläche.  An  dem  einen  Ende 
der  Brachydiagonale  trug  er,  sehr  unsymmetrisch  ausgebildet,  die 
Flächen  Poo  und  iPoo,  nebst  Flächen  von  ooP;  ausserdem  zeigten 
sich  auf  einer  Seite  noch  Spuren  der  Flächen  J-P.  Am  andern  Ende 
dagegen  wurde  die  Fläche  ooPoo,  sowie  die  Flächen  ooP,  ooPS 
und  ooP3  in  mehrfacher  oscillatorischer  Wiederholung  beobachtet. 

Mir  selbst  liegen  sieben  Krystalle,  drei  von  Dufton  und  viei 
aus  der  Auvergne  vor,  an  denen  das  eine  Ende  der  Brachydiagonale 
eine  andere  Bildung  zeigt,  als  das  gegenüberliegende.  Fünf  der- 
selben sind  auf  den  beifolgenden  Tafeln  abgebildet  worden. 

Der  erste  Krystall  von  Dufton  (Taf.  111.  Fig.  46  stellt  ihn  in 
halber  linearer  Grösse  dar)  von  mehr  weisslicher  als  graulichei 
Farbe,  7  Centimeter  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  messend, 
gleicht  sehr  dem  von  Reuss  beschriebenen.  Parallel  mit  der  Brachy- 
diagonale wird  er,  wie  jener,  von  den  Flächen  OP,  Pc»  und  einer 
gleichsam  gekerbten  Fläche  ooPoo,  die  ebenfalls  nur  auf  der  einen 
Seite  (in  der  Zeichnung  A  auf  der  rechten)  sich  zeigt,  begrenzt. 
An  dem  einen  Ende  der  Brachydiagonale  finden  sich  die  Flächen 
Poo,  ^Poo  und  iPoo  (letzlere  Gestalt  jedoch  nur  mit  einer  Fläche 
auf  der  oberen  Seite),  sowie  massig  grosse  Flächen  von  ooP,  die 
auch  in  der  Mitte  der  von  Poo  gebildeten  horizontalen  Kante  noch- 
mals einen  einspringenden  Winkel  bilden;  ^^)  dagegen  wird  das 
andere  Ende  vorzugsweise  von  den  etwas  mangelhaft  und  sehr 
ungleich**"^)   entwickelten  Flächen  oo  P  gebildet,   auf  denen   oscilla- 


^)    Silziingsberichto  der  Wiener  Akad.  Bd.  59  J  869  (Aprilhefl). 

•*)    Diese   Einkerbung   der   horizontalen    Kanle    kommt    hei  i\{^w   Duftoner  Kry- 
slallen  öfter  vor. 

***)    Die  eine  cier  Flachen  OO I*    an   <liesem    zweiten   Ende  der  Braehydiagonalo 
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lorisch  kleine  Flachen  von  ooP2  und  ooP3  sich  zeigen;  auch  erscheint 
an  diesem  zweiten  Ende  auf  den  vorspringenden  Leisten  wiederholt 
die  Fläche  ooPoo.  Während  das  erste  Ende  zu  einer  horizontalen 
Kante  zugescbärfl  ist,  läuft  das  zweite  in  eine  verticale  Kante  aus. 

Der  zweite  Krystall  von  Dufton  (Taf.  III.  Fig.  45   in  natürlicher 
Grösse  abgebildet)  gleicht  im  Allgemeinen  dem  vorhergehenden;  doch 
ist  er  kleiner,  seine  Ausdehnung  in  der  Brachydiagonale  beträgt  nur 
4   Centimeter.     An   dem    einen    zu  einer  horizontalen   Kante  zuge- 
schärften Ende  der  Brachydiagonale   liegen  die  Flächen  Pc»,   ^-Poo 
und  ooP;  jedoch  erscheint  von  Poo  nur  eine  Fläche  auf  der  in  der 
Projection  A  dargestellten  Seite,  und  besitzen  die  Flächen  ooP  sehr 
ungleiche    Grössen.     Das   andere   Ende   der   Brachydiagonale   endigt 
infolge  seiner  Begrenzung  durch  eine  grosse  und  eine  kleine  Fläche 
von  00  P,   auf  denen  wiederholt  sehr  kleine  Flächen  von  c»Pf  und 
oo  Poo  auftreten,   in  einer   verticalen  Kante.     Die   bei  dem  vorher- 
gehenden Krystalle  beschriebene   gekerbte   Fläche   ooPoo  zeigt  sich 
nur  auf  dem   der  grossen  Fläche  ooP  (am  zweiten  Ende)   benach- 
barten Theile  der  horizontalen  makrodiagonalen  Seitenkante. 

Der  dritte  Krystall  von  Dufton  (Taf.  III.  Fig.  47  in  halber  linearer 

Grösse  abgebildet)  misst  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  mehr 

als   8  Centimeter   und   ist  rauchgrau   von   Farbe.      Parallel   mit  der 

Brachydiagonale  wird  er  nur  von  den  Flächen  0  P  und  Poo  begrenzt. 

An  dem  einen  in  eine   horizontale  Schneide   auslaufenden  Ende  der 

•brachydiagonale   finden   sich   grosse  Flächen  von  ^Poo   nebst  einer 

"mangelhaft   gebildeten   Fläche   Poo;    femer   kleine  Flächen  ooP   und 

^^    verschiedenen  Stellen   noch   kleinere  Flächen  von  P  und  ooPoo. 

^^55  andere  Endc^  der  Brachydiagonale  erhält  durch  eine  grosse  Fläche 

<^^  P,  eine   massig  grosse  Fläche   4^ Poo   auf  der   oberen   Seite   und 

d**rch  eine  mangelhafte  Ausbildung  auf  der  unteren  Seite  mehr  die 

^^islalt  einer  Spitze;  es  finden  sich  an  ihm  ausserdem,  noch  Flächen 

^^n  |P,  P,  ooP2  und  ooPoo. 

Bei  den  Auvergner  Krystallen  zeigt  sich  die  verschiedene  Aus- 
*^''^lung  der  beiden  Enden  der  Brachydiagonale  gewöhnlich  darin, 
"^^ss,   während   das   eine  Ende   derselben  durch   die  Flächen    .]  Poo 


"^■'r^^Sit  nach  der  horizontalen  Richtung  in  grösster  Breite  36™",  die  andere  nur  8™", 
'"^^t  /war  liegt  die  grossere  Fläche  auf  der  Seite ,  wo  sich  die  gekerbte  Fläche 
^^  •^00  findet. 
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zu  einer  scharfen  Schneide  ausgebildet  ist,  am  anderen  Ende  ausser 
I^Poo  noch  die  Flächen  von  Poo  und  öfter  auch  die  Flttchen  ooP 
erscheinen ;  *)  dabei  sind  bisweilen  die  Flächen  des  zweiten  Endes 
w^nig  glänzend,  während  die  Flächen  4  Poo  am  ersten  Ende  starken 
Glanz  zeigen  (Taf.  IV.  Fig.  56  und  57).  Mitunter  treten  die  Flächen 
Poo  nicht  an  den  Enden  des  Krystalles,  sondern  an  den  Enden  der 
stellenweise  aufgelegten  Platten  auf  (Taf.  IV.  Fig.  55). 

Wollte  man  solche  Abweichungen  von  der  Symmetrie,  wie  die 
eben  beschriebenen,  als  eine  hemimorphische  Ausbildung  in  der 
Richtung  der  Brachydiagonale  auffassen,  so  würde  man  beim  Schwer- 
spathe  auch  einen  Hemimorphismus  nach  der  Hauptaxe  und  nach  der 
Makrodiagonale  annehmen  müssen;  denn  es  kommen  öfter  die  Flächen 
Poo,  ebenso  die  FläoJhen  stumpferer  Makrodomen  und  verschiedener 
Pyramiden  in  Bezug  auf  die  Hauptaxe  nur  auf  einer  Seite  vor,  und 
ein  Gleiches  gilt  von  der  Fläche  oo^oo  und  den  Flächen  mehrerer 
Pyramiden  in  Bezug  auf  die  Makrodiagonale. 

Ich  kann  hier  nur  wiederholen,  was  ich  bereits  in  meiner  Ab- 
handlung über  den  Topas  ^^)  ausgesprochen  habe,  dass  die  beschrie- 
benen Bildungen  in  keiner  Weise  auf  einen  wahren  Hemimorphismus, 
wie  wir  solchen  beim  Turmalin,  Kieselzinkerz  u.  s.  w.  finden,  hin- 
weisen, sondern  zufälligen  störenden  Einflüssen  ihre  Entstehung  ver- 
danken. Es  stehen  die^e  Unsymmetrien  mit  dem  elektrischen  Ver- 
hallen d(*r  Krystalle  in  Beziehung, '^^^)  bedingen  aber  nicht  absolut, 
wie  der  wahre  Hemimorphismus  beim  Turmalin  und  Kieselzink^r, 
eine  entgegengesetzte  Polarität  an  den  verschieden  gestalteten  Enden. 

6.    Beschaffenheit  der  FlHchen. 

Ueber  den  Glanz  der  Flächen  lassen  sich  keine  allgemeinen 
Bestimmungen  geben;  er  ist  bei  den  verschiedenen  Krystallen  sehr 
verschieden. 

Bei   den    Duftoner   Krystallen    erscheinen   die   Flächen  P  oo   ge- 


*)    ücbrif^ens  gibt  es  auch  Krystalle,  bei  welchen  die  Flächen  Poo  an  beide 
Enden  der  Brachydiagonale  sich  finden. 

♦*)    Diese  iU)handliingen  Bd.  XIV.  S.  37t  IT. 
***)   So  ist  z.  B.  an  den  beiden  Auvergner  Krystallen  (Nr.  56  und   57)    das 
den    Flächen   ^  P  oo   und    P  oo   versehene    Ende   der    Brachydiagonale   bcträchf 
schwächer  negativ  elektrisch  als  das  andere,  welches  nur  die  Flächen  ^Poo  trägt 
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wülinlicli  horizontal  gestreift  und  matt.  Die  Flächen  Poo  und  ooPoo 
bestehen  öfl^r  aus  blossen  Spitzen  oder  Kanten,  und  diese  Bildung 
Idsst  auch  die  Flächen  ooP  matt  und  seidenglänzend  erscheinen. 

Die  Flächen  der  Auvergner  Kiystalle  sind  meistens  nicht  voll- 
kommen eben,  sondern  zeigen  stellenweise  mehr  oder  weniger  aus- 
gedehnte und  dicke  aufgelegte  Platten;  sehr  häufig  besitzt  das  freie 
Ende  der  Brachydiagonale  eine  solche  Auflagerung,  in  welcher  es 
gleichsam  wie  in  einem  Schuhe  steckt. 

Bisweilen  erscheinen  einzelne  Krystallflächen  gekrUmmt,  wie 
z.  B.  bei  manchen  Horzowitzer  Schwerspäthen. 


II.  Thermeelektrisches  Verhalten  der  Schwerspathkrystalle. 

Um  die  MittheiUmg  der  Resultate  meiner  Untersuchungen  über 
die  tbermoelektrischen  Eigenschaften  des  Schwerspathes  möglichst 
kurz  und  übersichtlich  zu  gestalten,  werde  ich,  so  viel  irgend  thun- 
lich,  wie  dies  auch  früher  in  den  analogen  Fällen  beim  Bergkrystalle 
und  beim  Topase  geschehen  ist,  die  bildliche  Darstellung  zu  Hülfe 
Dehmen,  und  daher. alle  Einzelheiten,  welche  sich  durch  die  Zeich- 

» 

Qung  darstellen  und  aus  dieser  auch  wieder  durch  blosse  Anschauung 
entDehmen  lassen,  im  Texte  nicht  besonders  erwähnen. 

Die  Krystalle  des  Schwerspathes  sind  auf  den  beifolgenden  vier 

Tafeln  entweder  in   ihren  Verticalprojectionen  (also  von  der  oberen 

und  von  der  unteren  Seite  gesehen)  oder  in  ihren  Netzen ,   oder  in 

beiden  Weisen,  oder  auch  einige  Theile  in  der  einen,  und  die  übrigen 

in  der  anderen  Weise   abgebildet   worden,   und  die  Beifügung  der 

krystailographischen  Zeichen^)  einzelner  Flächen  wird  in  Fällen,  wo 

ssolches  etwa  nöthig  sein  sollte,  leicht  die  nöthige  Orientirung  geben. 

Za  einer  solchen   sollen  auch   die   über  die  einzelnen  Abbildungen 

gesetzten  Buchstaben  A  bis  E  dienen.     Es  bezeichnen  die   beiden 

Buchstaben  A   und   h  stets  die  beiden  Verticalprojectionen   (A  von 

der  oberen ,   B  von  der  unteren  Seite  gesehen) ;  C  bezeichnet  ein 

voUständiges  Netz    des   Krystalles;    D  ist    ein   Stück    eines    solchen 


*)  Ist  eine  Fläche  ooP  keine  natürliche  Krystall fläche ,  sondern  nur  ein  mit 
ooP  paralleler  Durchgang,  so  habe  ich  das  Zeichen  ooP  in  eine  Klammer  einge- 
schlossen,   [ooP]. 
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Netzes,  niimlich  das  Netz  der  an  den  finden  der  MakrodiagonaU 
gelegenen  Flächen  c»P,  und  E  die  Abbildung  der  an  dem  einen 
Ende  häußg  vorhandenen  mehr  oder  weniger  regehuässigen  Brucb- 
tläche.  Um  in  dem  Falle,  wo  nur  die  Projectionen  A  und  B  abge- 
bildet sind,  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  verlicalen  iSeiten- 
flächen  darstellen  zu  können,  sind  diese  verticalen  Seitenflächen 
öfter  neben  die  Projection  A  gezeichnet  worden,  und  es  müssen  die 
gezeichneten  Flächen  ooP  als  um  ihre  mit  der  oberen  Fläche  OP 
gebildete  Kante  nach  aufwärts  gedreht  gedacht  werden.  In  diesen 
Zeichnungen  ist  die  Art  der  elektrischen  Polarität  durch  Farben  und 
gewöhnlich  auch  ihre  Stärke  durch  Zahlen"^)  dargestellt  worden;  die 
röthliche  Farbe  bezeichnet  die  positiven,  die  grünliche  die  negativen 
Zonen. 

Um  die  einzelnen  Flächen  des  verticalen  Prismas  ooP  bezeichnen 
zu  können,  soll  im  Texte  die  Bezeichnung  derselben  durch  HinzufUgung 
der  Zahlen  1  bis  4  zu  dem  krystallographischen  Zeichen  und  zwar 
in  der  folgenden  Weise  geschehen.  Denken  wir  den  Krystall  vor 
uns  aufgestellt,  mit  seiner  Hauptaxe  vertical  und  mit  seiner  Brachy- 
diagonale  auf  uns  zu  gerichtet,  so  mögen  die  Zahlen  in  nach- 
stehender Reihenfolge  gewählt  werden:  ooP,  1  für  die  Fläche  rechts 
vorn,  ooP  2  rechts  hinten,  cx)P,  3  links  hinten  und  ooP  4  links  vom. 

Derselbe  Uebclstand,  welcher  den  früheren  Beobachtungen  über 
die  (hermoelektrischen  Erscheinungen  am  Bergkrystaile  und  am  Topase 
heuunend  entgegentrat,  nämlich  der  Mangel  an  möglichst  vollkoin- 
mcMien,  ringsum  ausgebildeten  Krystallen,  macht  sich  \wi  den  Unter- 
suchungen über  die  analogen  Vorgänge  luum  Schwerspathe  in  noch 
stärkerem  Grade  fühlbar.  Es  ist  einem  Einzelnen  selbst  bei  jahrelangem 
Sanunelu  nicht  möglich,  ein  nur  (Mnigermassen  vollständiges  Material 
zu  erlangen;  um  so  mehr  fühle  ich  mich  ver[)flichtet ,  denjenigen 
Herren,  welche  bedeutenden  mineralogischen  Sanunlungen  vorstehen 
und  mich  durch  Leihung  i^eeigneter  Krystalle  in  zuNorkonunendster 
W(MS(»  unl(Mstützt  haben,  meinen  (lollegen  Herrn  Geheimen  Bergralli 
Naumann    und    Herrn    Professor    Zirkel,    sowie    Herrn    Geheimen 


*)  Die  oli^ktrisclie  Spannung;  ist  stets  ait  sohr  violcMi  Pinikton  (fic^'on  luiiulor\ 
und  darüber)  der  Obernäclie  eines  Krvstalles  i»einessen  worden:  in  die  Zeieluuiniioi • 
sind  aber  nur  soviel  Zahlen  einfreselirieben.  als  zu  einer  allj^enieinen  Darlegunii  «1<>t 
Inlensitätsverliältnisse  notli\v(Midi^  schien. 
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Regierungsralh  G.  Rose  in  Berlin,  Herrn  Professor  Ritter  v.  Zepha- 

rofich  in  Prag,   Herrn  Professor  Girard  rn  Halle,   Herrn  Professor 

Sandberger   in  WUrzburg,    Herrn  Professor  Weisbach    und  Herrn 

Akademie-Inspecü)r  Stelz ner  in  Freiberg  (gegenwärtig  Professor  in 

Cordova)  meinen  verbindlichsten  Dank  auszusprechen. 

Im  Eingange  dieser  Al^l^^^dlung  habe  ich  bereits  den  Einfluss 
des  Wachsthums  und  der  Krvstallform  auf  das  elektrische  Verhalten  der 
SchwerspathkrystaUe  angedeutet.  Um  nun  jenen  Einfluss  möglichst 
klar  hervortreten  zu  lassen,  werde  ich  im  Nachfolgenden  als  Haupt- 
eintheilungsprincip  die  Art  des  Wachsens  der  Schwerspathkryslalle 
wühlen ;  in  den  so  gebildeten  beiden  Hauptabtheilungen  erfolg!  die 
\\  cilere  Gruppirung  nach  den  Kryslallformen,  und  in  diesen  Gruppen 
erst  sind  die;  gleichgestalteten  Krystalle  desselben  Fundortes  zusam- 
iiiongestellt.  Nur  in  einem  Falle  habe  ich  zur  besseren  Darstellung 
gewisser  Uebergänge  im  elektrischen  Verhalten  Krystalle  eines  und 
dt^sselben  Fundortes  in  die  zweite  Hauptabtheilung  gestellt,  obschon 
di'cVi  derselben  Nr.  34,  35  und  36  wegen  ihrer  Bildung  und  ihres  elek- 
lris(;hen  Verhaltens  der  ersten  hiUten  zugewiesen  werden  müssen. 

A.   Erste  AbtheHung. 

Das  Wachsthum  der  Krystalle  die.ser  ersten  Abtheilung  hat  im 
•allgemeinen  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  statt  gefunden.  Die 
'^■"v.slalle  stellen  fast  stets  in  der  Richtung  der  .>fakrodiagonale  mehr 
<)fli>i'  weniger  verlängerte  SiUilen  dar;  ihre  Bildung  ist  gewöhnlieh 
^oii  dem  einen  Ende  der  genannten  Diagonale  aus  erfolgt,  seltener 
'*Ht  sie  von  einem  in  der  Mitte  des  Krystalles  liegenden  Ansatzpunkte 
'*^'<^^li  nach  beiden  Seiten  hin  erstreckt. 

Wir  können  die  Krystalle  dieser  Abtheilung  aber  weiter  in  drei 
^' »kippen  trennen:  1)  in  solche,  bei  denen  die  Flächen  J  Poo  an 
^'^>rj  Enden  der  Brachydiagonale,  und  die  Flüchen  ooP  an  den  Enden 
J^*i-  Makrodiagonale  zum  Durchschnitt  konnnen;  2)  in  solche,  bei 
^'^^ticn  wohl  die  Flüchen  ooP  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  zum 
'^Urdischnitt  kommen,  dagegen  nicht  mehr  die  Flüchen  jPoo  an  den 
''-^^den  der  Brachydiagonale,  wo  entweder  auch  die  Flüchen  ooP 
^^^li  schneiden,  oder  eine  Abstumpfung  durch  ooPoo  eintritt;  und 
**/  in  solche,  bei  denen  wie  in  der  ersten  Gruppe  die  Flüchen  I^Poo 
''^'«T  Poo  an  den  Enden  der  Brac^hvdiagonaU»,  dage£j;en  an  den  Enden 
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der  Makrodiagonale  anstatt  ooP  die  Flächen  Poo  zimi  Durchschnitt 
gelangen.  In  der  ersten  Gruppe  finden  wir  also  an  den  Enden  der 
Brachydiagonale  horizontale,  und  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
verticale  Kanten;  in  der  zweiten  Gruppe  liegen  an  den  Endpunkten 
beider  Diagonalen  verticale,  und  in  der  dritten  an  den  Endpunkten 
beider  Diagonalen  horizontale  Kanten. 

a.    Erste  Grappe,    mit   horisontalen  Kanten    an   den  Enden    der  Braehy- 
diagonale^  und  mit  verticalen  Spanten  an  den  Enden  der  Makrodiagonale. 

Die  hauptsächlichen  Begrenzungsflächen  fllr  die  Krystalle  dieser 
ersten  Gruppe  liefern  die  Gestalten  i^Poo,  OP  und  ooP.  Die  Flächen 
i^Poo  schneiden  sich  auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  stets  in 
einer  horizontalen,  und  die  Flächen  ooP  auf  der  rechten  und  linken 
Seite  in  einer  verticalen  Kante.  Je  nach  der  Grösse  der  Flächen 
0  P  erscheinen  die  Säulen  als  mehr  oder  weniger  plattgedrückte 
Tafeln.  Oefter  treten  zu  den  genannten  Gestalten  noch  untergeordnet 
hinzu  die  Flächen  P  oo ,  bisweilen  auch  P  und  oo  P  oo. 

Häufig  laufen  die  Krystalle  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
in  mehrere  verticale  Schneiden  aus,  so  dass  der  gesammte  KrystaH 
sich  als  ein  Aggregat  von  [)arallel  neben  einander  liegenden  in  der 
Richtuni^  der  genannten  Diagonale  verlängerten  Säulen  darstellt. 

Grösse,  Farbe  und  Durchsichtigkeit  der  Krystalle  dieser  Abthei- 
lung ist  namentlich  nach  den  verschiedenen  Fundorten  sehr  ver- 
schieden. 

Die  elektrische  Erregung  ist  gewöhnlich  stark,  in  einzelnen 
Fällen  sogar  beträchtlich. 

Es  wird  die  Darstellung  der  Resultate  der  Beobachtungen 
wesentlich  abkürzen  und  die  Uebersicht  sehr  erleichtern,  wenn  ich 
das  Gesetz  der  Vertheilung  und  die  durch  Verletzungen  oder  unvoll- 
kommene Bildungen  in  denselben  hei'vorgerufenen  ModiUcationen 
zuvor  im  Aligemeinen  angebe,  ehe  ich  auf  die  Beschreibung  der  ein- 
zelnen Krystalle  eingehe. 

Da  die  elektrischen  Erscheinungen  beim  Erwärmen  die  umä:e- 
kehrten  von  den  beim  Erkalten  auttretenden  sind,  so  werde  ich  zur 
Vereinfachung  der  iMiltheihmg,  ebenso  wie  in  den  früheren,  analoge 
Vorgänge  darstellenden  Abhandlungen  nur  di(^  wähnMul  des  Erkaltens 
beobachleten   Polaritäten  namhaft  machen. 
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Bei  vollsUlndigen  Krystallen  (Nr.  I,  2,  3  und  4}  sind  die  Mitten 
der  beiden  Flachen  0  P  in  grösserer  oder  geringerer  Ausdehnung 
fmtif'y  nach  den  Enden  der  Makrodiagonale  hin  geht  aber  auf 
diesen  Flachen  die  positive  Spannung  in  die  negative  über,  welche 
lelztere  sich  über  die  daselbst  von  den  Flächen  ooP  gebildete  ver- 
ticale  Kante,  sowie  über  die  diesen  Kanten  benachbarten  Theile  der 
Flächen  c»P  fortsetzt.  Der  übrige  grössere  Theil  der  Flächen  ooP 
erscheint  positiv,  und  es  breitet  sich  diese  positive  Elektricität  bis- 
weilen  auch  über  die  anliegenden  Theile  der  Flächen  ^Poo  und  der 
von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kanten  aus.  Die  Flächen  f  Poo 
sammi  den  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kanten  sind  negativ, 
jedoch  greift,  wie  eben  erwähnt,  bisweilen  die  positive  Spannung 
von  den  Flächen  oo  P  auf  die  angrenzenden  Theile  der  Flächen 
|Poo  über. 

Legen  wir  einen  Hauptschnitt  durch  die  Hauptaxe  und  die 
Brachydiagonale ,  so  wechseln  den  vorstehenden  Angaben  gemäss  in 
ihm  die  Elektricitäten  vier  Mal;  an  den  Enden  der  Hauptaxe  finden 
wir  positive  und  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  negative  Pola- 
rität. Dasselbe  gilt  von  einem  durch  die  Hauptaxe  und  die  Makro- 
diagonale gehenden  Hauptschnitte.  In  einem  durch  den  Mittelpunkt 
des  Krystalles  parallel  mit  der  Basis  geführten  Hauptschnitte  dagegen 
treffen  wir  auf  einen  achtfachen  Wechsel  der  Elektricitäten :  während 
die  Kanten  an  den  Enden  der  Brachy-  und  ebenso  der  Makrodia- 
gonale  negativ  sind,  zeigen  die  zwischen  ilmen  liegenden  Flächen 
00  P  positive  Spannung. 

Durch  Anwachsen  und  Verletzung  entstehen  nun  in  der  eben 
angegebenen  Yertheilung  der  elektrischen  Polaritäten  gewisse  Aen- 
derangen. 

Wird  ein  vollständiger  Krystall  in  einer  gegen  die  Makrodiago- 
nale  senkrechten  Ebene,  welche,  um  von  einem  bestimmten  Falle 
auszugehen,  etwa  um  Va  der  Länge  dieser  Diagonale  von  dem  einen, 
und  um  Vs  von  dem  anderen  Ende  derselben  absteht,  durchge- 
brochen: so  zeigt  das  kleinere  Stück  (vcrgl.  den  Krystall  Nr.  8) 
auf  seinen  beiden  Flächen  OP  nur  negative  Elektricität,  die  vom 
ausgebildeten  Ende  gegen  das  verbrochene  hin  an  Stiirke  abnimmt, 
während  das  grössere  Stück  (vergl.  die  Krystalle  Nr.  5  und  6)  auf  dem 
an  dem  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  gelegenen  Theile  der 
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^   däi(j^*gen   weit^^rhin,    in   der   früheren 

^^.^«^  ,-»ft*tini  sk'h  selbstverstünüiich  auch  Krystallbruchs 

««•ni?^    1«  ^m  .^*Mett  Kode  der  Makrodiagonale  angewachsen  gc 

,g^    jiiir    ^iicf *>«*A-heu  worden   sind;   die  KrystatUe   Nr.  5,  6 

^^^    ^ *««*<**    >uk*he   Bruchstücke    dar.      Infolge   des   Zerbrei 

.^lA-^"*   «w^^*^  scIkw  infolge  des  Anwachsens,  scheint  eine  gr 

.i«s:N«^Wi««4^  ^ler  jHisitiven  Elektricitüt  von  den  Flächen  ooP  üb 

<^-#^**  .  •^.v  uihI  die  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kantei 

«««if^-^t      besilien   diese    Kanten";  nur    eine    geringe   Länge    (^ 

<i    v*iBt*«  ^*  ^'•**'^  '"  'h**^''  ganzen  Erstieckung   positiv,  jedoc 

A'«**  .luti^lnkMen  Ende  nach  dem  verbrochenen  hin  in  abnehn 

>^«Kvv    isl  ihiv  Lunge   grösser  (Nr.  5  und  6),    so  trilt  die  ne 

f^^uitUU  in  der  Nahe  des  verbrochenen  Endes  noch  hervor.    Ai 

MikIkhi  i  I*oo  nimmt  im  Einklänge  nut  dem  Vorstehenden  die 

iMvHiHi^  der   positiven  Spannung  Non  dem  ausgebildeten  Ende 

A^»  xerbnu^henen  hin,  ab. 

NVenlen  an  den  Endim  der  Makrodiagonale  die  mit  ooP  pan 
miivh>i;Unge  angeschlagen,  so  dass  daselbst  eine  von  ihnen  gel 
\orhraU*   Kanti»    entsteht,    so    sind    (li(»se  Durclii^iingsfliichen   je 
den  InisllindcMi  eiiUvediM*  in  ihrcM-  i!;cnizen  Ausdelinunü;  positiv  (Ni 
vnler    es    tritt    ausserdem    auf  der    xon   ihnen  ü;ebildeten   Kante 
don  angrenz(Mi(len  Theilen  der  Flüchen  ooP  noch  eine  schmale 
live  Zone*,  wie  im  vollständigen  Krystallcs  auf    Nr.  6'.     Ist  da> 
\\\\i\r  (l(M*  Makiodiagonah»  durch  eine  gei^(»n  dieselbe  nahe  senki 
Fluche    verbrochen ,    so    zeigt    dies(»    Ihuchtlriche    entweder    in 
ganzen  Ausdehnung  positive  Spannung    Nr.  8)   oder  es  erscheint 
p(»sitive  Elektricitiit  nur  auf  dem  mittleren  grösseren  Theile,  wli 
kli^inere  an  die  von   J  Poo  gel)ild(»len  horizontaliMi  Kanten  gren 
Stücke,  entsprechend  dei*  Polarit^il  dieser  KaiUen,  sich  negati\   > 
^Nr.  5,  7,   12  und   14). 

Hetrüchtliche  Verletzungen,   und  ebenso  mangelhafte  Ausbi 
(»incM*    von    den    Flüchen   J  Poo   gebildeten   horizontalen    Kante 


*)  l>ie  Ausilehnung  «lor  iiot;ati\on  uml  Jcm*  posiliMMi  Zonen  liäni»l .  ol)on 
Ihm  NoIlstiindijiiMi  KrvstaIhMi.  von  Moditk'ationtMi  in  iltM-  Bilduni^sweise  ab,  ilie  ^ 
|i»l/.t  noch  (lor  Hcohaclilun^  tMilzirluMi. 
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daselbst  (Nr.  2  und  11)    anstatt  der  negativen   die   positive  Elektri- 

citäl  hervortreten. 

Den  Einfluss  der  Verletzungen  der  Flächen  0  P,  sowie  das  Ver- 

balteo  der  Durchgangsflächen  0  P  habe  ich  wegen  Mangel  an  geeigneten 
Krystallen  nur  unvoUkommon  ermitteln  können.  Bei  einem  durch- 
sichtigen Krystalle  von  Przibram  (Nr.  11),  der  sich  durch  seine  starken 
elektrischen  Spannungen  auszeichnete,  zeigten  die  durch  die  Mitte  des- 
selben gehenden  Durchgangsflächen  OP  (Fig.  11  Fund  G)  positive  Elek- 
Iricität,  und  zwar  in  abnehmender  Intensität  vom  verbrochenen  zum 
ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  hin,  so  dass  an  diesem  letz- 
teren Ende  selbst  bereits  eine  schwache  negative  Polarität  auftrat.  Bei 
einem  andern  Krystallbruchstücke  von  Brand  bei  Freiberg  (Nr.  15) 
zeigten  die  ebenfalls  durch  die  Mitte  gehenden  Durchgangsflächen  OP 
nur  am  verbrochenen  Ende  der  Makrodiagonale  etwas  mehr  oder 
weniger  ausgedehnte  positive  Stellen,  während  der  grOsste  Theil  ihrer 
Fbche  negativ  war,  und  zwar  abnehmend  gegen  das  ausgebildete 
Ende  der  Makrodiagonale  hin. 

a)  Krystalle  von  Przibram  in  Böhmen. 

Krystall  Nr.  1. 

Der  Krystall  Nr.  1 ,  welchen  ich  ebenso  wie  die  beiden  nächst- 
folgenden der  Güte  des  Herrn  v.  Zepharovich  verdanke,  ist  Fig.  1 
A  und  B  in  zwei  Projectionen  in  natürlicher  Grösse  und  Fjg.  1  C 
in  seinem  Netze  in  zweifach  linearer  Vergrösserung  abgebildet  wor- 
den. *)  Bei  den  Projectionen  ist  die  Hauptaxe  gegen  die  Ebene  des 
Papieres  senkrecht  gestellt,  und  die  Zeichnungen  A  und  B  gehören 
so  zu  einander,  dass,  wenn  wir  den  Krystall  zuerst  in  der  Lage  A 
nehmen,  die  Lage  B  durch  eine  Umdrehung  von  180"  um  eine  mit 
der  Brachydiagonale  parallele  und  durch  das  rechte  Ende  der  Makro- 
diagonale gelegte  Axe  erhalten  wird.**) 

Die  Begrenzungen  des  Krystalles  Nr.  1   bilden  vorzugsweise  die 
flächen  oo  P,  0  P  und  i  P  oo ;  femer  finden  sich  einzelne  Flächen  von 


*)  Das  Zeichen  ^  auf  den  Figurentafeln  bedeutet,  dass  die  Abbildung  den  Kry- 
staW  in  natürlicher  Grösse  darMellt ;  |-  zeigt  eine  doppelt  lineare  Vergrösserung,  ^  eine 
auf  die  Hälfte  (linear)  und  \  eine  auf  ein  Viertel  (linear)  reducirte  Grösse  an. 

**)   Die  obigen  Bemerkungen  gelten  auch  von  den  Zeichnungen  der  folgenden 
KnstaUe. 

Abhandl.  d.  K.  8.  GeMllscb.  d.  Wissensch.  XY.  SO 
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;<afc  x^-:«:-      Dw  Krystall    ist   vollkommen   farblos,  durch- 
u«^   -«ntf^ttoi   ziemlich   vollständig   ausgebildet,    jedoch  mit 
;.»«e^  Iheiles  der   unteren  Fläche  OP.     Auf  der  rechlen 
«fr   >tcli    in    zwei    grössere   Individuen^)    mit  verticaleD 
><^:«toi«ak!«  JMtf  «od  an  dem  vorderen  Individuum  ist  die  rechte  Hälfte 
^\»««^  -jiftck  «J^^^n  geknickt. 

^:ikcv«d  am  rechten  Ende  des  Krystalles  in  Fig.  1  A  **)  jedes 
^^  m«iIm  ^erwachsenen  Individuen  in  eine  ziemlich  lange  verticale 
VHHV  ^Misfelttft,  an  denen  sich  keine  oder  nur  geringe  Spuren  tod 
>>c  Miien.  erscheinen  diese  Flächen  Poo  am  linken  Ende,  und 
:iiMtte«illii'h  auf  der  unteren  Seite  grösser,'  so  dass  dieses  Unke  Ende 
:äs$i  als  eine  Spitze  sich  darstellt. 

l>io  positiv  elektrische  Spannung  ist  auf  der  oberen  Fläche  OP 
sldrltM*  und  weiter  verbreitet  als  auf  der  unteren;  denn  während 
;iiir  der  oberen  Seite  die  positive  Zone  quer  über  die  ganze  Fläche 
0  P  hinweggeht,  ist  sie  auf  der  unteren  auf  die  Mitte  der  Fläche  OP 
iH'schränkt,  so  dass  die  nach  den  Flächen  I^Poo  bin  gelegenei 
Ränder  neben  dieser  Mitte  negativ  sind. 

Auf  den  Flächen  ooP  nimmt  die  positive  Elektricität  von  den 
ni*ii:aliven  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  gelegenen  verticalen 
Kanten  nach  den  von  den  Fiächc^n  i  P  oo  gebildeten  horizontalen 
Kanten  hin  zu,  und  greift  zum  Theil  etwas  auf  diese  Flächen  und 
Kanton  über. 

Die  hintere  horizontale,  von  4  Poo  gebildete  Kante  ergiebt  sich 
bei  s|)ecicller  Prüfung,  d.  h.  wenn  sie  allein  aus  dem  Kupferfeiliohl 
herausragt,  in  ihrer  ganzen  Länge  negativ,  die  vordere  dagegen  ist 
zwar  auch  in  dem  grössten  Theile  ihrer  Länge  negativ,  zeigt  jedoch 
am  hnken  Ende  bereits  positive  Spannung. 

Krystall   Nr.  2. 
Fig.  2  A  und  li  st(»ll(»n  die  Projectionon  des  Krystalles  in  natür- 
li(*her,  Fig.  2(i  das  Netz  in  dopp(»ll   linearer  VergrOsserung  dar. 

Der  Krvstall  iNr.  i  wird  vo»i  denselben  Flächen  begrenzt,  wie  der 


*)   Ausser  den  beiden  grosseren  lassen  sich  durch  ihre  Endiguogen  noch  meh- 
rere kleinere  Indi\iduen  erkennen. 

*')    Die  Benennungen   rechts  und  links  beziehen  sich  stets  auf  die  mit   A  be- 
zeichnete Projection. 
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vorhergehende  und  ist  ebenfalls  vollkonnnen  farblos  und  durchsichtig. 
Er  ist  vollständig  ausgebildet,  mit  Ausnahme  der  hinteren  links 
gelegenen  Theile  der  Flächen  J^Poo.  Die  beiden  Enden  der  Makro- 
diagonale sind  in  völlig  gleicher  Weise  zu  verticalen  Schneiden  ent- 
wickelt. 

Infolge  der  zuvor  bezeichneten  Verletzung  und  unvollkommenen 
Ausbildung  der  hinteren  horizontalen  Kante  ist  dort  die  negative 
Polarität  fast  vollständig  durch  die  positive  verdrängt  worden.  Mit 
diesem  Umstände  hängt  auch  die  unsymmetrische  Lage  der  positiven 
Zone  auf  der  oberen  Fläche  OP  zusammen.  Während  die  hintere 
horizontale  verbrochene  Kante  überall  positiv  ist,  zeigt  die  vordere 
gut  ausgebildete  nur  auf  einer  kurzen  Streckt  der  rechten  Seite 
positive,  dagegen  in  dem  übrigen  Theile  negative  Elektricität.  Auf 
den  vorderen  Flächen  4^Poo  nimmt  nach  specieller  Untersuchung  die 
oegative  Spannung  nach  der  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kante 
hin  ab. 

Krystall  Nr.  3. 
Fig.  3  A  und  B  stellen  die  Projectionen  in  natürlicher,  Fig.  3  C 
das  Netz  in  doppelt  linearer  Vergrösserung  dar.  Der  Krystall  zeigt 
dieselben  Flächen  wie  die  beiden  vorhergehenden;  doch  ist  er  in 
seiner  Masse  weniger  rein  und  in  der  linken  Hälfte  auf  der  hintern 
Seite  nur  sehr  mangelhaft  ausgebildet.  Letzterer  Umstand  verhindert 
das  Auftreten  der  negativen  Polarität  am  linken  Ende  der  Makro- 
diagonale. 

Krystall  Nr.  4. 
Fig.  4  C  stellt  das  Netz  dieses  Krystalles  in  doppelt  Hnearer 
Vergrösserung  dar.  Derselbe  wird  von  denselben  Flächen  begrenzt, 
^€  die  vorhergehenden,  und  gleicht  den  beiden  ersten  an  Farb- 
losigkeii  und  Durchsichtigkeit.  Er  ist  ungefähr  in  der  Mitte  von 
öiuem  anderen  kleineren  Krystalle  durchwachsen  und  trägt  auf  der 
Wnteren  Seite  noch  mehrere  sehr  kleine  Krystallgruppen.  Infolge 
dieser  Verwachsungen  kann  die  positive  Zone  auf  der  oberen  Fläche 
^^  nicht  beobachtet  werden,  dagegen  herrscht  auf  den  Flächen  4^Poo 
d^r  hinteren  Seite  die  positive  Polarität  vor,  und  auch  die  von  diesen 
'''ächen  gebildete  Kante  erscheint,  soweit  sie  sich  beobachten  lässt, 
positiv. 
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\  _  ,  -.«MBtt  Jfc  Projectionen  d^^  ^^^ y^^ 

^t^ß&d  dar.  Der  Kry stall 


IM  .^willen  und  E  die  ^^ 


>^ 


,im  ^  PMihinntinn  der  Gestalten  0 

der  Makrodiagonale  ersc'' 
Individuen   zusaininenges^^^^^^^   .     ^ 
,  .«jtt  <«ie<r  unebenen  auf  der  Makrodiagol^^^j^.<X  ^     •'''/* 
^jiLHüitT  fcwrhflache  E  begrenzt,   an   welche     ^ ^^^^^    / 
S^lKf  ^i«^  kleine  Durchgangsfläche  c»P   ms^" ^//^'^^^heh 
ist  unrein  und  zum  Theil  rissig;  di^>     ^/^^^  ^^''' 
^^^-IH^'T*    und    gelbliche   Färbung  nehmen   nacli    ^ 
^^Mmim  K»de  hin  zu. 

Krystall  Nr.  6.  ß 

f Lg  g  .4  und  B  stellen  die  Projectionen  des  Krystalles  N^' 
B  Jtus  NHx  der  Flächen  ooP  am  rechten,  E  d^s  Netz  der  Dur(?". 
^tMcsftk'hen  am  linken  Ende  in  natürlicher  Grösse  dar.  Der  Krysi^' 
'^«sct  dit'^^^lb^i)  Gestalten  wie  der  vorhergehende.  Am  linken  Ende^ 
itiK  wolrhem  er  aufgewachsen  gewesen,  wird  er  gegenwärtig  \on 
'wei»  mil  ooP  parallelen  Durciigangsflächen  begrenzt.  Nach  diesem 
hnliMi  Kmle  hin  wird  die  Durchsichligkeit  geringer  und  tritt  eine 
Ol  was  gelbliche  Färbung  ein. 

Krystall  Nr.  7. 

Der  tiem  Prager  i\fuseum  gehörige  und  Fig.  7  in  natürlicher 
Grösse  dargestellte  Krystall  zeigt  eine  Combination  von  OP,  |Poo 
und  cyP;  ^*''  '^^  '^"'*  ^'"  rechten  Ende  der  iVlakrodiagonale  ausge- 
bildet: an  dcMU  linken  Ende  hat  er  angesessen,  und  ist  in  einer  mit 
dorn  \  orderen  linken  Durchgange  oo  P  (also  mit  ooP^4)  parallelen 
Fläche  al)gebrorhen  worden;  jedoch  zeigt  er  am  linken  Ende  der 
bintertMi  vcm  den  Flächen  J  Poo  gebildeten  Kante  bereits  ein  sehr 
kU'ines  Stü<»k  der  Krjstalllläche  oo  P^  3.  Während  die  rechte  Hälfte 
ih's  Kr>^ Stalles  vollkommen  farblos  und  durchsichtig  ist,  beginnt  die 
linke  Hälftig  von  der  Mitte  aus  trüber  zu  werden,  und  bleibt  in  der 
Nähe  der  Durchgangsfläche  [ooP  i]  kaum  durchscheinend.  Am  vor- 
deren und  hinteren  Rande  der  letztgenannten  Durchgangsfläche  zeigt 
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sich  aegative  Polarität,  während  der  mittlere  Theil  positiv  ist.'  Auf 
den  Flächen  0  P  nimmt  die  negative  Elektricität  von  rechts  nach 
links  (auf  die  Projection  A  bezogen)  sehr  beträchtlich  ab. 

Krystall  Nr.  8. 

Gleich  dem  Vorhergehenden  wird  dieses  Bruchstück  eines  was- 
serhellen Krystalles  nur  von  den  Flächen  OP,  4  Poo  und  OP  begrenzt; 
ani  linken  Ende  ist  es  in  einer  unebenen,  ungefähr  auf  der  Makro- 
diagonale senkrechten  Fläche  abgebrochen.  Fig.  8  stellt  dasselbe  in 
natürlicher  Grösse  dar. 

Mehrere  andere  aus  Przibram  stammende  Krvstalle  stimmten  in 
ihrem  Verhalten  mit  den  im  Vorstehenden  beschriebenen  elektrischen 
Vertheilungen  überein;  ich  halte  eine  specielle  Darstellung  der  an 
ihnen  beobachteten  Erscheinungen  daher  für  überflüssig,  weil  ich 
hoffe,  dass  die  zuvor  mitgetheilten  Resultate  ein  klares  Bild  über  die 
elektrischen  Vorgänge  an  den  erkaltenden  Schwers[)äthen  dieses  Fund- 
ortes geben.  Indess  bedürfen  noch  drei  Krystalle  einer  besonderen 
Erwähnung. 

Krystall  Nr.  9. 

Fig.  9  A  und  B  stellen  die  Projection  des  Krystalles  Nr.  9,  und 
Fig.  9  D^  D  die  Netze  der  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  liegenden 
'f'^ystallflächen  ooP  in  natürlicher  Grösse  dar.  Der  Krystall  gehört 
dem  Berliner  Museum  und  wird  ebenso  wie  die  letztvorhergehenden 
Dur  von  den  Flächen  OP,  iPoo  und  ooP  begrenzt;  er  zeichnet  sich 
d^rch  die  vollkommene  Ausbildung  beider  Enden  der  Makrodiagonale 
^«s.  Ungefähr  in  der  Mitte  der  hinteren  von  ^Poo  gebildeten  hori- 
z^malen  Kante  ist  er  an  ein  Haufwerk  fremder,  zumeist  aus  Kalk- 
spath  bestehender  Krystalle  angewachsen,  und  von  hier  aus  ziehen 
sich  trtibe  weissliche  Streifen  quer  durch  die  sonst  farblose  und  klare 
Masse  des  Krystalles  hindurch. 

Die  elektrische  Vertheilung  stimmt  mit  der  auf  vollständig  aus- 
gebildeten Krystallen   (Nr.  1 — 4)    beobachteten    überein,    ausser  dass 
bei  gpecieller  Prüfung  die  vordere  von  den  Flächen  i^  Poo  gebildete 
horizontale  Kante  in  ihrer  ganzen  Länge  positiv  erscheint;  dem  ent-* 
sprechend  wächst  dann    auf  den  vorderen  Flächen  4  Poo  die   nega- 
^i^e  Spannung  von  dieser  Kante  aus  nach  den  mit  den  Flächen  OP 
gebildeten    Kanten    hin.      Es    ist    dies    Hervortreten    der    positiven 
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EIcktricität  auf  der  ganzen  lünge  der  vorderen  Kante  jedenfalls  eine 
Folge  der  Durchwachsung  mit  trüben  Streifen,  wie  ja  auch  auf  der 
hinteren  Seite  infols:e  des  Anwachsens  nicht  blos  die  Kante,  sonderD 
auch  ein  grosses  Stuck  der  freien  Theile  der  Flächen  J^Pc»  positiv 
erscheint. 

Krystall  Nr.  10. 

Der  Fig.  IOC  in  natürlicher  Grösse  dargestellte  Krystall  ist  dem 
Freiberger  Museum  entliehen ,  und  zeigt  ausser  den  beim  Vorher- 
gehenden genannten  Gestalten  noch  kleine  Flächen  ^oo,  ist  aber  in 
seiner  Masse  weniger  rein  und  klar  als  Nr.  9.  Nur  das  rechte  Ende 
der  Makrodiagonale  wird  von  Krystallflächen  ooP  und  j^oo  b^[reDzl; 
an  seinem  linken  Ende  bilden  zwei  mit  ooP  parallele  Durchgänge 
die  Begrenzung. 

Sein  elektrisches  Verhalten  gleicht  im  Allgemeinen  dem  bei  Bruch- 
stücken beobachteten;  doch  ist  auffallend  die  starke  Ausbreitung  der 
positiven  Polarität  über  die  Flächen  iPoo,  wie  sie  bei  einem  Bruch- 
stücke von  dieser  Länge  sonst  nicht  wohl'  vorzukommen  pfl^,  und 
sodann  die  Abnahme  der  negativen  Elektricität  in  der  Mitte  der 
oberen  Fläche  OP,  wo  sogar,  wenn  der  ganze  Krystall  bis  auf  diese 
Stelle  \oii  Kupferfeilirhl  bedeckt  ist,  sich  (Mno  sehr  geringe  positive 
Spannung  beobacht(»n  lässt.  Die  obere  Fläche  OP  verhält  sich  ako 
wie  die  entsprechende  Fläche  eines  vollständigen  Krystalles.  Leider 
lässl  sich  in  keiner  Weise  erkennen,  ob  elwa  früher  das  linke,  jetzt 
von  Durchgängen  begrenzte  Ende  gleichfalls  ausgebildet  war,  wenn 
auch  weniger  vollkommen,  und  dies«».  Durchgänge,  um  eine  regel- 
massigere  Gestalt  zu  erzeugen,  ziemlich  nahe  unter  den  natürlichen 
Flächen  ang(\schlagen  wurden.  In  der  Mitte  der  untc^ren  Fläche  OP 
spricht  sich  jene  Ahnalmif»  (V^v  negativen  Polarität  weniger  deutlich  aus- 

Krvstall  Nr.  tt. 

Der  Krystall  Nr.  1 1  war  nur  auf  der  vordem  und  rechten  Seite 
vollkommen  ausgebildet;  auf  der  hinteren  Seite  bildete  die  Begren- 
zung eine  unebene,  zum  Theil  dem  Durchgange  ooP  3  folgende  Fläche; 
an  dem  linken  End(>  fand  sich  eine  kleine  Bnichfläche. 

Die  in  Fig.  1 1  A  und  B  eingetragenen  Beobachtungen  zeigen  die 
elektrische  Vertheiluni;  an;  dieselbe  stimmt  mit  den  zuvor  beobachteten 
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»rein  und  zeichnet  sich  durch  ihre  Stärke  aus.     Die  Bruchfljichen 

hinteren  und  ebenso  am  hnken  Ende  sind  positiv. 

Es  gelang,  den  Krystail  parallel  dem  Durchgange  OP  fast*  genau 

seiner  Mitte  zu  zersprengen.     F  stellt  den  am  oberen  Stücke  und 

ien  am  unteren  Stücke  entstandenen  Durchgang  OP  dar.  ^)     Beide 

rchgänge  zeigen  sich  stark,  zum  Theii  sehr  stark  positiv,  und  zwar 

imt  die  Intensität  der  positiven  S[)annung  vom  verbrochenen  linken 

Je  gegen  das  ausgebildet«  rechte  Ende  und  ebenso  von  der  aus- 

uldet^D  vordem  Kante  nach  dem  hinleren  verbrochenen  Rande  hin 

so  dass  bereits  neben  der  von  den  Flächen  ooP  am  rechton  Ende 

)ildeten  Spitze  eine  schwache  negative  Polarität  auftritt. 

b)  Knistalle  am  Marienberg. 
Krystall   Nr.  \2, 

Bei  Marienberg  sind  Schwerspathkrystalle  gefunden  worden, 
Iche  an  Gestalt  den  zuvor  beschriebenen  Przibramern  gleichen ; 
werden  begrenzt  von  OP,  J  Poo  und  ooP,  und  bestehen  aus  einer 
"wacbsung  mehrerer  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  verlän- 
tea  Säulen;  ihre  Masse  ist  rauchgrau  und  nur  durchscheinend, 
gsum  ausgebildete  Krystalle  sind  mir  nicht  vorgekommen. 

Es   wird   genügen,    nur   einen  der   beiden  untersuchten   und  in 

5r  elektrischen  Vertheilung  übereinstimmenden  Krystalle  abzubilden, 

den  Nachweis  zu  führen,  ^lass  diese  Vertheilung  dieselbe  ist,  wie 

auf  ähnlichen  Przibramer  Bruchstücken  beobachtete. 

Fig.  12  A  und  B  stellen  die  beiden  Projectionen  dieses  Krystalles, 
das  Netz  der  Flächen  oo  P  am  rechten  Ende  und  E  die  Bruch- 
che  am  linken  Ende  in  halber  linearer  Grösse  dar. 

Der  Krystall  ist  auf  der  linken  Seite  von  einer,  gegen  die 
ikrodiagonale  etwas  schief  stehenden,  ziemlich  eben  geschliffenen 
iche  begrenzt. 

c)  Krystalle  am  der  Umgegend  von  Freiberg. 

Krystall  Nr.  13. 
Von   zwei   in   ihrem  Aussehen  gleichen  Krystallen  ist  der  eine, 
3  Halle'schen  Museum  gehörig,  als  von  der  Grube  Neuer  Morgen- 


*)   Zur  Andeutung  des  Durchganges  ist  das  Zeichen  OP  nebfn  F  und  G  von 
Klammer  umgeben  |0P]. 


Stern  stammend  bezeichnet,  während  der  /.weite  dem  hiesigen  Cabine* 
entnommene  keine  Bezeichnung  seines  Fundortes  trägt;  es  unterlieg 
aber  keinem  Zweifel,  dass  beide  derselben  Grube  entstammen.    Ih 
Masse  ist  grau  und  nur  durchscheinend;  sie  zeigen  die  Flächen  0 
4P  CO,   00  P  und  Poo.     Auf  den  Bruchflächen   am   linken  Ende  de 
Makrodiagonale  tritt  l)ei  beiden  der  Durchgang  oof^oo   sehr  deutlic 
hervor. 

Es  wird  auch  hier  genügen,  nur  den  einen  Krysiall  abzubilde 
(Fig.  13),  und  ich  wähle  dazu  den  dem  Halle'schen  Cabinet  gehörige 
da   er,    wenn  auch  etwas  mehr  verletzt,   doch  weniger   zusamme 
gesetzt  ist  als  der  andere  Krysiall,    welcher  hauptsächlich  von  zwe 


parallel  der  Makrodiagonale  verwachsenen  säulenförmigen  Individue 
gebildet  ist.     Das  linke  Ende  des  Fig.  13   in  halber  linearer  Gross 
abgebildeten  Krystalles  ist  verbrochen  und  theils  von  einem  mit  oc 
theils  von  einem  ziemlich  ebenen   mit  ooPoo  parallelen  Durchgang^" 
begrenzt;  auf  der  vorderen  Seite  ist  die  kurze  horizontale  von  4^P 
gebildete  Kante  stark  verletzt. 

Bei  beiden  Krystallen  finden  sich  an  den  ausgebildeten  recht 
Enden  der  Makrodiagonale  plattenförmige  Auflagerungen,  die  bi^^i 
dem  Fig.  13  dargestellten  Krystalle  besonders  auf  der  Fläche  c»P  ^ 
hervortreten.^) 

Krysiall  Nr.  U. 

Die  Abbildungen  in  Fig.  14  stellen  die  natürliche  Grösse  da  *"• 
Der  aus  Bräunsdorf  bei  Freiberg  stammende  Krystall  ist  auf  d^^*' 
linken  Seite  infolge  des  Durchganges  00 1^  00  von  einer  ziemlic^^^' 
ebenen,  auf  der  Makrodiagonale  nahe  senkrecht  stehenden  Fläcti^^  ^' 
begrenzt.  Seine  Masse  erscheint  am  rechten  Ende  farblos  und  kla:  -^' 
wenn  auch  rissig,  wird  aber  nach  dem  linken  Ende  hin  gelbli 
und  undurchsichtig^. 

Der  Krysiall  stellt  ein  Aggregat  zahlreicher  parallel  der  Makrodic 
gonale  verwachsener  Individuen  dar;   jedoch  ist,   wie  dies  auch  b-    ^^ 
den  Krystallen  der  früheren  Fimdorte  vorkommt,  der  Parallelismus  d^^'' 


*)    Während  sich  bei  den   in  der  Richtung   der  Makrodiagonale   gewachsen     -^^ 
Krystallen  diese  Platten  am  freien  Ende  der  Makrodiagonale  linden ,   trelFen  wir  äl^  ^' 
liehe  Auflagerungen  bei  den  Auvergner  Krystallen,  welche  in  der  Richtung  der  Brachm  T' 
diagonale  gewachsen  sind,    an  den  Enden   der   letztgenannten   Diagonale,    wie  (•  *^> 
bert'its  oben  S.  281  erwähnt  worden. 
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A\en  nicht  in  absoluter  Slienge  gewahrt,  (i  ist  ein  Bruchstück 
einfts  quer  durchgewachsenen  l'renulen  Krystalles.  Die  untere  Fläche 
OP  (Zeichnung  B)  hat  zum  Theile  angelegen. 

Der  Krystall  ist  ausgezeichnet  durch  die  ungemein  starke  elek- 
trische Erregung,  welche  alle  an  den  übrigen  Schwerspöthen  beob- 
achlete  an  Intensitilt  übertrifft.  Das  Goldblättchen  des  Elektrometers 
wird  durch  die  elektrischen  Spannungen  auf  der  rechten  Hälfte  der 
oberen  Fläche  0  P  und  auf  den  vorderen  Flächen  J  P  oo  ganz  aus 
dem  Gesichtsfelde  getrieben,  was  durch  das  doppelte  Minus-Zeichen 
.=)  angedeutet  werden  soll.  Es  ist  mir  nicht  unwahrscheinlich, 
dass  die  starke  elektrische  Erregung  gerade  mit  der  sehr  zusanmien- 
geiietzten  Beschaffenheit  im  Zusammenhange  steht;  in  gleicher  Weise 
zeigten  auch  beim  Topase  die  gewöhnlichen  faserigen  brasilianischen 
Krystalle  eine  viel  grössere  elektrische  Intensität  als  z.  B.  die  säch- 
sii)Chen  oder  die  aus  dem  Ilmen-  und  dem  Borschtschowotschnoi 
Gebirge  stammenden  Krystalle,  welche  ein  einziges  Individuum  dar- 
stellen. 

Krystall   Nr.  15. 

Der  von  Brand  bei  Freiberg  stammende  Krystall  ist  auf  seiner 
Oberfläche,  besonders  auf  den  Flächen  ;J  Poo,  Poo  und  ooP  rauh  und 
zum  Theil  mit  kleinen  Zellkieskrystallen  bedeckt;  infolge  der  hierdurch 
verminderten,  Isolation  ist  auf  diesen  Flächen  nur  eine  sehr  geringe 
elektrische  Spannung  zu  beobachten.  Dieselbe  stimmt  übrigens  mit 
der  an  den  vorhergehenden  Krystallen  beobachteten  überein.  Die  Masse 
des  Krystalles  ist  sehr  unrein,  theils  gelblich  weiss,  theils  bräunlich. 

Der  Krystall  wurde  ungel^ähr  in  seiner  Mitte  parallel  mit  dem 
Durchgange  0  P  zersprengt ;  Fig.  1 5  F  stellt  die  an  dem  oberen  und 
C  die  an  dem  unteren  Stücke  entstandene  Durchgangsfläche  0  P  in 
halber  Grösse  dar.  Beide  Flächen  zeigen  vorzugsweise  negative 
Polarität,  nur  nach  dem  verbrochenen  Ende  hin  tritt  eine  grössere 
oder  kleinere  positive  Zone  auf;  die  negative  Spannung  nimmt  nach 
dem  ausgebildeten  Ende  hin  an  Stärke  ab. 

d)  Krystalle  von  Horzowilz  in  Böhmen. 
Krystall   Nr.  16. 
Von  dem  in  der  Ueberschrift   genannten  Fundorte   standen   mir 
zwei    dem    Halle'schen    Museum    gehörige    Krystalle    zur    Verfügung, 
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^  ^<     .  rttoilung  dargestellt. 

.  .1    .üu^'tMldele  Krystall   von    fast  glei(!her  l-^iny 

,.^s<%tt •iciung   der  Fhtehen   01^    giösserer   Breite  i 

.    cw    iVKMi  Kndt5  setiner  Makrodiagonale,  dureli  A 

,n.  xmM  kante  parallel  dem  Ourc^ligange  ooPc»,  der  si< 

4AI1  t^*.ti  zeigt,  verletzt.    Die  LUnge  des  daselbst  abi; 

^.^  It  *kT  Richtung  der  Makrodiagonale  betriigf   ung 

iit    )i^un*h  entsliindene  /ienilieh  ebene  Fläche  l)esil 

«1  «Wrte  noch  negati\(»  KlektricitüU  wie  sie  der  früh 

jr^t^MHhMi    Kante   entspricht,    während    (Um-   übrige  Th 

?eiik'n   angi-enz(Miden    FlüchcMi  cäP    '^die   eine  Kryst^l 

i\fir\^hi:angsl1iicl)e;   positiv  sind. 


•ÜK 


^   ,1^  CN«pp9*  ^^  verticalen  Kanten   an  den  Enden  der  Makro-  n 

Brachydiagonale. 

.    ^l;rMM    /wiMten  (Inippo    belrachlen    wir   diejenig(Mi    Kr\sta1 

-"UM!    au»    Knde    der  Krachydiagonale    nicht    mehr    die    Flach 

.*  ^..    sondiM-n    anstatt    ihrtM'    die    FUichen    roP    zum   Durrhsrhnii 

^. ,.«     '^o  ilass  daselbst  eine  verticaic*  Kantt»    (Eitsteht,    die   a!i< 

XX  i\lci  durch  dit»  Flachen  des  Prismas  ooP^  stumpfer  genjacht  odi 
i-jrvh  dit*  Flüchen  ooPoo  gerade  abg(»stumpft  so'rn  kann.  An  dr 
Kndcn  tlcr  Makrodiagonale  trügt  die  \on  oo  1^  gebildeti»  x^ntica 
Kanic  liben  und  unten  kleine  Flachen  von  Poo  mul  (Mscheint  au( 
»>rtcr  noch  tiun'h  die   Flache  ool^oo  abgestumpft. 

nie  Kr\ stalle*  dit^ser  (iruppe»  stimmen  in  der  Art  ihres  Wach 
ihum>  mit  diMuui  (l(>r  vorliergehenden  ilberein,  wie  dies  für  ein 
rheil  dit*  infolgt*  (h\s  Auftretens  der  Fladien  ooPoo  nach  der  Richtu 
ih»r  Makrodiagoiuile  verlängert  (»rschcinende  Gestalt  nach w (»ist,  I 
ointMi  anderen  Fheil  alxM'  daraus  sich  (M'giel)t.  dass  t»ei  etwas  unvr 
kiuimuMUM"  Hildimg  eim»  Zusammensetzung  aus  einzelmMi  Individu 
paralh*l  iler    Makrodiagonale  durch  die  Auflösung   in  Spitzen    au  d 


[ 
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Enden  dieser  Diagonale  so  wie  durch  daselbst  auftretenden  treppen- 
arligen  Bildungen  sichtbar  wird. 

Was  nun  das  elektrische  Verhalten  dieser  Krystalle  betrifift,  so 
lässt  sich  dasselbe  aus  der  für  die  erste  Gruppe  angegebenen  Ver- 
iheilune:  leicht  herleiten. 

Mit  dem  Verschwinden  der  von  4^Poo  gebildeten  horizontalen 
Kanten  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  verschwindet  daselbst 
auch  die  negative  Polarität  und  an  ihrer  Stelle  tritt  auf  den  von  ooP 
gebildi.'ten  verlicalen  Kanten  die  positive  auf.  Die  negative  Elektri- 
ciläl  zieht  sich  auf  die  von  diesen  Kanten  entfernteren  Theile  der 
Flächen  i  Poo  und  die  Flachen  ()P  zurück;  auf  den  letzteren  ist  als» 
Compensation  für  die  vergrössertc  Ausdehnung  der  positiven  Spannung 
auf  den  Seitenflächen,  soweit  die  bisherigen  Untersuchungen  reichen, 
die  bei  vollst^indigcMi  Kry stallen  der  ersten  Gruppe  in  der  Mitte  beob- 
achtete positive  Elektricitüt  durch  die  negative  unterdrückt  worden. 

Auf  den  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  gebildeten  verticalen 
Kanten  bleibt  entweder  die  negative  Spannung,  welche  dasellist  bei 
den  vollständigen  Krystallen  der  ersten  Gruppe  auftritt,  noch  in 
geringer  Ausdehnung  sichtbar,  oder  diese  Kanten  erscheinen  unelek- 
trisch und  selbst  schwach  positiv.  Hiermit  in  Uebereinstimmung 
nimmt  auf  den  vollkonunen  ausgebildeten  Seitenflächen  ooP  die  posi- 
tive Elektricität  von  den  Enden  der  Makrodiagonale  nach  den  Enden  der 
Brachydiagonale  hin  an  Intensität  zu  (vergl.  Krystall  Nr.  17, 19  u.  21). 

a)  Krystall  von  Horzowitz, 
Krystall  Nr.  17. 

Fig.   17  A  und  B   stellen   die    beiden    Projectionen   dieses  Kry- 

stelles ,  und  Fig.  1 7  D  und  D  die  Netze  der  an  den  Enden  der  iMa- 

i^iagonale   gelegenen  Flächen   oo  P  und  oo  P  2  in   halber   linearer 

Grösse  dar.    Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  1 7  stammt 

n»  Horzowitz  und  gleicht  dem  zuletzt  beschriebenen  der  ersten  Gruppe 

Nr,  16  in  der  Beschalfenheit  seiner  Masse  so  vollständig,  dass  beide 

wohJ  derselben   Grube    entnonwnen   sind.      Der   Krystall   Nr.  17    ist 

ringsum   ausgebildet   und  ziemlich  vollkommen.     Nur  auf  der  Fläche 

ooP^3  haben  sich  nach  dem  linken  Ende  hin  kleinere  Schwerspath- 

platten,   zum  Theil    in    nicht  ganz  paralleler  Stellung  aufgelegt,    und 


auf  der    unteren    Seite    treten    an    den   Enden   der    Makrodiagonal 
mehrere  Absätze  oder  treppenförmige  Bildungen  auf. 

Die   hauptsächliche   Begrenzung   bilden   die  Flächen  OP,   ^P 


und  ooP;  dazu  treten  noch  kleine  Flächen  Poo,  die  auf  allen  Ab — 
Sätzen  wiederkehren;  sodann  ersc^heint  auf  der  hinteren  Seite  rechts== 
eine  grosse  vertical  gestreifte  Fläche  ooP2,  während  am  vorderei — 
Ende  der  Brai^hydiagonaie  die  beiden  Flächen  der  Gestalt  ooP2  nuHi 
(üne  sehr  schmale  Zustumpfung  der  von  ooP  gebildeten  verticalema 
Kante  bilden. 

Auf  den  Flächen  OP   finden   sich  die  negativen  Maxima  in  denE 
Nähe  der  nach  der  hinteren  und  der  rechten  Seite  hin  liegenden  Rän — 
der;    die   schwache    negative    Spannung   an   den    vorderen    Ränderrs 
hängt  mit  der  Verbreitung  der  positiven  Spannung  über  die  vorderen 
Flächen  ^  Poo  zusammen.     Die  negative  Elektricität  auf  den  verticalen 
Kanten  am  Ende  der  Makrodiagonale  nimmt  infolge  der  unvoUkomm- 
neren  Bildung  auf  der  unteren  Seite  von  oben  nach  unten  an  Inten- 
sität ab. 

h)    Krystall  unbekannten  Fundortes. 
Krystall   Nr.  18. 

Den  Fundort  dieses  Krystalles,  dessen  Netz  Fig.  1 8  D  in  natür- 
licher Grösse  darstellt,  vermag  ich  aus  seiner  äusseren  Beschatfenheit 
nicht  zu  bestimmen.  Die  Masse  desselben  ist  weisslich  grau  und 
fast  durchsichtig.  Auf  der  unteren  Seite  löst  er  sich  an  beiden  Enden 
der  Makrodiagonale  in  m(*luere  Spitzen  auf.  Am  hinleren  Ende  der 
Brachydiagonale  ist  er  ziun  Theil  N^MbrocIuMU  zum  Theil  mangelhaft 
ausgebildet;  am  vorderen  Ende  desselben  trelfen  die  beiden  Flächen 
ooP  in  einer  nur  sehr  kurzen  Kante  zusammen. 

Wie  die  Zeichnung  Fig.  18  nachweist,  ist  an  dem  vorderen  aus- 
gebildeten Ende  der  Brachydiagonale  die  negative  Polarität  ver- 
schwimden,  die  positive  beherrscht  dort  die  Kante  und  die  kleinen 
Flächen  .]  Poo,  so  dass  sie  selbst  noch  schwach  auf  die  untere  Fläche 
0  P  übergreift.  An  den  beiden  Enden  der  Makrodiägonale  besteht 
ebenso  wie  bei  dem  vorhergehenden  Krystalle  die  negativi»  Spannung 
noch  fori. 
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c)  Krysialle  van  Felsöhanya. 
Die  nachfolgenden  drei  Krysialle,  oder  vielmehr  Bruchstücke 
Nr.  19,  20  und  21  sind  einer  sehr  schönen  aus  Felsöbanya  stam- 
menden  und  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen  Druse 
entnommen.  Die  Figuren  19,  20  und  21  stellen  die  beiden  Pro- 
jpclionen  in  natürlicher  Grösse  dar;  neben  die  Projection  A  sind  die 
seillichen  Kryslallflüchen  ooP  und  Durchgangsflachen  [ooP]  gezeichnet. 
Ihre  Masse  ist  farblos  und  theilweise  völlig  klar  und  durchsichtig, 
Iheilweise  abei*  auch  rissig  und  etwas  trübe.  Sie  werden  begrenzt 
von  den  Geslalten  OP,  ooP,  iPoo,  ooPoo,  Poo  und  ooPoo.  Die 
Flachen  ool^oo  zeigcm  oft  eine  betrllchtliclie  Ausdehnung,  während 
sie  in  anderen  Fällen  nur  als  schmale  Abstumpfung  auftreten;  sie 
besitzen  einen  geringeren  Glanz  als  die  umliegenden  Flächen  4^l^cx>, 
ooP  und  0  P. 

» 

In  elektrischer  Beziehung  sind  die  Flächen  OP  negativ  und  die 
Krystallflächen  ooP   positiv    (mit   wachsender  Stärke  von  den  Enden 
!     der  Makrodiagonale  gegen  die  Enden  der  Brachydiagonale  hin). 

Krystall  Nr.  19. 
Von  den  verticalen  Seitenflächen  sind  als  Krystallflächen  voll- 
ständig ausgebildet  die  Flächen  ooP^I  und  ooP2,  und  die  hintere 
Flache  c»Poo.  Die  Fläche  ooP  3  ist  sehr  mangelhaft  vorhanden. 
Die  vordere  Fläche  ooPoo  zeigt  blos  am  obei*en  Rande  einen  schmalen 
ebenen  Streifen,  während  der  grössere  untere  mit  Gruben  ver- 
sehene Theil  schief  nach  hinten  geht.  Der  Krystall  hat  mit  dem 
linken  Ende  der  Makrodiagonale  angesessen. 

Auf  der  oberen  Fläche  0  P  liegt  ein  kleiner  dünner  Krystall  in 
nicht  genau  paralleler  Stellung  mit  dem  grossen;  seine  Makrodiago- 
nale steigt  nach  rechts  und  seine  Brachydiagonale  nach  vorn. 

Der  grosse  farblose  Krystall  wird  von  einer  durch  die  Mitte 
mit  den  Flächen  ooP,  1  und  ooP  3  parallel  gelegten  Ebene  in  zwei 
BD  Betreff  ihrer  Durchsichtigkeit  verschiedene  Hälften  getheilt;  die 
nach  vom  und  rechts  gelegene  Hälfte  ist  klar  und  durchsichtig,  die 
nach  hinten  und  links  gelegene  aber  trübe  und  kaum  durchscheinend. 

Krystall  Nr.  20. 
Der  Krystall  ist  parallel  mit  der  Fläche  oo  P  4   (in  der  Richtung 
des  mit  ihr  parallelen  Durchganges)  abgebrochen;  es  ist  daher  unter 
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den  Soitonflüchen  nur  die  Fläche  oo  P  2  vollständig  vorhanden,  c»  P  1 
und  cx)P^3   werden  auf  der   linken  Seite   von  dem  Durchgange  be- 
grenzt; ausserdem  ist  ooP  3,  ebenso  wie  die  hintere  Fläche  c»Poo 
nur  unvollkommen  ausgebildet. 

Die  Seitenfläche  c»P^  4,  auf  .welcher  die  negative  Spannung  auf- 
tritt, ist,  wie  zuvor  angegeben,  keine  Krystallfläche ,  sondern  ein 
Durchgang. 

Krystall  Nr.  21.    • 

Der  Krystall  Nr.  21  ist  auf  der  linken  Seite  theils  in  dem  mil 
oo  P  3  parallelen  Durchgange ,  theils  unregehiiässig  abgebrochen. 
Unter  den  Seitenflächen  ist  also  nur  die  Fläche  ooP  1  vollständii< 
vorhanden,  ooP2  und  ooP  i  sind  nur  Theile  von  Krystallflächen. 
Am  vordem  Ende  der  Brachydiagonale  liegt  ausser  kleinen  Flächen 
J^Poo  auch  eine  kleine  Fläche  ooPoo,  und  an  dem  rechten  Ende 
der  Brachydiagonale  ausser  kleinen  Flächen  Poo  auch  noch  eine 
kleine  Fläche  ooPoo. 

/.    Dritte  Gruppe,   mit  horizontalen  Kanten  an  den  Enden  der  Makro-  und 

Braehydiagonale. 

Bei  den  Krystatlen  dieser  Gruppe  treten  die  Flächen  ooP  nur 
in  geringer  Grösse  auf,  und  schneiden  sich  daher  weder  an  den 
Enden  der  Makrodiagonale,  noch  auch  der  Brachydiagonale.  An 
den  Enden  der  Makrodia*gonale  bilden  vielmehr  die  Flächen  Poo  eine 
horizontale  Kante,  die  öfter  wieder  durch  eine  Fläche  ooPoo  abge- 
stumpft wird;  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  liegt  gleichfalls 
eine  horizontale  Kante,  entweder  durch  den  Durchschnitt  der  Flächen 
iPoo  wie  in  der  ersten  Gruppe,  oder  durch  den  Durchschnitt  der 
Flächen  Poo  gebildet.  Mit  dem  in  grösserer  Ausdehnung  erfolgenden 
Auftreten  der  Flächen  Poo  vermindert  sich  die  Grösse  der  Flächen 
OP  und  zwar  meistens  bis  zum  gänzlichen  Verschwinden. 

Je  nach  dem  Fehlen  oder  dem  Vorhandensein  grösserer  Flächen 
OP  lassen  sich  die  Krystalle  dieser  Gruppe  in  zwei  ünterabtheilungen 
zerlegen. 

aa\    Krystalle,    bei    denen    die    Flächen    üP    ganz    fehlen 

oder  nur  sehr  klein  sind. 

Aus  dieser  Unlerablheilunü:  latren  mir  vier  Krystalle  vor:  drei 
aus  Przibram,  dem  Prager  Museum  gehörig,  und  einer  aus  Runder- 
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rolli  in  Westphalen,  der  Freiberger  Sammlung  angehörend.  Alle 
vier  sind  vollkommen  wasserhell  und  durchsichtig,  und  stellen  in  der 
Richtung  der  Makrodiagonale  verlängerte  Süulen  vor,  die  sämmtlich 
an  dem  linken  Ende  dieser  Diagonale  abgebrochen  sind.  An  dem 
rechten  sehr  gut  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  fmden  sich 
die  Flächen  Poo,  ooP,  P  und  ooPc»  in  verschiedener  Grösse. 
Parallel  mit  der  Makrodiagonale  laufen  die  Flüchen  Poo,  ^Poo  und 
Lisweilen  auch  sehr  schmale  Flächen  OP. 

Die  Figuren  22,  23  und  24  stellen  in  A  und  Ä  die  Projectionen 
der  drei  Przibramer  Krystalle  in  natürlicher,  und  in  C  die  Netze  der- 
selben in  doppelt  linearer  Vergrösser ung  dar. 

Die  von  der  Form  der  ersten  Grup[)e  abweichende  Bildung  an 
den  Enden  der  Makrodiagonale,  wo  infolge  des  Durchschnittes  der 
Flächen  l^c»  eine  horizontale  durch  eine  Fläche  ooPoo  mehr  oder 
weniger  abgestumpfte  Kante  entsieht,  bedingt  an  dieser  Stelle  eine 
Abweichung  von  dem  elektrischen  Verhalten  jener  Krystalle:  auf 
dieser  abgestumpften  horizontalen  Kante»  erscheint  positive  Elektri- 
cimt,  während  in  der  ersten  Gruppe  die  daselbst  befindhche  verticale 
Kante  negativ  war.  Un  Uebrigen  stimmt  aber  die  elektrische  Ver- 
theiluDg  auf  den  vorliegenden  Krystallen  mit  der  auf  analogen  Bruch- 
stücken der  ersten  Gruppe  beobachteten  überein. 

Ist  das  Bruchstuck  nur  kurz  (Nr.  22),  so  erscheint  (analog  wie 
auf  dem  früheren  Krystalle  Nr.  8)  auf  der  oberen  und  unleren  Seite 
auf  den  Flächen  4^ Poo  und  der  von  ihnen  an  Stelle  von  OP  gebil- 
deten Kante  nur  die  negative  Elektricität,  die  sich  auch  über  den 
grössten  Theil  der  Flächen  Poo  ausbreitet,  so  dass  nur  die  am  Ende 
der  Makrodiagonale  von  den  Flächen  Poo  gebildete  und  durch  ooPoo 
abgestumpfte  Kante  nebst  den  unmittelbar  ihr  anliegenden  Theilen 
der  Flächen  Poo,  wie  bereits  zuvor  angegeben,  positive  Elektricität 
besitzt.  Auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  dringt  die  positive 
Elektricität  von  dem  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  über 
die  Flächen  Poo  und  die  von  ihnen  gebildete  horizontale  Kante  vor, 
und  es  nimmt  die  Intensität  dieser  positiven  Spannung,  ebenso  wie 
bei  den  Bruchstücken  der  ersten  Gruppe,  von  dem  ausgebildeten 
Ende  der  Makrodiagonale  gegen  das  verbrochene  hin  ab. 

Ist  das  Bruchstück  länger  (Nr.  23  und  24),  so  tritt   (analog  wie 
bei  den  fhlheren  Krystallen  Nr.  5  und  6)  die  eben  beschriebene  Ver- 
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Ihoiliing  nur  auf  der  am  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale 
liegenden  (also  in  den  Zeichnungen  A  rechten)  Hälfte  ein,  während 
auf  der  linken  Hülfle  oben  und  unten  (d.  h.  auf  den  Flächen  |Poo 
und  der  von  ihnen  gebildeten  Kante  oder  der  daselbst  noch  yot- 
handenen  kleinen  FlUche  OP)  positive,  und  auf  den  Flächen  Poö, 
sowie  auf  der  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kante  negative 
Elektricität  erscheint. 

Die  Bruchflächen  am  linken  Ende  sind  entweder  ganz  posiÜY 
(analog  wie  bei  Nr.  8)  oder  zeigen  bei  längeren  Bruchstücken  nur 
in  dem  mittleren  grösseren  Theile  positive,  auf  den  an  die  horizon- 
talen von  Poo  gebildeten  horizontalen  Kanten  liegenden  Theilen 
dagegen  negative  Spannungen  (analog  wie  Nr.  5,  7,  12  und  14). 

Da  der  Krystall  von  Ründerroth  den  Przibramem  in  elektrischer 
Beziehung  genau  gleicht,  so  wird  die  Abbildung  der  drei  Pmbramer 
Krystalle  zum  Nachweise  der  obigen  Angaben  genügen. 

Krystall  Nr.  22. 

Die  Fläche  ooPoo  am  rechten  Ende  der  Makrodiagonale  ist  nur 
schmal;  am  linken  Ende  zeigt  die  Bruchfläche,  obwohl  sie  nahe 
parallel  mit  der  Fläche  oo  P^  i  verläuft,  einen  schön  muschelia;en 
Bruch  und  nur  dicJit  an  der  von  den  .vorderen  Flächen  Poo  gebil- 
deten horizontalen  Kante  ist  ein  wenig  von  dem  Durchgange  ooP 
sichtbar. 

Krystall  Nr.  ^2M. 

Auf  der  ober(»n  Seite  findel  sich  eine  schmale  Fläche  OP;  auf 
der  unteren  erscheint  diese  Fläche  nur  auf  dem  Absätze  in  dei' 
Nähe  des  ausgebildeten  Endes  der  Makrodiagonale.  Die  an  diesen^ 
Ende  befindliche  Fläche  cx>Pcx>  ist  breiter  als  beim  vorhergehenden 
Krystalle. 

Krystall  Nr.  24. 

Die  FlHchen  0  P  sind  bei  di(\sem  Krystalle  vollständiij:  ver- 
schwunden ;  die  Fläche  oo  P  oo  a  mausgebildeten  Ende  der  Makro- 
diagonale ist  schmäler  als  bei  Nr.  23,  aber  breiter  als  Nr.  22. 
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ßß)  Kryslalle,    auf  denen   die   Flächen   OP    in   beträcht- 
licherer Grösse  auftreten. 
Das   elektrische  Verhalten   gestaltet   sich  etwas  verschieden,  je 
nachdem  bei  den  zu  dieser  Unterabtheilung  gehörigen  Krystallen  die 
Flächen  ooP  in  massig  grosser  oder  iiur  in  sehr  geringer  Ausdehnung 
auftreten. 

a)   Erystalle  mit  massig  grossen  Flächen  ooF. 

Die  Vertheilung  der  Elektricit^t  auf  diesen  Krystallen  gleicht  im 
Ganzen  der  auf  entsprechenden  kurzen  Bruchstücken  der  ersten  Gruppe 
beobachteten.  Die  positive  Spannung  verbreitet  sich  von  den  Flächen 
00  P  über  die  von  den  Flächen  4^  P  oo  (oder  P  00)  gebildete  Kante 
und  die  grössten  Theile  dieser  Flächen;  die  negative  erstreckt  sich 
von  den  Flächen  OP  in  abnehmender  Stärke  über  die  Flächen  Poo, 
so  dass  die  von  diesen  Flächen  Pc»  gebildete  horizontale  Kante  ent- 
weder in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  noch  negativ  ist,  oder  in  ihrer 
iMitte  unelektrisch  (wie  bei  Krystall  Nr.  26)  oder  selbst  (wie  bei 
Krystall  Nr.  25)  positiv  erscheint. 

a)   Krystalle  von  Przibram, 

Es  standen  mir  zwei  an  dem  linken  Ende  der  Makrodiagonale 
verbrochene  Krystalle  zu  Gebote.  Beide  zeigen  in  ihrer  Gestaltung 
dieselbe  Eigenthümlichkeit :  legt  man  nämlich  durch  die  von  den 
flächen  Poo  am  rechten  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale 
c^^eugte  horizontale  Kante  eine  mit  OP  parallele  Ebene,  so  theilt 
Jiese  die  Krystalle  in  zwei  horizontale  Platten,  von  denen  die  obere 
^Gchs-  bis  achtmal  dicker  ist,  als  die  untere.  Bei  dem  Krystalle 
^**-  25  sieht  die  untere  Fläche  0  P  matt  aus,  als  hätte  sie  angelegen ; 
"^i  dem  Krystalle  Nr.  26  ist  sie  dagegen  vollkommen  glänzend. 

Die  Masse  beider  Krystalle  ist  in  dem  mittleren  mit  der  Makro- 
^*^gonale  parallelen  Streifen  bräunlich,  und  wird  nach  dem  vorderen 
"'^d  hinteren  Rande  zu  farblos.  Bei  dem  Krystalle  Nr.  25  ist  die 
^Durchsichtigkeit  dieser  weissliehen  Ränder  geringer  als  die  der 
'^^unlichen  Mitte. 

Krystall  Nr.  25. 
Die  Fig.  25  A  und  B  stellen  die  beiden  Projectionen,  D  das  Netz 
^^r  am  rechten  Ende  der  Makrodiagonale  gelegenen  Flächen  00  P  und 
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f  P  2,  und  E  die  Bruchfläche  am  linken  Ende  in  halber  linearer  Grösse 
dar.  An  diesem  linken  Ende  ist  der  dem  Berliner  Museum  gehörige 
Krystall  von  einer  unebenen,  ungefähr  dem  Durchgänge  ooPc»  ent- 
sprechenden Fläche  begrenzt;  am  rechten  ausgebildeten  Ende  fimlen 
sich  die  Flächen  der  Pyramide  iP2.  Die  elektrischen  Spaonungeo 
sind  ziemlich  stark. 

Krystall  Nr.  26. 

Dieser  Krystall,  welcher  Fig.  26  in  natürlicher  Grösse  abgebildet 
ist,  wird  auf  der  linken  Seite  von  zwei  mit  cx>P  parallelen  Durch- 
gängen begrenzt.  Am  Ende  der  Brachydiagonale  finden  sich  ausser 
J^Poo  auch  kleine  Flächen  Poo. 

b)  Krystall  von  Marimh(*Tij, 
Krystall  Nr.  27. 
Fig.  27  C  stellt  das  Netz  des  Krystalles  in  natürlicher  Grösse  dar. 
Der  vorliegende  Krystall  hat  ein  ganz  anderes  Aussehen  als  der 
Krystall  Nr.  1 1  ;  w^ährend  Nr.  1 1  rauchgrau  und  nur  durchscheinend 
ist,  zeigt  der  Krystall  Nr.  27  eine  gelbliche  Färbung  und  ziemliche 
Durchsichtigkeit;  jedoch  wird  er  nach  dem  linken  verbrochenen  und 
von  zwei  mit  oo  P  parallelen  Durchgängen  begrenzten  Ende  hin 
undurchsichtig.     Die  elektrische  Erregung  ist  stark. 

6)   Ery  stalle  mit  kleinen  Flächen  ooP. 

Während  bei  den  vorhergehenden  Krystallen  die  positive  Elek- 
tricität  auf  den  Flächen  oo  P  hinreichenden  Raum  für  ihre  Entwickelung 
fand,  und  deshalb  die  von  den  Flächen  Poo  an  den  Enden  der  Makro- 
diagonale gebildete  horizontale  Kante  nebst  diesen  Flächen  Poo  fast 
ganz  negativ  blieb,  tritt  bei  den  jetzt  vorliegenden  Krystallen,  wo  die 
Flächen  oo  P  klein  sind  und  bisweilen  fast  ganz  verschwinden,  die  posi- 
tive Polarität  (ebenso  wie  bei  den  Krystallen  Nr.  22,  23  und  24, 
wo  die  Flächen  ooP  gleichfalls  nur  eine  sehr  geringe  Ausdehnung 
besitzen,)  mehr  oder  weniger  auf  die  von  den  Flächen  Poo  gebildete 
Kante,  sowie  aul*  diese  Flächen  selbst  ül)er;  sie  dringt  ferner,  eben- 
falls wie  bei  den  Krystallen  iNr.  22,  23  und  24  mehr  oder  weniger 
auf  den  von  den  FlächiMi  J  Poo  g(*bildeten  horizontalen  Kanten  und 
aul"  <li(»sen  Flächen  selbst  vor. 

Eiuentlilinilif'lie  Stcinini^cMi   in  der  Hei;ehnässiii;k(Mt  iliM*  el(»ktrisclirn 
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Vertheilung  treten  bei  mehreren  der  zu  dieser  Unterabtheilung 
gehörigen  Przibramer  Krystallen  (wie  Nr.  30  und  31)  auf,  indem 
auf  den  Flachen  OP  die  negative  Elektricität  nicht,  wie  bei  den 
vorheiT^ehenden  Krystallen,  von  dem  ausgebildeten  Ende  der  Makro- 
diagonale  nach  dem  verbrochenen  Ende  hin  ab-,  sondern  zunimmt; 
öfter  sind  die  an  dem  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  ge- 
legenen Theile  dieser  Flächen  sogar  positiv,  und  zeigen  erst  weiter 
nach  dem  verbrochenen  Ende  hin  negative  Spannung.  Auch  auf 
einzelnen  Flächen  I^Poo  zeigen  sich  gewisse  Abweichungen  von  der 
bisher  beobachteten  elektrischen  Vertheilung,  indem  positive  Zonen 
in  die  sonst  negativen  Stellen  eindringen,  und  auch  wohl  eine  ganze 
Fläche  }  Poo  positiv  erscheinen  lassen. 

a)  Krystalle  von  Fdsöbavya. 
Krvstall  Nr.  28. 

Die  Zeichnungen  Fig.  28  A  und  B  stellen  die  beiden  Projectionen 
in  natürlicher  Grösse  dar.  Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Kry- 
stall  Nr.  S8  ist  ringsum  ausgebildet  und  besteht  hauptsächlich  aus 
zwei  parallel  der  Makrodiagonale  verwachsenen  Individuen,  von  denen 
\  jedoch  das  kleinere  wieder  mehrfach  zusammengesetzt  ist.  Seine 
Masse  ist  graulich  weiss  und  durcfasclieinend ,  mit  weisslichen  den 
Fbchen  ooP  3  und  ooP,4  parallelen  Streifen. 

Auf  der  vorderen  Seite  besitzen  die  Flächen  cx>  P  *)  noch  eine 
mlU&ige  Grösse,,  und  mit  diesem  Umstände  hängt  die  negative  Pola- 
rität auf  den  Flächen  Pc»,  wie  sie  namentlich  auf  den  vorderen 
Theilen  der  Flächen  Poo  am  rechten  Ende  erscheint,  zusammen. 

Krystall  Nr.  29. 

Die  Abbildung  Fig.  29  ist  in  naturlicher  Grösse  ausgeführt. 
Der  Fundort  dieses  Krystallbruchstückes  war  nicht  angegeben ;  das- 
selbe kann  aber  nach  seiner  ganzen  Beschaffenheit,  für  welche  be- 
sonders die  eingesprengten  Theilchen  von  Realgar  charakteristisch 
sind,  nur  von  Felsöbanya  stammen.  Seine  Masse  ist  kaum  durch- 
scheinend; sein  Hnkes  Ende  uneben  verbrochen. 


*)  Neben  den  linken  Flächen  ooP  liegt  noch  eine  Fläche  >oii  cx^Pf . 
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b)  KryslaUe  von  Przibram. 
Die  Masse  der  betrefienden  Krystalle,  die  wahrscheinlich  mit 
Nr.  25  und  26  aus  derselben  Grube  stammen,  ist  im  Innern  gelb- 
bräunlich und  unrein,  wird  aber  nach  den  Rändern  hin  farbloser 
und  durchsichtiger.  Es  mag  die  Abbildung  zweier  derselben  genügen; 
beide  Abbildungen  geben  die  natürlichen  Dimensionen. 

Krystall  Nr.  30. 
Das  linke  Ende  dieses  Krystalles  ist  auf  der  hintei-en  Hälfte  von 
einer  ziemlich  ebenen  dem  Durchgange  ool^oo  parallelen  Fläche,  auf 
der  vorderen  Seite  von  einer  weniger  ebenen  dem  Durchgange  ooP 
parallelen  Fläche  begrenzt.  Da  die  Flächen  ooP  am  rechten  au?g(*- 
bildeten  Ende  nur  klein  sind,  so  nimmt  die  positive  Elektricilät  die 
Flächen  Poo  nebst  den  benachbarten  Thoilen  der  Flächen  iPoo  (*in. 
Auf  die  eigenthümliche  elektrische  Vertheilung,  welche  die  beiden 
Krystalle  Nr.  30  und  31  zeigen,  habe  ich  schon  oben  S.  305  auf- 
merksam gemacht. 

Krystall  Nr.  31. 
Am  linken   verbrochenen  Ende   ist  der  Ki-ystall  von   einer  un- 
ebenen mit  dem  Durchgange  c»P  4  parallelen  Fläche  begrenzt. 

B.    Zweite  Abtheilung. 

Die  Krystalle  der  vorhergehenden  ersten  Abtheilung  stellen  mei- 
stens   in  der  Richtung  der  Makrodiagonale    mehr  oder  weniger  ver- 
längerte   Säulen   dar,    haben,    wenn    sie   nicht   ringsum    ausgebildet 
sind,  mit  dem  einen  Ende  der  genannten  Diagonale  am  Gesteine  aut- 
gesessen,   lösen  sich  an  den  Enden  eben  dieser  Axe  gewöhnlich  in 
mehrere   Schneiden    auf    und    erscheinen    aus    zwei   oder   mehreren 
parallel  derselben  verwachsenen  Individuen   zusammengesetzt.     Unter 
den  Kryslallen  der  jetzt  zu  behandelnden  zweiten  Abtheihmg  erscheint 
dagegen  eine  grosse  Zahl  (Krystalle  von  Dufton  und  aus  der  Auvergne 
als  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  sehr  beträchtlich  verlängerte 
Säulen,  die,  wenn  sie  nicht  ringsum  ausgebildet  sind,  mit  dem  einen 
Ende  der  Brachydiagonale   angewachsen  waren.     Ein   anderer  Theil 
der  zu  dieser  Abtheihmü:  ü:ehörenden  Krystalle  stellt  zwar  nahe  oder 
vollkonnnen  rhombische  Tafeln  dar;  dieselben  zeigen  aber  gleichfalls 
ein    in   der    Richtung    der  Brachydiagonale   erfolgtes  Wachsthuni:    es 


\ 
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?gl  entweder  der  Ansatzpunkt  noch  deutlich  an  dem  einen  Ende 
eser  Diagonale  (Nr.  37),  oder* es  lösen  sich  die  Krystalle  an  den 
Qden  derselben  in  oft  sehr  zahlreiche  Spitzen  auf  oder  es  finden 
3h  daselbst  wiederholte  Absätze,  während  die  Enden  der  Makro- 
agonale  rein  und  vollkommen  ausgebildet  sind  (Nr.  33,  38,  39,  40, 
\  und  44).  Nur  in  einigen  aus  der  Auvergne  stammenden  Kry- 
illen  (Nr.  68 — 72)  erscheint  eine  nach  der  Makrodiagonale  ver- 
igerte  Säulenform;  doch  lässt  sich  auch  bei  ihnen  (vergl.  S.  325) 
ae  gleiche  Beschaffenheit,  wie  bei  den  übrigen  Krystallen  dieser 
)theilung  nachweisen. 

Charakteristisch  für  die  elektrische  Vertheilung.  auf  den  Kry- 
äillen  der  ersten  Abtheilung  ist  das  Vorherrschen  der  negativen 
)larität  auf  den  Flächen  OP;  bei  den  ringsum  ausgebildeten  Kry- 
allen  erscheint  höchstens  in  der  Mitte  dieser  Flächen  eine  positive 
me  von  geringer  Ausdehnung;  bei  kurzen  Bruchstücken  fehlt  die- 
Ibe  gänzlich,  bei  längeren  tritt  sie  meistens  nur  in.  der  Nähe  des 
irbrochenen  Endes  auf  den  genannten  Flächen  (oder  dein  an  ihre 
eile  getretenen  Kanten)   auf,  und  bildet  nur  in  wenigen  Krystallen 

« 

Jr.  5,  16,  23  und  24)  eine  etwas  grössere  Zone.  Auf  den  Flächen 
)P  wächst  die  positive  Elektricität  von  dem  Ende  der  Makro- 
agonale  nach  dem  Ende  der  Brachydiagonale  hin. 

In  der  jetzt  zu  behandelnden  zweiten  Abtheilung  herrscht 
agegen  auf  den  Flächen  OP  (oder  den  an  ihre  Stelle  getretenen 
anlen)  die  positive  Elektricität  vor.  Andererseits  zeigt  sich  auf 
en  seitlichen  Flächen  ooP  die  negative  Polarität  stärker  und  in 
iderer  Weise  vertheilt  als  auf  den  Krystallen  der*  ersten  Abtheilung; 
e  wächst  auf  ihnen  in  der  Richtung  von  der  Makrodiagonale  nach 
i?r  Brachydiagonale.  Es  haben  also  diese  Flächen  oo  P  in  der 
»Veiten  Abtheilung  durch  das  Wachsthum  nach  der  Brachydiagonale 
ne  andere  Beschaffenheit  angenommen  als  in  der  ersten,  wo  das 
'achsthum  nach  der  Makrodiagonale  stattfand.  Durch  diese  Um- 
Siode  erhält  die  gesammte  Vertheilung  der  Elektricität  auf  den  Kry- 
illen  der  zweiten  Abtheilung  einen  anderen  Charakter  als  auf.  den 
ystallen  der  ersten.  Es  kann,  wie  sich  später  zeigen  wird,  der 
lerschied  in  der  elektrischen  Vertheilung  auf  den  Krystallen  der 
den  Abtheilungen  so  weit  gehen,  dass  auf  entsprechenden  Flächeu 


von  Krystallen  der  ersten   uod  der  zweiten  Abtheilung  gerade  eot- 
gegengesetzte  Elektricitäten  beobachtet  werden. 

Ich  werde  die  Krystalle  dieser  zweiten  Abtheiiung  in  zwei 
Gruppen  trennen,  1)  in  solche  von  vollkommen  oder  sehr  nahe 
rhombischem  Querschnitte,  und  2)  in  solche,  welche  die  Form  yod 
Säulen  oder  von  u^ehr  oder  weniger  dicken  rectangulären  Tafeln 
besitzen. 


or.   Kryitalle  von  nahe  rhombitohem  ftnereohnitta. 

a)  Kryslalle  von  Töpliiz. 

Die  Schwerspathkrystalle  von  Töplitz  stellen  eine  Combination 
der  Gestalten  OP,  <»P,  ->Poo,  Poo  und  Poo  dar.  Ihre  Masse  ist 
gelblichbraun,  von  geringer  Durchsichtigkeit. 

Unter  den  fünf  von  mir  untersuchten  Krystallen  ist  nur  einer 
(Nr.  32)  ringsum  ziemlich  vollkommen  ausgebildet ;  die  übrigen 
vier  (Nr.  33  —  36)  zeigen  eine  eigenthümliche  Bildung:  es  liegt 
n[lmlich,  wie  auf  den  angeschlagenen  Durchgangsflächen  sichtbar 
wird,  innerhalb  der  gelblichbraunen  Masse  ein  gelblich  weisser  un- 
durchsichtiger Kern,  dessen  Begrenzungsflächen  bei  drei  Krystallen 
den  äusseren  Krystallflächen  genau  parallel  laufen,  bei  dem  vierten 
(Nr.  35)  aber  in  ihrer  Richtung  etwas  abzuweichen  scheinen. 

Ein  vollkommen  ausgebildeter  Krystall  dieses  Fundortes  (Nr.  32) 
zeigt  zwar  im  Allgemeinen  dieselben  elektrischen  Pole,  wie  wir  solche 
auf  den  vollständigen  Krystallen  von  Przibram  (Nr.  1 — 4)  beobachtet 
haben,  jedoch  mit  den  schon  zuvor  anyogebenon  Modificationen. 

Die  Flächen  0  P  (Fig.  32)  sind  fast  gänzlich  positiv  und  es  ver- 
breitet sich  auch  diese  positive  Spannung  mehr  oder  weniger  auf 
die  anliegenden  Theile  der  Flächen  Poo;  dagegen  findet  sich  auf 
den  Flächen  {  P  oo  und  P  oo  an  den  Enden  der  Brachydiagonale, 
ferner  auf  den  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  von  den  Flächen 
Poo  gebildeten  horizontalen  Kanten  nebst  den  Flächen  Pc»  oder 
wenigstens  ihren  an  diese  Kanten  grenzenden  Theilen,  sowie  auf 
dem  grössten  Theile  der  Krystallflächen  ooP  negative  Elektricität ; 
nur  auf  den  in  der  Nähe  der  eben  bezeichneten  Kanten  gelegenen 
Theilen  der  Flächen  ooP  erscheint  noch  positive  Polarität  in  geringer 
Ausdehnung  und  Stärke.     Sowohl  die  Enden  der  Makrodiagonale  als 
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auch  die  Enden  der  Brachydiagon^le  sind  also,  ebenso  wie  bei  den 
zuvor  bezeichneten  Przibramer  Krystallen  negativ. 

Unter  den  unvollständigen  Krystallen  zeigt  Nr.  33  noch  deutlich 
die  treppenförmige  Bildung  an  dem  Ende  der  Brachydiagonale ,  und 
gleicht  daher  auch  in  seiner  elektrischen  Yertheilung  dem  Kry stalle 
Nr.  32.  Dagegen  ist  an  den  drei  übrigen,  allerdings  nur  sehr  unvoll- 
ständigen Bruchstucken  das  eine  vorhandene  Ende  der  Brachydiago- 
nale vollkommen  gebildet,  und  Nr.  35  zeigt  sogar  eine  Verlängerung 
nach  der  Makrodiagonale.  Diese  Bruchstücke  scheinen  also  in  die 
Form  der  ersten  Abtheilung  überzugehen  und  dem  entspricht  auch 
ihre  elektrische  Vertheilung:  auf  den  Flächen  OP  wird  die  positive 
Elektricität  zurückgedrängt  und  kommt  bei  kürzeren  Bruchstücken 
auch  wohl  gar  nicht  mehr  zur  Erscheinung;,  dagegen  sind  die  Flächen 
ooP  wieder  positiv  und  es  verbreitet  sich  diese  positive  Polarität  auch 
über  die  Flächen  4P00  und  Poo  an  dem  ausgebildeten  Ende  der 
Brachydiagonale. 

Die  Krystalle  Nr.  34,  35  und  36  hätten  daher  sowohl  nach  ihrer 
Bildung  als  auch  nach  ihrer  elektrischen  Vertheilung  in  die  erste  Ab- 
theilong  gestellt  werden  sollen ;  ich  mochte  sie  aber  von  dem  Krystalle 
Nr.  33,  welcher  ihnen  in  der  Beschaffenheit  seiner  Masse  völlig 
gleidit,  nicht  trennen,  um  den  Uebergang  der  elektrischen  Verthei- 
lung deutlicher  hervortreten  zu  lassen.  Auf  Nr.  32  erscheint  die 
positive  Elektricität  auf  den  Flächen  00  P  nur  schwach  in  der  Nähe 
der  makrodiagonalen  Enden;  auf  Nr.  33  hat  sie  sich  schon  weiter 
ausgedehnt,  und  auf  Nr.  34,  35  und  86  verbreitet  sie  sich  über  die 
ganzen  Flächen  00P  und  selbst  über  die  Flächen  4  Pc»  und  Poo. 

Als  einer  dieser  Krystalle  (Nr.  36)  parallel  dem  Durchgänge  OP 
in  der  Mitte  zersprengt  wurde,  so  zeigten  die  beiden  Durchgangs- 
techen OP  (Fig.  36  /und  iSO  negative  Elektricität.  Auf  den  angcschlägent^n 
Dörchgängen  00  P  tritt  vorzugsweise  positive  Spannung  auf. 

Kryslall  Nr.  M. 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  32  ist  ringsum 
ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  am  mangelhaftesten  erscheinen  die 
untere  Fläche  OP  und  die  Fläche  (»P  3.     Fig.  32  C  stellt  sein  Netz 
m  natürlicher  Grösse  dar. 
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Krystall  Nr.  33. 
Der  Krystall  Nr.  33,  dessen  Netz  Fig.  33  C  nur  in  halber  linear-^r 
Grösse  gezeichnet  worden,  ist  an  Stelle  der  Fläche  ooP^3  von  ein^m 
mit  ihr  parallelen  Durchgange  begrenzt;   die  Fläche  ooP  4   ist  mam- 
gelhafl  ausgebildet.     In  der  Zeichnung  stellt  das  Rechteck  aßyd  auf 
dem  Durchgange  ooP  3   den  Umriss   des  oben   erwähnten  gelblicli- 
weissen  Kernes  dar.    Auf  der  unteren  Fläche  0  P  und  auf  der  Fläche 
ooP,2  liegt  eine  undurchsichtige  dünne  Platte  von  hellerer  Farbe  als 
die  übrige  braungelbe  Masse  des  Krystalles. 

Krystall  Nr.  ;U. 
Die  Flächen  ooP,2  und  ooP  3  sind  Durchgänge;  die  Fläche  ooP^  * 
ist  theils  verbrochen,  theils  sehr  mangeltiaft  ausgebildet.  Das  Rcchlecrk 
aßyd  in  den  Durchgangsflächen  oo P, 2  und  oo P  3  deutet  den  innerT^ 
undurchsichtigen  Kern  an ;  er  dringt,  wie  die  Zeichnung  in  der  Fläcl^® 
cx)P  2  nachweist,  ungefähr  3™  tief  ein.  Das  Netz  ist  in  Fig.  34  ^ 
in  natürlicher  Grösse  entworfen. 

Krystall   Nr.  35. 

Die  untere  Fläche  OP  dieses  Krystalles  ist  mangelhaft  ausge^*^ 
bildet;  die  Flächen  ooP  2  und  ooP  3  sind  etwas  unebene  Durch-^^ 
gangsflächen.     Fig.  35  C  stellt  das  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar. 

Krystall   Nr.  :J6. 

Der  Krystall  Nr.  36  war  nur  am  vorderen  und  am  rechten  Ende 
thcilweise  ausgebildet;  Fig.  36  A  und  B  stellt  ihn  in  seinen  beiden 
Projectionen  dar;  die  mit  H  bezeichneten  seitlichen  Flächen  sind 
unebene  Bruchflächen. 

Er  ward  zunächst  in  der  Richtung  aß  nach  dem  Durchgange 
cx)P,3  zersprengt;  die  an  dem  vorderen  grössern  Stücke  entstandene 
Durchgangsfläche  ooP  3  (Fig.  36  F)  war  fast  ganz  positiv;  die  am 
kleineren  Stücke  entstandene  Durchgangsflüche  oo  P,  1  (Fig.  36  G) 
dagegen  in  ihrem  grössten  Theile  negativ. 

Darauf  wurde  das  vordere  Stück  in  seiner  Mitte  parallel  dem 
Durchgange  OP  zersprengt;  beide  so  entstandenen  Durchgangsflächen 
OP  (/  am  oberen,  K  am  unteren  Stücke)  waren  negativ  und  zwar 
mit  Bezug  auf  die  Projectiou  A  in  abnehmender  Stärke  nach  rechts 
und  nach  hinten  zu. 
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b)  Krystalle  von  Felsöbanya. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  werden  hauptsächlich  von  den  Flächen 
OP  und  cx)P  begrenzt;  nur  untergeordnet  treten  die  Gestalten  i-Poo, 
Poo,  ooPoo  und  ooPoo  auf.  Ihre  Masse  ist  weisslich-  oder  gelblich- 
grau gef^bt  und  mehr  oder  minder  durchsichtig. 

Auf  ringsum  ausgebildeten  Krystallen  wird  folgende  elektrische 
Yertheilung  beobachtet:  die  grossen  Flächen  OP  sind  positiv,  und 
zwar  nimmt  die  positive  Spannung  von  der  Mitte  nach  den  Rändern 
hin  ab.  Dagegen  zeigen  die  Flächen  ooP  gewöhnUch  überall  nega- 
tive Elektricitäl,  deren  Intensität  von  den  Enden  der  Makrodiagonale 
nach  den  Enden  der  Brachydiagonale  hin  wächst;  auch  greift  diese 
negative  Elektricität  zum  Theil  an  den  Rändern  auf  die  Flächen 
OP  über. 

Ist  ein  solcher  Krystall  an  den  Seiten  verbrochen,  so  findet 
sich  auf  den  Flächen  OP  in  der  Nähe  der  verbrochenen  Ränder 
starke  positive  Spannung;  die  durch  den  Bruch  entstandenen  Durch- 
gangsflächen oo  P  bleiben  je  nach  ihrer  Lage  zum  vollständigen  Kry- 
stalle entweder  negativ  oder  gehen  mehr  oder  weniger  ins.  Positive 
über;  dabei  ändert  sich  die  elektrische  Spannung  auf  diesen  Durch- 
gangsflächen in  der  Weise,  dass  sie  in  negativem  Sinne  von  den 
Enden  der  Makrodiagonale  nach  den  Enden  der  Brachydiagonale 
hin  wächst. 

Andererseits  habe  ich  aber  Krystallbruchstücke  (Nr.  43)  beobachtet, 
bei  denen  die  ausgebildeten  Krystallflächen  ooP  zum  grössten  Theile 
positiv  sind,  und  nur  auf  den  in  der  Nähe  der  Enden  der  Makrodia- 
gonale gelegenen  Theilen  sammt  den  daselbst  befindlichen  Flächen  j^oo 
negative  Elektricität  auftritt.  Eben  diese  negative  Polarität  erscheint 
dann  auch  auf  den  an  die  Krystallflächen  ooP  grenzenden  Rändern 
der  Flächen  0  P  in  etwas  grösserer  Ausdehnung  als  bei  Krystallen, 
wo  die  Flächen  ooP  negativ  sind.  Der  übrige  Theil  der  Flächen  OP 
bleibt  positiv,  und  zwar  in  wachsender  Spannung  gegen  die  ver- 
brochenen Ränder  hin.  Auf  den  durch  Bruch  entstandenen  Durch- 
^ngsflächen  ooP  nimmt  die  positive  Elektricität  ab  und  geht  mehr 
oder  weniger  in  die  negative  über. 

Wird  ein  Krystall  dieser  Gruppe  in  seiner  Mitte  parallel  mit  dem 
Dorchgange  OP  zersprengt,  so  zeigen  beide  Durchgangsflächen  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  negative  Polarität. 


Der  ringsam   ausgebildete  Krystall   Nr.  37,   dessen   beide  Pro — 
jectionen  Fig.  37  in  halber  Grösse  gezeichnet  sind,  trägt  am  hinteren^: 
Ende  der  Brachydiagonale  noch   ein   Bruchstück  des   Gesteins, 
welchem  er  festgesessen  hat.     Der  mittlere  Theil  desselben  erscheini 
durch  eine  von  dem  Anheftnngspunkte  ausgehende  strahlige  Impräg- 
nation mit  feinem  Grauspiessglanzerze  nahezu  schwärzlichgrau,  wäh- 
rend der  umliegende  Rand  farblos  und  ziemlich  durchsichtig  ist; 
auch  der  mittlere  Theil  ist  in  seiner  Masse  ebenso  farblos  und  durch — 
sichtig,   und   erhält  das  eben  beschriebene  Aussehen  nur  durch  die 
inliegenden  schwärzlichen  Nadeln. 

Die  obere  Fläche  OP  zeigt  einen  stärkeren  Glanz  als  die  untere, 
und  besitzt,  wohl  im  Zusammenhange  damit,  auch  eine  stärkere 
positive  Spannung  als  die  untere. 

Krystall   Nr.  38. 

Die  vier  folgenden  Krystalle  sind  von  emer  und  derselben  Druse 
abgebrochen  worden.  Das  Netz  Fig.  38  und  die  Projection  Fig.  41 
sind  in  natürlicher,  die  beiden  Netze  39  und  40  aber  in  halber 
linearer  Grösse  gezeichnet  worden. 

Der  Krystall  Nr.  38  ist  ringsum  von  Krystallflächen  begrenzt, 
mit  Ausnahme  der  Fläche  c»  P,  2 ,  welche  von  einem'  Durchgange 
gebildet  wird. 

Krystall  Nr.  39. 

Auch  der  Krystall  Nr.  39  war  von  Krystallflächen  begrenzt, 
nur  bildete  an  Stelle  der  Fläche  ooP,2  eine  unregelniüssige  Bruch- 
lUtche  mit  ansitzenden  fremden  Krystallniasscn  die  Begrenzung.  Die 
untere  Fläche  OP  und  die  Flächen  ooP/1  und  ooP, 3  zeigen  Kin- 
drücke von  anderen  Kryslallen. 

In  Fig.  39  C  sind  die  Beobachtungen  an  dem  Krystalle  in  dem 
eben  beschriebenen  Zustande  eingetragen.  Später  wurde  derselbe  in 
der  Richtung  aß  parallel  dem  Durchgange  (X)P  zersprengt.  Fig.  39  F 
stellt  die  an  dem  grösseren  und  Fig.  39  G  die;  an  dem  kleineivn  Stücke 
entstandene  Durchgangsfläche  mit  den  auf  ihnen  beobachteten  elek- 
trischen Spannungen  dar.  Die  mit  gleichen  Buchstaben  bezeichneten 
Punkte  haben  vor  der  Zersprengung  auf  einander  gelegen.  Auf  der 
Fläche  F  nimmt  die  negative  Spannung  von  ßß'  gegen  aoc',  und  auf 
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der  Fläche  G  von  aa  gegen  ftß'  hin  zu.  Auf  beiden  Durchgangs- 
flachen  wächst  also  die  negative  Intensität  in  der  Richtung  von  dem 
Ende  der  Makrodiagonale  nach  dem  Ende  der  Brachydiagonale,  wie 
dies  auch  auf  den  unverletzten  Krystallflächen  stattfindet;  denn  wäh- 
rend die  Kante  aa  am  grossen  Stück  am  Ende  der  Brachydiagonale 
liegt,  tritt  die  gleiche  Kante  aa  am  kleinen  Stück  an  das  Ende  der 
Makrodiagonale. 

Krystall  Nr.  40. 
Dieser  Krystall  ist  auf  der  linken  Seite  unregelmässig  verbrochen ; 
die  drei  vorhandenen  Flächen  ooP  sind  Kr^stallflächen.    Die  Flächen 
OP  zeigen  Eindrücke  anderer  Krystalle. 

Krystall  Nr.  44. 

An  dem  Krystallbruchstücke  Nr.  41  waren  nur  die  beiden  Flächen 
OP  und  die  eine  Seitenfläche,  ooP2,  Krystallflächen ;  die  übrigen 
seitlichen  Begrenzungen  wurden  theils  von  Durchgängen,  theils  von 
unregelmässigen  Bruchflächen  gebildet. 

In  Fig.  4 1  A  ist  nur  die  Ansicht  der  oberen  Fläche  0  P  nebst  der 
auf  ihr  beobachteten  elektrischen  Vertheilung  abgebildet. 

Der  Krystall  wurde  später  in  seiner  Mitte  parallel  mit  OP  zer- 
sprengt; die  beiden  entstandenen  Durchgangsflächen  zeigten  in  ihrer 
ganzeo  Ausdehnung  negative  Spannungen. 

Krystall  Nr.  42. 
Die  xMasse  dieses  Krystalles   ist  gelblicher   als   die  der  vorher- 
gehenden und  kaum  durchscheinend.     Fig.  42  stellt  ihn  wegen  seiner 
ausserordentlichen   Grösse    nur    in    ^    linearer  Grösse    dar.     Er    ist 
ringsum  von  Krystallflächen  begrenzt^  mit  Ausnahme  der  Fläche  cx)P  3, 
welche  von  einem   sehr  ebenen  Durchgange  gebildet  wird;    ausser- 
dem ist  die   Fläche  oo  P,  4    mangelhaft   ausgebildet.     Bei  a  ist   ein 
anderer  Schwerspathkiystall  eingewachsen.    Das  eine  an  der  rechten 
Seite  vorhandene   Ende  der  Makrodiagonalc   ist  vollkommen   ausge- 
bildet, während  beide  Enden  der  Brachydiagonale  äusserst  zahlreiche 
Spitzen  und  Absätze  zeigen. 

Krystall   Nr.  43. 
Die  Masse  dieses  Bruchstückes,  dessen  Netz  Fig.  43  C  in  halber 
Grösse  dargestellt  ist,  kommt  in  ihrer  Farbe  den  oben  beschriebenen 


Krystallen  Nr.  38  bis  41  nahe,  ist  aber  nur  durchscheinend.    Die  B( 


grenzung  wird  von  Krystallflächen  gebildet  mit  Ausnahme  der  Fläche  i 
ooP,3  und  ooP,4,  welche  durch  Spaltung  entstanden  sind. 

Auf  der  unteren  Fläche  OP  ist  am  Rande  nach  den  Flächen  cx)P,    ^ 
und  ooP  2  hin  die  negative  Elektricität  stärker  ausgebreitet  als  ausf 
der   oberen.     Während  bei   den  vorhergehenden  Krystallen   auf  d^wi 
Flächen  ooP  die  negative  Elektricitüt  in  der  Richtung '  von  dem  Endie 
der   Makrodiagonale   nach    dem  Ende    der   Brachydiagonale   wuchs, 
nimmt  auf  der  Fläche  ooP  1   des  vorliegenden  Krystalles  die  positive 
Spannung  in  derselben  Richtung   ab,   was  also  eine  Aenderung  der 
elektrischen  Intensität  auf  diesen  Flächen  in  gleichem  Sinne  darstellt. 
Auf  den  Durchgangsflächen  ooP^3  und  ooP  4  tritt  die  negative  Elek- 
tricität in  ziemlicher  Ausdehnung  hervor. 

Das  Fig.  43  C  abgebildete  Bruchstück  war  durch  Zerspringen 
eines  grösseren  Krystallbruchstückes  entstanden ;  ein  dabei  gebildetes 
zweites  Bruchstück  (in  der  Fig.  43  mit  F  bezeichnet)  von  nahe  rhom- 
bischem Querschnitte  hatte  in  der  Länge  a/?  an  dem  Fig.  43  C 
gezeichneten  Bruchstücke  angesessen.  Da  dieses  zweite  Bruchstück 
nahe  der  Mitte  des  Krystalles  angehörte,  so  zeigten  beide  an  ihm 
befindliche  Krystallflächen  OP  eine  starke  positive  Spannung,  die 
auch  an  den  Rändern  sich  erhielt.  Später  zersprang  dieses  zweite 
Bruchstück  F  ungefähr  in  seiner  Mitte  parallel  mit  OP;  die  beiden 
so  entstandenen  Durchgangsflächen  OP  zeigten  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung negative  Polarität. 

c)  Krystall  von  Przibram, 
Krystall   Nr.  44. 

Auch  in  Przihrani  finden  sich  Kryslallc  von  derselben  Form, 
wie  die  oben  beschriebenen;  sie  sliinmon  in  ihrer  elektrischen  Ver- 
tlieilung  mit  den  vorhergehenden  Nr.  38 — 42  überein. 

Der  Krystall  Nr.  44,  dessen  Netz  Fig.  44 C  in  natürlicher  Grösse 
darstellt,  gehört  dem  Prager  Museum;  er  ist  graulich  und  kaum 
durchscheinend.  Seine  äussere  Begrenzung  wird  überall  von  Kry- 
stallflächen gebildet,  mit  Ausnahme  von  ooP,  3,  welche  durch  Spal- 
tung entstanden  ist. 
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ß.    Säulenförmige  oder  rectaagoläre  tafelförmige  Slry stalle. 
a)  KrysUdle  von  Dufion  in  England. 

Die  Krystalle  von  Dufton  sind  theils  farblos  und  dann  oilt  sehr 

rein   und   durchsichtig,    theils    mehr    oder   weniger    rauchgrau    und 

wenig  durchsichtig  oder  nur  durchscheinend.    In  grosser  Ausdehnung 

treten   bei   ihnen  die  Flächen  OP,   Poo  und  4^Poo  auf,   denen   sich 

meistens  nur  in  geringer  Grösse  die  Flächen  ooP,   Poo,   tPoo  und 

ooPcx)  anschUessen. 

Bei  rechtwinklig  tafelförmigen  Krystallen  (Nr.  53)  sind  öfter  die 
rechten  und  linken  Ränder  (an  den  Enden  der  Makrodiagonale)  in  zahl- 
lose mehr  oder  weniger  feine  Spitzen  aufgelöst;  infolge  dessen  erscheinen 
die  Flächen  ooP  und  ^Voo  völlig  matt.  Von  dieser  Bildung  zeigen 
sich  auch  bei  grösseren  säulenförmigen  Krystallen  ^)  noch  Andeutungen 
in  dem  mehr  oder  weniger  gekerbten  Zustande  der  von  den  Flächen 
Pc»  gebildeten  Kanten  oder  der  sie  abstumpfenden  Flächen  ooPoo. 

Oben  S.  278  habe  ich  bereits  erwähnt,  dass  die  ringsum  ausge- 
bildeten Krystalle  dieses  Fundortes  häufig  an  den  Enden  der  Brachy- 
diagonale  eine  verschiedene  Gestaltung  zeigen. 

Die  elektrischen  Vorgänge  gestalten  sich  auf  den  Duftoner  Kry- 
stallen sehr  einfach:   die  Flächen  OP   und   ein  mehr  oder  weniger 
grosser  Theil  der  Flächen  4  P  cx>  sind  positiv ;  dagegen  erscheinen  die 
durch  die   Flächen   4^  P  oo   oder  P  oo   an   dem   gut   auskrystallisirten 
Ende  der  Brachydiagonale  gebildeten  horizontalen  Kanten  sammt  den 
anliegenden  Theilen  der  Flächen  4^Poo  oder  Poo  negativ;  und  eben 
diese  negative   Polarität   findet  sich   meistens   auch,  jedoch   nur   in 
sehr  geringer  Stärke,   auf  den  Flächen  des  Brachydomas  Pc».     Nur 
hei  tafelförmigen  Krystallen.  und  namentlich,  wenn  die  an  den  Enden 
der  Makrodiagonale  liegenden  horizont-alen  Kanten  in  zahlreiche  Spitzen 
aufgelöst  sind  (Krystall  Nr.  53),  zeigt  sich  auf  diesen  Kanten  die  nega- 
tive Elektricität  in  stärkerem  Grade.     Treten  bei  solchen  Krystallen 
die  matten  Flächen  cx>P  in  nicht  zu  geringer  Grösse  auf,  so  erscheint 
auf  ihnen   die    positive   Elektricität    mit    ziemlich    grosser   Intensität, 
während  bei  den  säulenförmigen  Krystallen  die  Flächen  ooP  in  das 
Bereich  der  negativen  Polarität  gezogen  werden. 


*]   Siehe  oben  S.  278. 


Wird   ein  ziemlich   dicker  Dufloner   Krystall    parallel    mit  d^m 
Durchgange  OP  so  gespalten,  dass  das  eine  Stück  nur  eine  gerii^ge 
Dicke  besitzt,  so  erscheint  an  diesem  Stücke  die  Durchgangsfläche  OP 
negativ;  die  Durchgangsfldche  an  dem  grossen  Stücke  dagegen,  welolie 
an  der  eben  zuvor  genannten  Durchgangsflliche  des   kleinen  Stückes 
angelegen   hatte ,    behält   noch  die   positive   Elektricität ,   wie   solclie 
sich   auf   der  Krystallfläche   OP   findet.      Hat   die   Spaltung    paral/e/ 
OP  mehr  nach  der  Mitte  des  Krystalles  stattgefunden,   so  zeigt  sieli 
die  Durchgangsfläche  am  kleineren  Stücke,  wie  vorhin,  negativ;  an 
dem  grösseren  dagegen  ist  sie  entweder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
ebenfalls  negativ  oder  zeigt  an  der  vorderen  Seite  des  ausgebildeten 
Endes  noch  eine  positive  Zone. 

Werden  an  einem  ziemlich  dicken  Krystalle  auf  der  hinteren 
Seite  die  Durchgänge  cx)P  angeschlagen,  so  erscheinen  die  Durch- 
gangsflächen nebst  der  von  ihnen  gebildeten  verticalen  Kante  positiv; 
bei  tafelförmigen  Krystallen  dagegen  zeigten  sich  diese  Durchgänge 
bei  einigen  negativ,  bei  anderen  positiv,  was  wohl  mit  ihrer  Lage 
im  ganzen  Krystalle  zusammenhängt. 

Krystall  Nr.  45. 
Die  Form  dieses   in   natürlicher  Grösse   abgebildeten   Krystalles 
ist  bereits  oben  S.  279  genauer  beschrieben  worden. 

Krystall   Nr.  46. 
Auch  die  Gestalt  dieses  Krystalles  findet  sich  oben  S.  278  näh(>r 
angegeben.     Die  Zeichnungen  slollen  ihn  in  halber  Grösse  dar. 

Krystall    Nr.  47. 

Die  genauere  Beschreibung  seiner  Form  s.  oben  S.  279.  Die 
Projectionen  sind  Fig.  47  in  halber  Grösse  ausgeführt  worden. 

Auf  dem  mangelhaft  ausgebildeten  Theile  der  unteren  Fläche  OP 
zeigt  sich  negative  Elektricität. 

Krystall   Nr.  48. 
Der  Fig.  48  ebenfalls  in  halber  Grösse   abgebildete  Krystall    ist 
ringsum    ausgebildet  mit  Ausnahme  des  hinteren  Endes  der  Biacliv- 
diagonale,  wo  sich  eine  unebene  Bruchnuclie  //  findet. 
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Krystall  Nr.  49. 

Ein  Krystall  von  ungefähr  6*^"  Länge,   2*"  Breite  und  2^"  Dicke 
zersprang  bei  selir  starkem  Erhitzen  in  einige  grössere  und  zahllose 
kleineio  Stücke.     Die  grösseren  Stücke  wurden  einer  genauen  UntcM*- 
suchung    unterworfen,    und  ich  lasse  hier  die  Resultate  der  auf  den 
Üurehgangsflächen  OP   bei  vier  derselben  gemachten  Beobachtungen 
folgen.     Zuvor  sei  noch  bemerkt,  dass  der  Krystall  vor  seinem  Zer- 
springen  die   auf  den   früher  beschriebenen  Krystallen   Nr.  45  —  48 
beobachtete  elektrische  Vertheilung  zeigte;   es   waren   also  die  Kry- 
stallflächen  OP  positiv,  ebenso  der  grösste  Theil  der  Flüchen  ^Poo; 
negative  Elektricilüt   fand  sich  nur  an  dem  vorderen  Ende  der  Bra- 
chydiagonale   auf  den    schmalen   Flächen   Poo    und   der   von    ihnen 
gebildeten    Kante ;    auf  den   Flüchen    P  oo  waren    nur   Spuren    von 
negativer  Spannung  wahrzunehmen,  und  bei  einem  Versuche,  durch 
sehr  starke   Erhitzung   diese   Spannung   zu   steigern,    zersprang   der 
Krj  stall. 

K\  Auf  der  oberen  Seite  war  am  vorderen  Ende  eine  2,5""  dicke 
und  17™  lange  Platte  abgesprungen;  dieselbe  trug  oben  die 
Krystallfläche  OP,  vorn  die  Fläche  iPcx>,  an  den  Seiten  die 
Flächen  Poo  und  war  unten  von  dem  mit  OP  parallelen  Durch- 
gänge begrenzt.  Die  obere  Krystallfläche  OP  uebst  der  vor- 
deren Fläche  J^  P  OQ  waren  positiv,  die  untere  Dm'chgangsQäche 
OP  aber  negativ. 

2)  Ebenso  verhielt  sich  ein  gleichgestaltetes  Stück,  das  auf  der 
unteren  Seite,  gleichfalls  am  vorderen  Ende,  aus  der  Fläche  0  P 
herausgesprungen  war. 

3)  Ein  drittes  grösseres  Stück  von  1 2""  Dicke  gehörte  ebenfalls  dem 
vorderen  Ende  der  Brachydiagonale  an;  Fig.  49  stellt  seine 
Projection  (von  oben  gesehen)  nebst  den  auf  dieser  Seite 
beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar.  Am  vorderen  Ende 
trug  es  noch  die  von  den  Flächen  Poo  gebildete  Kante.  Auf 
der  unteren  Seite  wurde  es  von  einer  DurchgangsQäche  OP 
begrenzt.  Die  obere  Fläche  OP  war  eine  Durchgangsfläche, 
von  welcher  sich  das  oben  unter  1  beschriebene  Stück  abge- 
löst  hatte.  Die  obere  Durchgangsfläche  OP,  welche  also  2,5"" 
unter  der  ursprünglichen  Krystallfläche  gelegen   hatte,   zeigte 
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sich  positiv;  die  untere  Durchgangsfläche  OP  war  dagegen 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 

Später  wurde  dieses  Stück  nochmals  parallel  dem  Durc 
gange  OP  zersprengt;  die  obere  Platte  hatte  5™,  die 
7"°  Dicke.  Die  untere  Durchgangsfläche  am  oberen  Stüc 
war  überall  negativ,  die  obere  Durchgangsfläche  am  unter 
Stücke  dagegen  noch  überall  positiv. 
4)  Auf  der  oberen  Seite  des  ursprünglichen  Krystalles  war  (ermer 
am  hinteren  Ende  ein  11,5""  dickes  und  25""  langes  StUci 
abgesprungen ;  oben  trägt  dasselbe  also  die  Krystallfläche  0  P, 
sowie  seitlich  die  Krystall flächen  Poo;  auf  der  unteren  Seile 
wird  es  von  dem  mit  OP  parallelen  Durchgange  begrenzt.  Die 
obere  Krystallfläche  OP  ist,  wie  sonst,  positiv,  die  untere 
Durchgangsfläche  OP  dagegen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
negativ. 

Krystall  Nr.  50. 
Ein  6,5^"  langer,  2,7*^"  breiter  und  1,8^  dicker  Krystall  zer- 
sprang parallel  mit  dem  Durchgange  OP  in  zwei  Stücke;  das  obere 
war  11"",  das  untere  7""  dick.  An  dem  oberen  dickeren  Stücke 
zeigte  sich  die  untere  Durchgangsfläche  OP,  welche  Fig.  50 F  in 
halber  Grösse  darstellt,  fast  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv; 
nur  nach  hinton  zu  trat  eine  schmale  negative  Zone  auf.  Die 
obere  DurchgangsflUche  OP  an  dem  unteren  nur  7""  dicken  Stücke 
(Fig.  50  G)  war  dagegen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 

Krystall    Nr.  51. 

An  einem  sehr  klaren  Krystalle  von  4^"  Länge  und  2^"  Dicke, 
der  die  gewöhnliche  elektrische  Vertheilung  der  DuPtoner  Krystalle 
zeigte,  wurden  zuerst  die  beiden  Durchgänge  ooP  auf  der  hinteren 
Seite  angeschlagen,  so  dass  der  Krystall  noch  eine  Länge  von  2,7*"" 
behielt;  beide  Durchgänge  sammt  der  von  ihnen  gebildeten  verticaleu 
Kante  waren  positiv. 

Darauf  wurde  der  Krystall  parallel  mit  dem  Durchgange  OP 
zersprengt;  das  obere  Stück  war  8"*"",  das  untere  12""  dick;  die 
Durchgangsfläche  0  P  auf  der  unteren  Seite  des  oberen  Stückes 
(Fig.  51  F)  zeigte  überall  negative,  dagegen  die  obere  Durchgangs- 
fläche 0  P  am  unteren  dickeren  Stücke  (G)  nur  auf  dem  hinteren 
Theile  negative,  auf  dem  vorderen  aber  positive  Elektricität. 
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Krvstall   Nr.  5?. 
Ein  6,3""  langer,  3,3'"  breiter  und  2,5'"  dicker  Krystall,  dessen 
Projection  von  oben  gesehen,  in  Fig.  32  A  in  halber  Grösse  abgebildet 
ist,  war  an  dem  vorderen  Ende  der  Brachydiagonale  vollständig,  am 
hinteren  aber  nur  unvollkommen  ausgebildet:  er  hatte  daselbst  theil- 
weise  angesessen,  theils  war  ein  anderer  Krystall  in  ihn  eingedrungen. 
Er  wurde  nach  der  punktirt  gezeichneten  Linie  aß  zerbrochen;   die 
einige  Absätze   enthaltenden   Bruchfliichen   wurden  von  •  dem  Durch- 
gange ooP  gebildet.     Die  Bruchfläche  an  dem  vorderen  Stücke  war 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv,  die  andere  am  hinteren  Stücke 
befindliche  zum  grössten  Theile  negativ;  nur  auf  ihrer  rechten  Seite 
m  der  Nähe  von  ß)  zeigte  sich  positive  Elektricität. 

Krvstall  Nr.  53. 

« 

Die  Zeichnungen  Fig.33>l  und  B  stellen  den  flachen  tafelförmigen 
i^rvstall  Nr.  33  in  halber  Grösse  dar.  Auf  dem  rechten  und  linken  Rande 
sind  die  Flächen  Poo  in  zahlreiche  feine  Spitzen  aufgelöst,  der  Krystall 
erscheint  gewissermassen  aus  feinen,  der  Makrodiagonate  parallelen 
Fasern  zusammengesetzt;  infolge  dii^ser  Bildung  sind  die  beiden  Kry- 
stallflächen  oo  P,  1  und  oo  P,  4  so  wie  die  vorderen  Flächen  J^  P  oo  matt. 
Die  mit  ooP,2  und  ooP  3  parallelen  Flächen  sind  ebene  Durchgänge. 
Die  Flächen  0  P ,  besonders  die  untere ,  sind  an  manchen  Theilen, 
namentlich  infolge  des  Anliegens  anderer  Schwerspathmassen ,  man- 
gelhaft ausgebildet. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  farblos  und  durchsichtig.   Die  elek- 
trische Erregung   ist  beträchtlich   stärker   als   auf  den   übrigen  Kry- 
.^len  dieses  Fundortes   und  eben  dies  gilt  auch  von  anderen  der- 
2selben  Krystalldruse  entnommenen  Bruchstücken. 

Während  bei  dem  Fig.  33  abgebildeten  Krystalle  die  Durchgänge 
ooP  auf  der  hinteren  Seite  negativ  waren,  fanden  sich  dieselben  an 
Einern  anderen  ähnlichen  Bruchstücke  zum  grössten  Theile  positiv. 

h)  Krystall  von  Freiberg. 

Krystall   Nr.  54. 
Der  Fig.  34  in  natürlicher  Grösse  abgebildete,  dem  Berliner  iMu- 
eum    gehörige  Krystall   ist  am  hinteren   Ende  der  Brachydiagonale 
erbrochen,   und  stellt  eine  (Kombination  von  OP,  fPoo,  Poo,  Poo, 

AkkftsU.  4.  K.  S.  Gfls^lbeh.  d.  WiMennrh.  XV.  ^9 
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ooPc»,  ooP  und  P  dar;  doch  finden  sich  die  Flächen  ooP  und  P 
nur  auf  der  linken  Seite  des  vorderen  Endes.  Auf  der  rechten  Seite 
zeigt  die  vordere  Hälfte  der  horizontalen  Kante  des  Brachydomas  ^oo 
eine  Kerbung,  ähnlich  wie  sie  zuvor  bei  mehreren  Duftoner  Krystallen 
beschrieben  worden.  Die  farblose  Masse  dieses  Krystalles  ist  am 
hinteren  Ende  der  Brachydiagonalc  etwas  trüblich,  entwickelt  sich 
aber  nach  dem  vorderen  ausgebildeten  Ende  hin  zu  hoher  Klarheit  j 
und  Durchsichtigkeit. 

Auf  den   Flächen  Poo   tritt   die   negative   Elektncität   in  etwas 
grösserer  Stärke  als  bei  vielen  Dutloner  Krystallen  auf. 


c)  Krystalle  am  der  Auvergne. 

Die  Krystalle  aus  der  Auvergne  lassen  sich  der  Form  nach  in 
drei  Gruppen  theilen,  die  jedoch  in  ihi'em  elektrischen  Verhallen 
nicht  verschieden  sind.  Bei  allen  ringsum  ausgebildeten  Krystallen 
dieses  Fundortes  liegen  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Makro- 
diagonale  positive,  und  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  negative 
Zonen. 


a]  Krystalle  mit  rectangulärem  basischen  Querschnitte. 

Die  Krystalle   dieser   orston  (jrup|)0    worden    last    nur   von  den 
Fljichon  der  Gestalten   J  Pc»,    Poo  und  auch  wohl  OP  begrenzt;   in 
den  meisten  Füllen   treten   jedoch  die  FUtchen  0  P  sehr  zurück  oAev 
fehlen    auch    gänzlich.     Alle   Krystalle    besitzen    in   der  Richtung  dei' 
Brachydiagonale    eine   grössere  Ausdehnung  als  in  der  Richtung  dei' 
Makrodiagonale,  und  zeigen  sehr  gewöhnlich,  wie  schon  oben  S.  28  I 
erwiihnt,   darin   eine   mangelhafte   Ausbildung,    dass    neu   angesetzte 
Schichten  sich  nicht  gleichförmig  über  die  ganze  Oberflüche,  sondern 
nur  an  bestimmten  Stellen   aufgelagert   haben.     Vorzugsweise   finden 
sich  solche  Auflagerungen    an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonale. 
welclie   dieses  Ende   wie   ein  Schuh    umgeben;    aber   auch    auf  den 
Flachen    des   Brachydomas    Pc»    linden    sich    grössere   oder    kleinerr 
aufgelagerte  Platten  bis  zur  Dicke  von  2""".     Hüuüg  treten  dann  auf 
diesen  Auflagerungen  die  Flüchen  OP,  (X)P  und  Pc»  hervor. 

Die  Farbe  dieser  Krystalle  ist  graugelb  oder  gelblichbraun, 
wenig  durchsichtig  bis  schwach  durchscheinend.  Sümmtliche  Kry- 
slalU»    (li(\scr   (iruppi*    uul   Ausnahme»   von   Nr.  Gl    sind    in    natürlicher 
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Grösse  dargestellt;   Fig.  61   zeigt  dagegen   den  betreffenden  Krystall 
nar  in  halber  Grösse. 

In  elektrischer  Beziehung  sind  die  Flächen  OP  und  Pc»  positiv, 
die  Flächen  ^Poo  negativ;  es  verbreitet  sich  aber  die  negative  Elek- 
Iricilät  öfter  noch  über  die  den  Flächen  des  Makrodomas  4  P  oo 
benachbarten  Theile  des  Brachydomas  Poo.  Ein  Mal  fand  sich  auch 
in  der  Mitte  der  einen  horizontalen  Kante  dieses  Brachydomas  Poo 
IS.  Krystall  Nr.  59)  eine  abgesonderte  negative  Zone. 

Tritt  an  dem  einen  Ende  der  Brachydiagonale  ausser  dem  Ma- 
ki-odoma  ^Poo  auch  noch  das  Makit)doma  Poo  (s.  Krystall  Nr.  56 
und  57)  auf,  so  zeigt  das  Ende,  wo  nur  die  Flächen  }Pcx>  sich 
finden,  eine  stärkere  negative  Elektricität  als  das  andere,  wo  die 
Flächen  beider  Makrodomen  vorhanden  sind. 

Eine  mangelhatle  Ausbildung  des  einen  Endes  der  Brachydia- 
gonale  schwächt  daselbst  ebenfalls  die  negative  Polarität  (Krystall 
Sr.  60).  Werden  an  dem  hinteren  verbrochenen  Ende  eines  in  dei* 
Richtung  der  Brachydiagonale  ziemlich  langen  Krystalles  die  mit 
ooP2  und  ooP3  parallelen  Durchgänge  angeschlagen,  so  erscheinen 
diese  Durchgangsflächen  (Krystall  Nr.  62  und  63)  noch  grossentheils 
negativ;  doch  treten  auch  bereits  positive  Stellen  auf,  und  zwar  in 
um  so  grösserer  Ausdehnung,  je  näher  die  Durchgangsflächen  dem 
ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  liegen. 

Bildet  bei  einem  kurzen  Bruchstücke,  welches  vorn  die  Flächen 

jPoo  trägt,    am   hinteren  Ende   nur  eine  mit  cx>P   parallele  Durch- 

8<ing$fläche    die    Begrenzung,    so    erscheint    diese    Fläche   in    ihrer 

pBzen  Ausdehnung   positiv.     Wird   ein   am  hinteren  Ende  der  Dia- 

8wuile  angewachsen  gewesener  Krystall   in  seiner  Mitte  nach  einem 

ffiii  ooP  parallelen  Durchgange   zerbrochen,   so   zeigt,   im  Einklänge 

fflrt  dem    eben  Angeführten,    die    am    hinteren   Ende   des   vorderen 

Stockes,   welches   das   ausgebildete  Ende  der  Makrodiagonale   trägt, 

entetandene  Durchgangsfläche  ooP  positive,  dagegen  die  an  dem  hin- 

leren  Stücke  durch   diesen   Bruch    hervorgetretene  Durchgangsfläche 

n^iative  Elektricität. 

Als  ein  Auvergner  Krystall  dieser  Gruppe  (Nr.  63)  parallel  dem 
Durchgänge  OP  in  zwei  Stücke  von  sehr  verschiedener  Dicke  zer- 
sprengt wurde,  so  besass  die  am  dünneren  Stücke  entstandene  Durch- 
sangsfläche  OP  negative,  die  am  dickeren  entstandene  aber  positive 

22* 


Elektricitat.    Ging  die  SpakuogsQache  (Nr.  64i  nKher  durch  die  Mitte«^.. 
so  dass  der  Unterschied  in  der  Dicke  beider  Stücke  geringer  wurde,     * 
so  zeigte  die  Spaltungsflache  OP  an' dem  etwas  dickeren  Stocke  Eist 
überall  positive  Blektricitat ;   nur  an  dem  vorderen  Ende  (neben  der  ^ 
Krystallfläche  iPoo)   erschien  eine  schmale  Zone  negativer  Elektri- 
citat ;  auf  der  entsprechenden  Durchgangsfläche  des  dünneren  Stackes 
erweiterte  sich  diese  negative  Zone  bis  zur  Mitte ,  so  dass  nur.der 
hintere  Theil  positive  Spannung  darbot. 

Krystall  Nr.  55. 

Der  Kiystall  Nr.  55   gehört  der  Freiberger  Sammlung;    seine 
untere  Flache  OP  ist  infolge  unvollkommener  Ausfüllung  durch  einen 
von  den  Flachen  f  Poo  gebildeten  einspringenden  Winkd  in  zwei 
ziemlich  gleich  grosse  Hälften  getrennt.   Veranlasst  ist  diese  Bildongs- 
weise  wahrscheinlich  durch  einen  an  dieser  Stelle  quer  eingewach- 
senen   anderen   Schwerspathkrystall.     In   dem  vorderen  Theile  der 
linken  oberen  Flache  des  Brachydomas  Poo  zeigen  sich,  wenn  gleich 
nur  sehr  wenig  hervortretend  die  KOpfe  zweier  kleinen  Schwerspath — 
krystalle,  welche  in  den  grossen  in  abweichender  Lage  eingewachoeib^' 
sind,  und  es  konnte  ihr  Einwachsen  wohl  die  daselbst  beobachtele=s 

kleine    negative  Zone   bedingt   haben.     An  den  hier  und  da  aaf 

gelegten  Platten   finden   sich  ausser  den  Flachen   4-Poo    auch  di<^=:r* 
Flachen  Poo. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  ziemlich  unrein. 

•Krystall  Nr.  56. 
Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  (Nr.  56)  zeigt  (s.  obean 
S.  280)  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  die  Flachen  ^J-Poo  un«:i 
Poo,  wahrend  am  vorderen  nur  die  Flachen  {Poo  auftreten;  die  ge*— 
nannten  Flachen  am  hinteren  Ende  besitzen  einen  sehr  geringen,  am 
vorderen  Ende  aber  einen  starken  Glanz.  Das  hintere  Ende  ist  schwächer 
elektrisch  als  das  vordere. 

Krystall   Nr.  57. 

Auch  dieser  gleichfalls  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall 
zeigt  am   hinteren  Ende  der  Brachydiagonale ,   welches  die  FlScheo 
^Poo  und  Poo  tragt,  eine  geringere  Starke  der  negativen  Elektricität        . 
als  am  vorderen,  auf*  welchem  nur  die  Flachen  ^  Poo  auftreten. 
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Krystall   Nr.  58. 

Der  Krystall  Nr.  58,  gleichfalls  an  beiden  Enden  der  Brachy- 
(Uagonale  ausgebildet ,  trägt  an  beiden  die  Flächen  ^  P  cx)  und  P  oo ; 
doch  ist  das  hintere  Ende  durch  einen  anderen  kleinen  in  schiefer 
Richtung  sich  eindrängenden  Schwerspathkrystall  in  zwei  überein- 
ander liegende  Schneiden  aufgelöst.  Die  linke  untere  Fläche  des 
Brachydomas  Pco  ist  fast  zur  Hälfte  mit  braunem  Eisenoxydhydrate 
überzogen. 

Krvstall  Nr.  59. 

Der  dem  Würzburger  Universitätsmuseum  gehörige  Krystall  Nr.  25 
ist  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  nur  unvollkommen  aus- 
gebildet. 

In  der  Mitte  der  rechten  oberen  Fläche  des  Brachydomas  Poo 
zeigt  sich  innerhalb  der  positiven  Zone  eine  negative  Stelle;  es  ist 
dat»elbst  am  Krystall  äusserlich  kein  Anzeichen  sichtbar,  aus  welchem 
man  auf  eine  solche  Störung  schliessen  könnte. 

Krystall  Nr.  60. 
Das  hintere  Ende  der  Brachydiagonale  dieses  Krystalles  ist  sehr 
unvollkommen  ausgebildet;  nur  auf  der  oberen  Seite  sind  zwei  kleine 
Reste  der  Fläche  4^ Poo  sichtbar,  während  auf  der  unteren  eine  rauhe 
mit  braunem  Eisenoxydhydrate  überzogene  Fläche  sich  findet. 

Krystall  Nr.  61. 
Der  Krystall  Nr.  61  ist  auf  der  rechten  Seite  unvollkommen  aus- 
gebildet: er  wird  daselbst  von  einer  sehr  unebenen  Fläche,  welche 
angelegen  zu  haben  scheint  und  sich  nach  hinten  in  eine  Art  Kry- 
slallfliiche  ooP  2  fortsetzt,  begrenzt.  Die  am  vorderen  Ende  neben 
die  Projection  gezeichnete  Fläche  oo  P  1  ist  eine  angeschlagene  Durch- 
gaogsfläche. 

Krvstall  Nr.  6<iJ. 
An  diesem  dem  Halle'schen  Museum  gehörigen  Krystalle  ist  das 
hintere  Ende  der  Brachydiagonale  durch  zwei  angeschlagene  Durch- 
gangsflächen ooP,2  und  ooP  3  begrenzt. 

Krystall   Nr.  63. 
Das  hintere  Ende  der  Brachydiagonale  war  von  einer  unebenen 
Durchgangsfläche   ooP,2   begrenzt.      In  Fig.  63   sind   die   auf  dieser 
Fläche  gemachten  Beobachtungen  eingetragen;    dieselbe  war  negativ 
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mit  Ausnahme  einer  ungefUir  in  der  Mitte  liegenden  Stelle,  welche 
positive  Spannung  besaas.  Spater  wurde  in  einer  mit  dem  Durch- 
gänge 00  P  3  parallelen  Fläche  die  hintere  Hälfte  des  Kryst^les  al^ 
schlagen,  und  dann  auf  der  am  vorderen  Theile  gebildeten  Fllcfae 
opP,3  ttberall  positive  Spannung  gefunden. 

Darauf  wurde  der  Krystall  parallel  dem  Durchgänge  OP  ler- 
sprengt  Die  beiden  Stucke  hatten  sehr  verschiedene  Dicken ;  die  an 
dickeren  Stücke  entstandene  Durchgangsfläche  OP  war  positiv,  die 
am  dttnneren  entstandene  am  vorderen  Ende  negativ;  diese  n^;ative 
Elektricitat  nahm  nach  hinten  zu  ab,  so  dass  der  hintere  Rand  der 
Durchgangsflüche  unelektrisch  erschien.  Uebrigens  sei  noch  bmnerkt, 
dass  die  Spaltung  nicht  in  einer  Ebene  erfolgt  war ,  sondern .  in 
einigen  Absatzen,  infolge  dessen  das  kleinere  Stück  nach  hinten 
zu  dicker  wmxle. 

Krystall  Nr.  64. 

Ein  IS****  dicker  Krystall,  der  die  gewöhnliche  elektrische  Ver- 
theilung  zeigte,  wurde  parallel  dem  Durchgänge  OP  zersprengt;  die 
Dicke  des  oberen  Stttckes  betrug  im  Mittel  10,  die  deis  unteren  8"". 
Fig.  64  F  stellt  die  auf  der  Durchgangsflache  am  oberen  dickeren 
Stttcke ,  und  G  die  auf  der  Durchgangsflache  am  unteren  dttnneren 
Stucke  beobachtete  elektrische  Yertheilung  dar.  Auch  bei  diesem 
Krystalle  war  der  Sprung  nicht  eben,  sondern  in  zwei  Absatzen 
erfolgt,  so  dass  er  nach  hinten  zu  der  Mitte  des  Kry Stalles  naher 
lag,  die  Dicke  des  unteren  dünneren  Stückes  also  hinten  etwas 
gi*össer  war  als  vorn. 

Krystall  Nr.  6ö. 

Der  Fig.  65  nur  in  der  oberen  Projection  abgebildete  Krystall 
war  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  von  einer  rauhen .  mit 
Eisenoxydhydrat  bedeckten  Fläche  begrenzt.  Diese  Fläche  zeigte 
schwache  negative  Elektricitat.  Der  Krystall  wurde  nach  der  Richtung 
(c(i  parallel  mit  dem  Durchgange  ooP  zerbrochen.  Die  Spaltungsflache 
am  vorderen  Stücke  war  positiv,  die  Spaltungsflache  am  hintern  Stücke 
aber  negativ. 
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i)  Krystalle  mit  seohseckigem  in  der  Biohtnng  der  Brachydiagonäle  ver- 
längerten baäisohen  Querschnitte. 

Ausser  den  Flachen  OP,  Poo  und  ^Pc»  treten  bei  den  Krystallen 
<lieser  Gruppe  noch  die- Flächen  ooP  in  ziemlicher  Grösse  auf.  Die 
elektrische  Erregung  derselben  ist  stark,  besonders  erscheint  die 
negative  Elektricität  auf  den  Flüchen  ooP  mit  grosser  Intensität. 
Uebrigens  ist  die  elektrische  Vertheilung  dieselbe  wie  bei  der  vor- 
hergehenden Gruppe.  Die  Zeichnungen  Fig.  66  und  67  stellen  die 
betreffenden  Krystalle  in  halber  Grösse  dar. 

Krystall  Nr.  66. 

Der  Krystall  scheint  ziemlich  vollständig  zu  sein,  ist  aber  an 
dem  hinleren  Ende  der  Diagonale  mangelhaft  ausgebildet.  Letzteres 
gilt  auch  von  der  linken  Hälfte  der  unteren  Fläche  OP  und  der  be- 
nachbailen  Fläche  f  oo.  Auf  der  linken  Seite  vorn  findet  sich  eine 
einzelne  Fläche  von  P. 

Das   hintere  Ende  der  Brachydiagonäle  erscheint   noch  negativ, 

wenn  auch  schwächer  als  das  vordere,  wo  der  Krystall  zu  grösserer 

Vollendung  gelangt  ist. 

I 

Krvstall  Nr.  67. 
Das  hintere  Ende  des  Krystalles  wird  von  zwei  mit  ooP  2  und 
ooP3  parallelen  Durchgängen  begrenzt;  sie  erscheinen  positiv,  weil 
sie  tiefer  in  die  Masse  des  gesammten  Ki*ystalles  eingedrungen  sind. 
Die  Fläche  oo  P  4  am  vorderen  Ende  ist  eine  Krystallfläche ,  c»  P,  1 
dagegen  ein  angeschlagener  Durchgang. 

('  Krystalle  mit  sechseckigem  in  der  Bichtung  der  Makrodiagonale  ver* 

längerten  Querschnitte. 

Die  Krystalle  diesei-  Gruppe  werden  hauptsächlich  von  den  Flächen 
i Poo  und  ooP,  und  auch  wohl  OP  begrenzt,  zu  denen  untergeordnet 
noch  die  Flächen  Poo,   c»Poo  und  |  Pc»   hinzutreten.     Sie  ahmen 
daher  die  Gestalt  nach,   welche  wir  iu  der  ersten  Abtheilung  ange- 
troffen haben;  indess  ist  die  Bildungsweise  doch  eine  andere  gewesen 
als  in  jener  Abtheilung;  sie  sitzen  nämlich  entweder  auf  einem  Stiele, 
der  einen  Krystall   der   gewöhnlichen  unter  a)    beschriebenen  Form 
darstellt  und  sich  dann  regelmässig  weiter  zu  einer  nach  der  Makro- 
diagonale verlängerten  Gestalt  entwickelt;  oder  wenn  ein  solcher  Stiel 
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aussen  nicht  mehr  sichtbar  ist,  so  findet  sich  im  Innern  ein  K^rn 
der  gewöhnlichen  unter  a)  beschriebenen  Form,  um  welchen  sich  danr^ 
die  Entwickelung  weiter  fortgesetzt  hat.  Der  Stiel  oder  Kern  tlber^^ 
trdgt  nun  seine  Eigenschaften  auf  den  ganzen  Krystall. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesen  Krystallen  stimmt  daher 
mit  den  auf  den  übrigen  Auvergner  Krystallen  beobachteten  überein; 
d.  h.  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Makrodiagonale  findet 
sich  positive,  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  negative  Elektricitäl. 
Eine  Abweichung  muss  aber  durch  den  Umstand  bedingt  werden, 
dass  die  Fldchen  Poo  bei  ihnen  eine  viel  geringere,  dagegen  die 
Flächen  ooP  eine  grössere  Ausdehnung  besitzen  als  bei  den  Krystallen 
unter  a) ;  infolge  dessen  erscheint  die  positive  Elektricität  auf  den 
Flächen  ooP  in  der  Nähe  der  verticalen  makrodiagonalen  Kanten. 
Von  der  elektrischen  Vertheilung  auf  den  Ki^stallen  der  ersten  Ab- 
theilung unterscheidet  sich  die  Vertheilung  auf  den  vorliegenden 
Krystallen  bei  wesentlich  gleicher  äusserer  Form  dadurch,  dass  bei 
ihnen  die  Flächen  OP  oder  die  an  ihre  Stelle  getretenen  Kanten 
der  Flächen  4^  P  cx>  nebst  den  anliegenden  Theilen  eben  dieser 
Flächen,  und  ebenso  die  von  den  Flächen  ooP  an  den  Enden  der 
Makrodiagonale  gebildete  verticale  Kante  nebst  den  anliegenden  Theilen 
der  Flächen  coP  |)0sitiv  sind,  während  bei  einem  vollständig  ausge- 
bildeten Krystallo  der  ersten  Abtheilung  die  Flächen  OP  nur  in  der 
Mitte  positiv,  die  an  den  Endpunkten  der  Makrodiagonale  befindlichen 
verticalen  Kanten  nebst  den  anliegenden  Theilen  der  Flächen  ooP 
aber  negativ  sind.  Bei  den  Krystallen  der  vorliegenden  Gruppe 
wächst  auf  den  Flächen  ooP  die  positive  Elektricität  nach  den  Enden 
der  Makrodiagonale  hin,  bei  den  gleichgestalteten  Krystallen  der  ersten 
Abtheilung  nimmt  sie  dagegen  in  dieser  Richtung  ab. 

Werden  an  einem  Krystalle  dieser  Gruppe  die  beiden  mit  ooP3 
und  ooP^i  parallelen  Durchgänge  in  gleicher  Grösse  angeschlagen, 
so  bleibt  die  elektrische  Vertheilung  auf  diesen  Flächen  in  Bezug 
ihrer  Qualität  dieselbe,  wie  auf  den  früheren  ihncm  entsprechenden 
Krystallflächen. 

Wild  ein  solcher  Krystall  in  seiner  Mitte  parallel  mit  dem  Durch- 
gange OP  zersprengt,  so  erscheinen  die  Durchgangsflächen  an  beiden 
Stücken  positiv;   diese  positive  Polarität  nimmt  nach  den  Enden  der 
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Brachydiagonale   hin   ab.    und   geht   an  diesen  Enden   auch  wohl  in 
schwache  negative  über. 

Die  Krystalle  Nr.  68.  69  und  72  sind  in  natürlicher,  die  Krystalie 
*  Nr.  70  und  71  in  halber  Grösse  dargestellt.    A  und  B  bezeichnen  die 
beiden  Projectionen,  ü  und  D  die  Netze  der  an  den  Endpunkten  der 
Makrodiagonale  liegenden  Flächen  ooP,  C  das  vollständige  Netz. 

Krvstall  Nr.  68. 
Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  trägt  noch  den  Stiel. 
auf  welchem  er  sich  ausgebildet  hat.     Der  grosse  Krystall  liegt  mit 
seinen  Axen  genau  parallel  den  Axen  des  kleinen  als  Stiel  fungirenden. 

Krystall  Nr.  69. 

Der  Stiel  ist  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  dicht  am 
grossen  Krystalle  abgebrochen.  Die  Axen  des  Stieles  und  des  auf 
ihih  gewachsenen  Krystalles  liegen  ebenfalls  parallel. 

Der  Krystall  gehört  gleichfalls  dem  Berliner  Museum. 

Krystall   Nr.  70. 

Der  dem  Halle'schen  Museum  entliehene  Krvstall  Nr.  70  ist  am 
hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  mangelhaft  ausgebildet  und  ver- 
letzt; er  hat  daselbst  angesessen. 

Krystall  Nr.  71. 
Der  Krystall  Nr.  71  ist  auf  der  hinteren  Seite  der  Brachydia- 
gonale angewachsen  gewesen;  von  da  aus  dringt  in  denselben  ein 
'^ern  der  gewöhnlichen  unter  a)  beschriebenen  Form  ein,  von  welchem 
««•össere  Theile  der  Flächen  Pc»  auf  der  linken  Seite  (s.  Fig.  71 E  in  aßyö) 
'"»achtbar  werden.  Die  linke  Seite  ist  nämlich  etwas  uneben  nach  dem 
'^it  ool^oo  parallelen  Durchgange  verbrochen  und  aus  dieser  Durch- 
gangsfläche  ragt  scharf  ausgebildet  ein  Theil  [aßyS]  der  seitlichen 
horizontalen  Kante  ßfi  des  Brachydomas  Pcx>  hervor. 

Krystall   Nr.  72. 
Der  Fig.  72  C  in  seinem  Netze  abgebildete  Krystall  gehört  dem 
^Hiner  Museum.    Während  die  Flächen  ooPJ  und  ooP  2  natürliche 
•^^ystallflächen   waren,    bestanden   die   beiden   anderen  Seitenflächen 
^P  3  und  ooP^i  aus  Durchgängen. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  Bruchstücke  glich  der  auf 
den  vollständigen  Ki-ystallen  beobachteten. 
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ursprüngliche  Form  zu  Grunde,  und  die  beobachteten  Abweichungen 
und  selbst  Gegensätze  sind  nur  durch  die  Art  der  Bildung  und  durch 
das  Auftreten  verschiedener  Krystallformen  bedingt.    Von  jener  über- 
einstimmenden Grundlage  überzeugt  man  sich  leicht  durch  die  Ver- 
gleichung  der  elektrischen  Yertheilungen   auf  den  vollständig  ausge- 
bildeten Krystailen  der  ersten  Abtheilung  Nr.  1 ,    SS  und  3   mit  dem 
ebenfalls  ringsum  von  natürlichen  Krystallflächen  begrenzten  Krystalle 
der   zweiten  Abtheilung  Nr.  32.     Auf  den  Xrystallen  beider  Abthei- 
lungen sind  die  Enden  der  Hauptaxe  positiv,  die  Enden  der  beiden 
Diagonalen   der.  Basis   negativ   und,   um   einen   kurzen  Ausdruck  zu 
gebrauchen,   die  Enden   der    in   der  Basis    hegenden  Zwischenaxen 
wieder  positiv. 

Entsprechend  der  Art  der  Bildung  sind  aber  die  Ausdehnungen 
der  positiven  und  negativen  Zonen  auf  den  Krystailen  der  beiden 
Abtheilungen  verschieden. 

Durch  das  Wachsthum  der  Krystalle   der  ersten  Abtheilung   in 

der  Richtung  der  Makrodiagonale  haben   die   an   den  Enden   dieser 

Diagonale  gelegenen  negativen  Zonen  an  Ausdehnung  gewonnen,  und 

verbreiten  sich  nicht  blos  über  die  von  den  Flächen  ooP  gebildeten 

verticalen  Kanten   und  die  diesen  Kanten  benachbarten  Streifen  der 

Hächen  ooP,   sondern   besonders   auch   über  die  anliegenden  Theile 

^^r  Flächen  OP,   so  dass   die   positive  Polarität  auf  diesen  Flächen 

S^wöhnlich  auf  die  Mitte  derselben  beschränkt  bleibt.     Andererseits 

^^huen  sich  die  positiveii  Zonen  der  den  vorhingenannten  Zwischen- 

^Ken  entsprechenden  Flächen  ooP   über  die   anliegenden  Theile  der 

'"Jüchen  i-Poo  und  der  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kante  aus. 

In  der  zweiten  Abtheilung  dagegen,  in  welcher  das  Wachsthum 

'^    der  Richtung  der  Brachydiagonale  erfolgt  ist,  breitet  sich  die  posi- 

^^^  Elektricität  über  die  Flächen  0  P  aus,  so  dass  dieselben  entweder 

• 

^    ihrer  ganzen  Ausdehnung  positive  Spannungen  zeigen,  oder  hoch- 

^^ns  an  ihren  Rändern  eine  schwache  negative  Polarität  annehmen. 

*^^s  Compensation  für  diese   grössere  Ausdehnung  der  positiven  Elek- 

^^tcilät  auf  den  Flächen  0  P  tritt  dann  bei  den  Krystailen  der  zweiten 

M)theilung  die  positive  Polarität  auf  den  Flächen  ooP  mehr  zurück, 

^d  es  breitet  sich  die  negative   auf  ihnen  weiter  und  überhaupt  in 

anderer  Weise  aus,  als  bei  den  Krystailen  der  ersten  Abtheilung. 

In  diesen  Yertheilungen  entstehen  nun  aber  durch  Aenderungen 
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in  der  Ansdehnnng  der  Flachen  der  verschiedenen  Krystallgestait^^n 
mannichfache  Modificationen.  ' 

Ich  wedde  mich  ranBchst  m  den  Kry stallen  der  ersten  Abthi^i- 
lung,  deren  Wachsthum  in  der  Richtung  der  Makrödiagonrie  starSA- 
gefonden  hat. 

Schon  SEOTor  habe  ich  erwähnt,  dass  durch  das  Wädlsen 
der  Makrodiagonale  die  an  den  Enden  ders^ien  gelegenen 
thren  Zonen  sich  verstarken,  und  sich  namentlich  Über  die'  an  du 
Enden  gelegenen  Theile  der  Flachen  0  P  ausbrefiten.  '  TrefeA 
diesen  Enden  die  Flachen  l^oo  in  so  geringer  Grösse  auf,  däss 
noch  nicht  zum  Durchschnitte  kommen,  so  fallen  sie  in  die 
Zone,  welche  sich  von  den  Flachen  OP  über  die  Flachen  l^oo 
der  von  den  Flachen  ooP  gebildeten  verticalen  Kante  hinüMlt  Ve. 
grossem  sich  die  Flachen  l^oo  so  weit,  dass  sie  am  Ende  dar 
diagonale  in  einer  horizontalen  Kante  zum  Durch^nitte  kommeB, 
verbleiben  sie  noch  negativ  sammt  der  von  ihnen  gefaildeteÄ  Kant^tf^ 
solange  die  Flachen  oo  P ,  auf  denen  sich  die  positive  BleklHciH^^ 
entwickelt,  noch  eine  hinreichende  Grösse  bewahren  (Nr.  911)';  llöUs*^ 
jedoch  die  Flachen  oo  P  mehr  zurück,  so  beginnt  die  von  den  PMdbe-  ^ 
1^00  gebildete  horizontale  Kante  in  ihrer  Mitte  unelektriteh  z&  itreinder  > 
(Nr.  26)  und  geht  dann  daselbst  ins  Positive  über  (Nr.  86); 
die  Flachen  öoP  noch  weiter  an  Grösse  ab,  so  veÄreitet  aibh 
positive  Zone  von  der  Mitte  jener  Kante  aus  auf  den  rie'  liiltiüiiJe^* 
Flachen  f^te  (Nr.  22,  23,  24)  und  nimmt  zuletzt  fast  die  gaiizev^ 
Flachen  ?oo  und  selbst  noch  Theile  der  Flachen  OP  ein  (Nr.  28,  29- 
30,  31).  Ist  die  von  l^oo  gebildete  Kante  durch  eine  Flache  ooi^oc;::=== 
abgestumpft  (Nr.  22,  23,  24),  so  zeigt  diese  Fläche  selbstverstandliclc=^ 
ebenfalls  positive  Polarität. 

Bei  den  Krystallen  der  ersten  Abtheilung  sind  femer  die  Flachei^^ 
oo  P   wesentlich    positiv ;    nur    an    den   Enden    der   Makrodiagonal^^ 
gelegene  gewöhnlich   schmale   Streifen   sind   negativ,    ynd   auf  den^ 
übrigen   grösseren  Flachenstttcke   wächst   die   positive  Spannung  vor» 
der   Makrodiagonale   nach   der   Brachydiagonale  hin.     Je  mehr  sich 
daher  diese   Flächen  ooP   dem   Ende   der  Brachydiagonale   nahen, 
um"  so  mehr  wird  hier  die  negative  filektricitat  verdrängt ,  und  ver- 
schwindet ganz,  wenn  die  Flächen  ooP  an  den  Enden  der  Brachy- 
diagonale  selbst   zum   Durchschnitte   kommen   oder   ihr  Durchschnitt 
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ili^mrch  die  Fläehf^  ooPoo  ahgeslurapft  wird.  Daftlr  verschwindet  dann 
Ldererseits  die  posilive>  Zone  auf  der  Fläche  OP,  die  also  in  ihrer 
iQzen  Ausdehnung  negativ  erscheint    Nr.  17 — 21). 

Wenn   an   den  Enden  der  Brachy diagonale   neben   den  Flächen 

-i-  f  00  noch  die  Flächen  Pc»  (Nr.  22 — 24)  auftreten,  so  scheint  bereite 

dsis  Stumpferwerden  der  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  befind- 

liohen   horizontalen  Kant«   die  Ausbreitung  der   positiven  Elektricität 

von  den  Enden  der  Makrodiagonale  her  über  diese  Flächen  zu  be- 

^tlnstigen. 

Bei  den  Krystallen  der  zweiten  Abtheiiung  nehmen  ebenso  wie 
die  Flächen  0  P ,  welche  positiv  erscheinen ,  auch  die  Flächen  oo  P 
eine  andere  elektrische  Beschaffenheit  an;  auf  ihnen  wächst  die 
Intensität  der  elektrischen  Spannung  gerade  umgekehrt,  wie  in  der 
ersten  Abtheilung,  nach  der  Brachydiagonale  hin  in  negativem  Sinne. 
Diese  Flächen  oo  P  können  auf  den  Krystallen  dieser  Abtheilung  von 
nahe  rhombischem  Querschnitte  entweder  ganz  negativ  erscheinen, 
oder  wenn  positive  Zonen  auf  ihnen  noch  hervortreten,  so  müssen 
solche  nach  den  Enden  der  Makrodiagonale  hin  liegen. 

Wenn  die  Kryslalle  ihre  rhombische  Form  verlieren,  und  in  nach 
der  Brachydiagonale  verlängerte  Säulen  übergehen,  so  tritt  auf  den 
Ftochen  ooP  selbst  bei  beträchtlicher  Grösse  (Nr.  66  und  67)  die  negative 
Elektricität  auf.  Dagegen  verbreitet  sich  die  positive  Polarität  von  den 
Flächen  OP  über  die  Flächen  ]?oo  (Nr.  55  und  ff.).  Verschwinden  die 
Flachen  0  P  gänzlich ,  so  erscheint  die  positive  Elektricität  dann  auf 
den  Flächen  Poo,  und  die  negative  Spannung  der  Flächen  J  Poo 
greift  öfter  auf  die  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  liegenden 
Theile  dieser  Flächen  Poo   (Nr.  56,  57,  58,  60)   über. 

Nähert   sich   die  Form  der  Auvergner  Krystalle   (Nr.  68 — 72)  "^j 
durch   eine   vergrösserte  Dimension   der  Makrodiagonale   wieder  den 
Formen  der   ersten  Abtheilung,   so   erhält  die   negative  Polarität   an 
den  Enden  der  Brachydiagonale   hinreichenden  Raum   zu    ihrer  Ent- 
wickelung  auf  den  grossen  Flächen  J^Poo.    Auf  den  Flächen  ooP  tritt 
dann  nur  auf  den  Theilen,  welche  an  den  Enden  der  Brachydiago- 
nale liegen,    negative  Elektricität  hervor,   die   nach  den  Enden  der 
Makrodiagonale   hin  .  in   eine   positive    übergeht ;    es    nimmt   also   auf 
diesen  Flächen  die  Spannung  im  negativen  Sinne  von  der  Brachydia- 

*     Ueber  ihre  Bildunj^  s.  oben  S.  3i5  und  :{i6. 
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gonale  nach  der  Makrodiagonale  hin  (ebenso  wio  auf  Nr.  33, 39, 40  u.  s. 
ab ;  und  es  kann  sonach  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  durchai 
keine  negative  Spannung  erscheinen,  wie  dies  bei  den  Krystallen  d( 
ersten  Abtheilung  der  Fall  ist,  wo  aber  auch  die  FIftchen  ooP  eint 
anderen  Charakter  haben,  indem  auf  ihnen  die  elektrische  Spannui 
in  negativem  Sinne  in  der  zuvor  angegebenen  Richtung  wächst. 

Bei  manchen  tafelförmigen  Dufloner  Krystallen  haben  wir,  ui 
es  kurz  auszudrücken,  eine  Vereinigung  beider  Bildungsweisen.*) 
trachten  wir  den  Krystall  Nr.  53,  so  finden  wir  ihn,  während  se\w  ^n 
Wachsthum  im  Grossen  nach  der  Richtung  der  Brachydiagonale  rrfnlrnCT?' 
ist,  aus  lauter  feinen  der  Makrodiagonale  parallelen  Fasern,  derev:  *" 
Enden  auf  den  Flächen  ^c»  und  ooP  deutlich  sichtbar  sind,  zusani-  :*- 
mengesetzt ;  daher  erscheinen  bei  ihm  die  Flächen  oo  P  wieder  positi*^  ^^ 
und  die  Flächen  ?oo  negativ.  Verschwindet  diese  faserige  Bildun^^2V 
mehr  oder  wird  die  Dimension  nach  der  Makrodiagonale  kleiner,  sr"^3r) 
dass  das  Wachsthum  nach  der  Brachydiagonale  vorwaltet,  so  tretem — ^ 
die  Flächen  (x>P,  die  dann  glatt  sind  und  nicht  mehr  als  ein  in  einer  ^** 
Ebene  liegendes  Aggregat  von  Faserköpfen  eischeinen,  wieder  in  das 
Bereich  der  am  Ende  der  Brachydiagonale  vorhandenen  negativen 
Zone  (Nr.  45).  Dass  aber  stets,  auch  bei  den  dickeren  und  nach 
der  Brachydiagonale  ircstreckten  Krvstallen  in  einem  gewissen  Grade 
jene  der  Makrodiagonale  parallel  laufende  Faserung  oxislirt,  bezeugen 
die  gekerbten  seitlichen  RHnder,  die  sehr  hiUifig  anstatt  der  von  den 
Flächen  Poo  zu  bildenden  Kante  auftreten  Nr.  45  und  46  .  Ver- 
langt diese  letztere  Bildung  auf  den  Flächen  Poo  eine  negative  Span- 
nung, so  ruft  das  Wachsthum  nach  der  Brachydiagonale  auf  el)en 
diesen  Stellen  positive  hervor;  als  Resultat  beider  Einflüsse  erscheinen 
die  Flächen  Poo  gewöhnlich  sehr  schwach  negativ,  häufig  ganz 
unelektrisch  und  nur  höchst  selten  schwach  positiv. 

Mit  der  negativen  Beschaffenheit  der  sehr  grossen  Flächen  Poo 

';  Auch  von  den  Krystallen  Nr.  :U)  und  .H  Hesse  sieh  ein  Gleielies  aus- 
s.igen ;  die  BesebaHenheit  der  Enden  der  Makrodiaj^onale  sowie  ihre  Anwarhsiin^ 
zeigte  ein  VVaehslhinn  in  dieser  Riehlung  ,  während  die  (iesannntgeslall  durch  das 
\ergrösserle  Auftreten  der  Klachen  Poo  sieh  den  Können  der  Auver><ner  und  Duf- 
loner Krystalle  nähert.  Haben  wir  in  diesem  es  möge  der  Ausdruck  gestattet 
sein)  Wettstreite  'zweier  Bildungsweisen  (h'n  (irnnd  für  das  eigenthüiulirbe  Ver- 
halten der  beiden  Flächen  0  P .  sowie  der  auf  d(Mi  Fläclien  JPoo  hecd)achtetpn 
Störungen   zu   suchen  ? 
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i  den  Dufloner  Kryslallen  hangt  der  Umstand  zusammen,  dass 
ch  die  positive  Elektricität  von  dfen  Flächen  OP  über  die  Flächen 
4-  Poo  hin  ausbreitet,  während  bei  den  Auvergner  Krystallen,  wo  die 
Flächen '^00  positiv  sind,  umgekehrt  die  negative  Polarität  von  den 
Flächen  }^  P  00  über  die  benachbarten  Theile  der  Flächen  P  00  vor- 
dringt. 

2.  Bisherige  Ansicht  der  thermoelektrischen  Vorgänge. 

Bis  zu  meinen  Untersuchungen  llber  die  thermoelektrischen  Eigen- 
Schäften  des  Topases  kannte  man  auf  den  Krystallen  nur  Vertheilungen 
mit  elektrisch  polaren  Axen ,  d.  h.  solchen  Axen ,  deren  eines  Ende 
positive,  das  andere  negative  Elektricität  zeigte;  und  es  schien  dies 
Verhalten  ein  physikalisch  nothwendiges  zu  sein.  Es  traten  nämlich, 
.so  viel  man  eben  bis  dahin  wusste,  die  thermoelektrischen  Vorgänge 
stets  gleichzeitig  mit  dem  sogenannten  Hemimorphismus  auf,  und 
man  hielt  deshalb  beide  Erscheinungen  ftlr  solidarisch  verbunden: 
man  schloss  auf  thermoelektrische  Erregung,  sobald  der  Krystall  sich 
hcmimorphisch  zeigte,  und  glaubte,  falls  an  Bruchstücken  von  Kry- 
stallen thermoelektrische  Spannungen  beobachtet  wurden ,  Hemi- 
morphismus an  vollständigen  Krystallen  voraussagen  zu  dürfen,  wenn 
solche  später  gefunden  worden  sollten. 

Die  Ansicht,   dass  nur  hemimorphisch  gebildete  Krystalle  ül>er- 
haiipl  elektrisch  sein  könnten,   schien  so  wohl  begründet,  dass  ich, 
als  mir  im  Jahre  1839  zuerst  am  weinsauren  Kali-Natron*)  und  1840 
am  Topase**)  auf  gegenüberliegenden  Stellen  der  Krystalle  eine  gleich- 
namige Polarität  entgegentrat,    eine  Zwillingsbildung   in  diesen  Kry- 
stallen annehmen   zu    müssen   glaubte,   dergestalt,   dass  die   beiden 
den  Zwilling  bildenden  Krystalle  mit  gleichnamigen  Polen  verwachsen 
und  also  auch  gleichnamige  Pole  nach  aussen  gewandt  wären.    Eine 
^Iche  Verwachsung  war  in  der  That  von  mir  bei  den  Krystallen  des 
Zuckers  und  der  Weinsäure*^'')  beobachtet  worden,  und  die  Beschaffen- 
heit der  gerade  damals  vorliegenden  Krystalle  des  weinsauren  Natron- 
Kalis  und  des  Topases  schien  eine  solche  Annahme  zu  i-echtfertigen. 


'y   De   thermoelectricitate   crystallorum.     Hai.   t839    S.   29;     Poggend.   Ann, 
Bd.   49.   S.  503. 

'*)  Poggend.  Ann.   Bd.  J>6.   S.  ii  u.  S.  rn. 
"*•)    De  Uiemioele<*t .  crystatl.  S.  t9  u.  in :   Poggend.  Ann.  Bd.  ifl  S.  499  u.  50«. 
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Man  verj<lich  einen  elektrischen  Krystall,  wie  den  Turnialin,  mit 
einer  Volta'sehen  Säule,  in  welchei-  die  elektromotorische  Kraft  durch 
die  an  den  beiden  ungleichgestalteten  Enden  der  Molecüle  beim  Ein- 
und  Austreten  der  WUrme  entstehende  Temperaturdifferenz  erzeugt 
werde.  Es  schien  eine  solche  Vergleichung  besonders  durch  den 
Umstand  gerechtfertigt  zu  sein,  dass  die  damals  bekannten  thermo- 
elektrischen  Krystalle  sich  beim  Zerbrechen  genau,  wie  jene  Säule 
verhielten:  jedes  Stück  eines  Turmalins  zeigte  wieder  zwei  ent- 
gegengesetzte Pole,  und  die  beiden  Bruchflächen,  welche  im  ganzen 
Krystalle  aneinander  gelegen  hatten,  wiesen  nach  ihrer  Trennung 
entgegengesetzte  Polaritäten  auf. 

3.  Aenderung  und  Erweiterung  der  bisherigen  Ansicht. 

Die  in  meiner  letzten  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen 
Erscheinungen  am  Topase  veröffentlichten  Beobaclitungen  haben 
gezeigt,  und  die  im  Vorstehenden  beschriebenen ,  am  Schwerspathe 
wahrgenommenen  Vorgänge  bestätigen  es  noch  weiter,  dass  die  An- 
sicht, es  stehe  die  Thermoelektricität  der  Krystalle  mit  dem  Hemi- 
morphismus  derselben  in  causalem  Zusammenhange,  so  dass  jene  ohne 
diesen  nicht  auftreten  könne,  eine  völlig  unbegründete  ist.  Es  treten 
vielmehr  thermoelektrische  Erregungen  auch  auf  Krystallen  auf,  welche 
durchaus  nicht  hemimorphisch  sind;  sie  bilden  sehr  wahrscheinlich, 
wie  ich  dies  auch  schon  am  Sclilussi»  meiner  AbhandUinü:  üb(M'  die 
iheruioelektrischen  KigenscliarUMi  des  Topases  ausgesprochen  habe, 
eine  Eigenschaft  aller  Krystalle,  bei  denen  nicht  die  übrigen  ph\si- 
kaiischen  Verhältnisse  ihr  Auftreten  unmöglich  machen,  und  werden 
auf  ihnen  mit  dem  Elektrometer  nachgewiesen  werd(m  können,  wenn 
nicht  gewisse  Zustände  ihrer  Steigerung  bis  zu  einer  für  unsere  In- 
strumente messbaren  Höhe  hinderlich  sind. 

Wenn  nun  aber  an  nicht  heinimorplüs(;hen  Krystallen  thermo- 
elektrische Erregungen  auftreten,  so  bedingt  die  gleiche  Gestaltung 
der  beiden  Enden  einer  A\e  an  diesen  auch  eine  gleiche  elek- 
trische Polarität:  es  werden  also  bei  diesen  Krystallen,  wenn  man 
überhaupt  von  elektrischen  Axen  reden  will  oder  darf,  nicht  polare, 
sondern  an  beiden  Enden  gleichnamig  elektrische  Axen  auftreten. 
L'nd  in  der  That  haben  die  in  der  vorigen  und  der  gegenwärtigen 
Abhandlung  enthaltenen  Beobac^htungen  über  das  elektrische  Verhalten 
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do^  Topases  und  das  Schwei-spathes  diesen  Salz  vollkommen  liestütigt, 

und  ebenso  werden  die   in  den   naciistfolgenden  Abhandlungen   Über 

die  ihernioelektrischen  Eigensehadten  des  Aragoniis,   TitaniLs  u.  s.  w. 

aufzuführenden  Versuche  die  Riehtigkeil  desselben  noch  \v(^iter  darlhun. 

An  sämmtlichen  ringsum  gleichmüssig  ausgebihlelen  Sch\verspa(hkry> 

slalleu  finden   sich    an  den    beiden  Enden   dtM*   <Mnz(Hnen  Axen    und 

Zwischenaxen   gleichnamige  Polaritäten;    und  dassi^llx^   gilt  auch  von 

Bruchstücken,    wenn   die   beiden   Enden   einer   Axe   noch    von    voll- 

koninienen  Krystallflächen  gebildet  werd(*n. 

Das  Auftreten  elektrisch  |K>lait*r  Axen  an  den  hemimorphen 
Knstallen  ist  el>enso  nur  ein  Ausnahmerall  im  Bereiche  der  Thermo- 
eleUricität,  wie  ihn  der  Heniimorphisnms  selbst  im  (jebiele  dc*r  Kry- 
slallformen  -darstellt;  und  eben  diesell>en  Zusländi',  welche  den 
Hemifnorphisnius  hervorrufen,  liedingeii  auch  die  Entstehung  |Kjla- 
lisch  elektrischer  Axen. 

Der  Hemimorphismus,    wie  wir  solchen  lK*im  Turmalin,    Kies<'l- 
zinkerz,  Beq^krjstall,  Zucker,  den  lieideii  \Veinsäur(;n  u.  s.  w.  antreffen, 
viird  unmittelbar  durch  ein  hemimorphis^*hes  Molecül  erzeugt;  die  vit- 
schiedenen  Gestaltungen  der  Enden  eint^r  Axe  dageg(?n,  wie  wir  sie 
bei  niancheo  Kr\  stallen  des  Topases  und  di*s  Si-hwerspalhes  gefunden 
haben,  verdanken  nur  zufälli^ren  Lmstiinden    A«-ii<lerunij:en  der  Tem- 
peratür,  der  Concentration    und   der   ZusanmieuM^tzung   der   Mutter- 
lauge,   aus    welcher    die    Bildung    erfolgte     ihre    Entstehung.     Ali<'r 
auch  diese  letztgenannten  Abweichungen  von  der  Svmmeiri«*  werden 
auf  die    elektrischen  Vorgänge    nicht   ohne    Einflu»    bleiben,    S4*i   es 
doreh  die  blosse  Aenderung  der  Form  oiler  dun-h   .Mf>«liticationen  in 
den  übrigen  physikalischen  Eigensiiiaften.  welche  U-i  Ent>tehung  der 
thermoelektrischeD  Erscheinungen  mitwirken. 

So  habe  ich  schon  oben  S.  280  u.  321  darauf  aufuR-rksam  fremacht. 
dass  durch  das  Aufirelen  der  Flüchen  Poo  an  deuj  einen  Ende  der 
Brachydiagooale  bei  den  Kr\slallen  Nr.  «IG  und  57  die  negative  Elek- 
Iricitdt  gescbwäcbt  wird,  wahrend  Ikm  dem  Krv .stalle  \r.  55  U^de 
nur  die  Flächeo  |  Poo  tragemlen  Enden  der  Brachv diagonale  eine 
gleiche  Stärke  der  elektrischen  Ern^gung  zeigen:  und  e.s  stiiniut 
diese  durch  das  Aufirelen  der  Flachen  Poo  liewirkte  Schwächung  der 
ne^tiren  Elekirieitat  mit  dem  auch  auf  ünd«*ren  Kr\>tallen  beob- 
achteten Verhallen  dies^T   Flachen    überein.     Eine    mangelhafle  A 


336  W.  G.  Hankel,  [66 

bildimg  des  einen  Endes  der  Brachydiagonale  schwücht  daselbüil 
ebenfalls  die  negative  Elektrieiiat  (Nr.  60,  61,  66).  Treten  an  dem- 
selben anstatt  der  Flachen  J  Pc»  mangelhaft  gebildete  Flachen  cx)P  auf 
(Nr.  46  und  47) ,  so  bleibt  die  Spannung  entweder  noch  schwach 
negativ,  oder  geht  auch  in  eine  schwache  positive  über. 

Bei  den  früher  allein  ihrem  elektrischen  Verhalten  nach  genauer 
.  untersuchten  hemimorphen  Krystallen  scheint,  wenigstens  soweit  jeXzl 
die  Beobachtungen  reichen,  der  oben  S.  334  erwähnte  Satz,  dass 
jedes  Bruchstück  zwei  entg(^gengesetzt(5  Pole,  ebenso  wie  der  ganze 
Kryslall,  zeigt,  und  dass  die  l>eiden  Bruchflachen,  in  welchen  der 
Kry stall  zei'sprengt  wird,  entge^^engesetzte  Polaritäten  besitzen,  Gel- 
tung zu  haben.  Dieser  Satz  ist  aber,  wie  die  v(m  mir  am  Topase 
und  am  Schwei'spathe  ausgeführten  Untersuchungen  nachweisen,  bei 
synnnetrisch  gebildeten  Krystallen  nicht  mehr  allgemein  gültig. 

Zersprengen  wir  z.  B.  einen  sachsischen  Topas,  bei  welchem  die 
an  den  beiden  Enden  der  Hauptaxe  befindlichen  Krystallflachen  OP 
positive  Elektricitat  zeigen,  oder  einen  sibirischen  Topas  vom  Adun- 
Tschilon  bei  Nertschinsk,  bei  welchem  die  Flachen  des  Brachydomas 
an  den  beiden  Enden  der  Hau|)ta\e  ebenfalls  positive  Polarität  be- 
sitzen, oder  einen  der  Fels(>banyaer  Schwerspathe  Nr.  38 — 41,  bei 
denen  die  Flachen  OP  gleichfalls  positiv  sind,  in  seiner  Mitte  nach 
dem  mit  OP  ()arall(»len  I)ur(hi:;aug(»,  so  zeigen  beide  Durchgangs- 
llachen  n(^gativ(^  Klektriciliil.  Wird  dagegcin  bei  (l(»n  zuvor  genannten 
ro[)asen,  o(1(m^  einem  Sclivvcrspathkrystalle  von  Dufton  Nr.  45 — IVi  in 
(Um*  Nahe  des  einen  Endc^s  (Um*  Hauptaxe  nur  eine  dünne  Platte 
abgesprengt,  so  ist  der  Durchgang  an  der  dünnen  Platte  negativ; 
dagegen  kann  der  Durchgang  am  grossen  Stüt;ke,  falls  die  abge- 
spnmgle  Platte  nur  dünn  ist,  noch  positiv,  wenn  auch  schwacher 
als  die  natürliche  Krvstallflach(»  0  P  ersclu^inen ;  bei  i^nisserer  Dicke 
der  al)g(\sprengten  Platte  g(»lil  aber  auch  auf  ihm  (li(^  positive  Span- 
nung in  die  negativem  über. 

Nach  den  bisherigen  Bi^obac^htungen  sU»ht  bei  den  hemimorphen 
Krystallen  die  Anordnung  der  [)ositiven  und  n(»gativen  Zonen  im  Allge- 
meinen uiit  der  Lage  der  an  ihren  beiden  Enden  unsymmetrisch  ausge- 
bildeten A\e  in  festcun  Zusanunnienhange,  so  dass  ein  bestinuutes  Ende 
ders(»ll)en  stets,  auch  in  Bruchslü(*k(»n,  di(»  (»ine,  das  anden^  aber  die 
('nlgeg(Mig(»setzl(^   PolariÜU   darbielel,   und   niilhin  A(Mulerungen   in   den 
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äusseren  Begronzungon  keinen  Einfluss  auf  die  Lage  der  elektrischen 

Pole,   wenn   auch   auf  ihre  Stärke,   au8Ut>en.     Dagegen   fnulen  wir, 

wie  meine  Untersuchungen  des  Topases  und  des  Scliwerspatlies  dar- 

tliun,  bei  den  symmetrischen  Krystalien  eine  l)eträchtliche  Einwirkung 

der  äusseren  Gestalt  auf  die  elektrische  Vertheilung,  sowohl  in  Betreff 

«ItT  Anordnung  als  auch  der  Stärke  der  einzelnen  Zonen,  und  zwar 

zeigt  sich  dieselbe  nicht  blos  bei  Verschiedenheit  der  von  der  Natur 

fi^t?lbst   hervorgebrachten   Gestalten,    sondern   ebenso   auch    bei   A(5n- 

cicrungen    der    äusseren   Begrenzung    durch    Zersprengen    oder   Zer- 

lirechen    gegebener    Krystalle.      Für   die   elektrische   Vertheilung   auf 

diesen  Krystalien  ist  also  ausser  der  Gestaltung  ihrer  Molecüle  auch 

fioih   ihr  Wachsthum    und  die   äussere  Form  der  gesammten  Masse 

'  t  Krümmend. 

4.    Der  Kr y stall  ein  Individuum. 

Die    Beobachtungen    der    elektrischen    Vertheilung    auf    ringsum 
Hiisgebildeten  und  auf  zerbrochenen  Krystalien  zwingen  uns,    unsere 
bisherige  Ansicht  über  das  Wesen  des  Krystalles  überhaupt  zu  modi- 
tinren.     Es   hat   bisjelzt  wohl  jeder   Mineralog   und  Physiker   ange- 
nommen, dass,  wenn  ein  Krystall  zersprengt  wird,  sHmmtliche  ()hysi- 
kalische    Eigenschaften    mit   Ausnahme    der    äusseren    Form    in    den 
einzelnen    Bruchstücken    dieselben    sind,    wie    in   dem    unverletzten 
ganzen  Krystalle,    und    dass   also   auch  die  sämmtlichen  Bruchstücke 
in  den   betroffenden    Beziehungen    (unander    gleichen.      Und    in   der 
That  haben  die   bisherigen  Untersuchungen  der  optischen  und  ther- 
mischen Verhaltnisse   keine    hierauf  bezüglich(»n   Unterschiede   wahr- 
/lehmen    lassen.     Dem   entgegen    zeigen    nun   die   thermoolektrischen 
Erscheinungen  am  Topase  und  Schwerspathe,   dass  die  eben  ausge- 
sprochene Annahme  nicht  aufrecht  erhalten  werden  kann :  die  thermo- 
elektrischen    Vorgänge    auf    ringsum    ausgebildeten    Krystalien    sind 
andere  als  auf  blossen  Bruchstücken,  und  ebenso  finden  sich  in  dem 
elektrischen  Verhalten  der   einzelnen    Bruchstücke  Verschiedenheiten, 
welche  von  der  speciellen  Lage  derselben   im   ganzen  Krystalle  ab- 
hängen.   Jedes  Bruchstück  behält  auf  seinen  ursprünglichen  Krystall- 
flächen  defn  besonderen  Zustand,   welcher  diesen  Oberflächentheilen 
im  ganzen  Krystalle  eigen  war,  so  weit  bei,   als  bei  dem  Auftreten 
der   infolge   des   Zersprengens   neu  entstandenen  Begrenzungsflächen 

83* 
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VfdMilleii  der  Fblchen  OP  uod  ooP,  also  gerade  deijeaigea  Fbichei, 
w-^Mie  die  GnmdgeBtall  des  Schwerspathes  bilden. 

bl  der  Krystall  nach  der  MakrodiagciDaie  gewachsen,  so  Irill 
die  poatiYe  BleklricilM  auf  den  Flachen  OP  gewfihnlidi  nur  sehr 
schwach  oder  auch  wohl  gar  nicht  henror,  wthrend  sie  im  andenn 
Falle,  wo  das  Wachsthiun  nach  der  Brachydiagonaie  statlgefondeD 
hat.  die  Fliehen  OP  gindich  oder  fast  gtauKch  beherrscht 

Auf  den  Fhlchen  ooP  nimmt  die  eMdrische  Spannung  nach  dn 
Enden  der  Brachydiagonaie  hin  in  positirem  Sinne  zu,  wenn  dai 
Wadisthani  des  Krystalles  in  der  Richtung  der  Makradiagonale 
erlblgl  ist,  dagegen  nach  derselben  Richtung  hin  in  negathrm  Sinne, 
Ms  dcr^  Krystall  nach  der  Brachydiagonaie  gewachsen  ist  Beide 
entgegengesellte  Verhalten  clieser  Fliehen  lassen  sich  in  den  eoiei 
Ausdruck .  fereinigen :  es  ändert  sich  die  etehtiische  Spannung  M$ 
in  ncfsathrenn  Sinne  zunehmend,  oder  in  positiiem  Sinne  dhuehneid 
nach  den  Enden  derjenigen  Dii^sonale  hin«  nadi  wricher  das  Wadm- 
Ihum  des  Krystalles  statt  gelnnden  hat.  :\ 

hlblge  dieses  terschicdoncn   Verhaltens  werden  wir  risa  's 
Fliehen  «P  in  den   beiden  Abthedungen  m  ■eracMadnuM  WaK 
botnirhten  niils^m :   wir  hsben  sie  stets  auf  diejenige  Diagonale  xu 
U^xit^K^n«  nai'h  wek^hiT  das  WiH'hslhuiii  orft^hrt  ist«  uml  zwar  ertheilt 
«ik's^^  l^ia^mak^   ihiH^ii    m^^alivo   IVilaritai,   deren   Intensität   von  ihr 
aus  f:^'}:en   die  aiuk^rt'   l>ia3nHuik^   hin   ahniuuul«    und  je   nach  dra 
t  iiisiamItHi  tHitwt'tkMr  auf  ikni  ^nzon  Fbiehen  ooP  Meibt.  oder  aber 
mehr  ^Hknr  weni^T  ras^^i   in  dii^   |H^lin^  uber^^t«   welche   letztere 
tlann«  ^Mitsfirerhemi  eimT  Almahnit^  in  nessalrrem  Sinne«  in  der  Rieb- 
luna:  uaeh  iler  amk^rtni  Di^mak^  hin  wSk^h^l. 

Wenn  ein  kn>lall  hei  ^«MmT  Biklun^  einmal  eine  gewi&se  Be- 
^-hatfenheit  infida»^  >%^nes  urspra^rUehen  Wacksthuwes  angenonunen 
hat.  >ii)  Lann  dies!^4be  una9:^amkTt  bleiben,  uenn  dnrrh  znfidlige 
JKfess^fe  loislAmle  eine  >cheinbar  aus^isefv  A»^nderung  im  Wachs- 
thuiue  eintritt«  wie  dies  hei  tien  lurvslallen  Nr  6H — 7i  der  FaH  ist. 
IV*^e  Kostalk'  siml  auf  einem  Stiele  ^ider  Kerne  jspbiUeC  der  nach 
^ler  Makrv^&bANiale  jcewaehsen  bst«  und  die  EaseuiiCkiRtfn  «fie^sies 
Slieies  ».xler  Keraes  iheden  sieh  iknr  ;canxen  spdUer  w%ffh'jLUn  und 
<iB  tWr  R^'hcuw:  der  >laLri.i^ttaä9.Hiak'  >ieh  em^eilermlfli  Sfcn&se  mit 
A!uWrvr>eits    hiake    i»rfi    es    ober   nieht    tur    U!um.^dyrh.    4k^    durch 
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lärkere  Üussere  Einlliisse  die  urs[)rüngliclic  Beschaffenheit  bei  weiterem 
V'achseii  so  betrJi(*litHcli  i;(\st()rt  werden  kann,  dass  sie  in  die  andere 
onn  überij;eht;  und  es  (hirften  vielleicht  die  oben  bei  den  Krystallen 
ir.  30  und  31  beol)achteten  Vorgänge  auf  einem  solclien  Wechsel 
er  Bildungsweise  benilien  (S.  332).  Ja,  es  kCmnen,  wie  icli  oben 
d  dem  Krystalle  Nr.  53  (S.  315  und  332)  gezeigt  habe,  beide 
iiUm  des  Wachsthumes  in  gewisser  Weise  sogar  neben  einander 
»esU^hen :  nacli  der  Bichtung  der  Makrodiagonale  gewachsene  Fasern 
»i;en  sich  in  der  Bichlung  der  Brachydiagonale  zur  Bildung  tafel- 
ümiiger  Krystalle  aneinander. 
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Da  durch  meine  in  den  letzten  Jahren  aiisgeführlen  Unter- 
suchungen die  Lehre  von  der  Thermoelektricität  der  Krystalle  zu 
^^iiiem  gewissen  Abschhisse  gebracht  ist,  so  erscheint  es  mir  zvveck- 
Ui4issig,  hier  die  Entvvickelung  derselben  in  ihren  Hauptzilgen  zusam- 
^^icnzuslellen.  Ich  werde  dabei  nur  diejenigen  Arbeiten  besonders 
*»er\orheben,  welche  einen  Fortschritt  darin  bewirkt  haben. 

Die  Entwickelung  unserer  Kenntnisse  von  der  Thermoelektricitllt 

Jcr  Kristalle   hat  mit  der  Beobachtung   der  elektrischen  Kräfte   auf 

^^inem  erhitzten  Turmalin  begonnen.     Bei  diesem  Minerale  sind  durch 

^eino  krystallographischen    und    übrigen    physikalischen    Verhaltnisse 

<lie  vortheilhaflesten  Bedingungen  fUr  eine  möglichst  grosse  Intensität 

^ler  auftretenden   elektrischen  Spannungen   gegeben.     Einer   solchen 

Vereinigung  der  günstigsten  Umstände  bedurfte  es  aber  gerade,  um 

im  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  bei  der  Unvollkonunenheit  der 

damaligen  physikalischen  Apparate  die  elektrischen  Wirkungen  eines 

Kryslalles  überhaupt  wahrnehmen  zu  können. 

Die  älteste  Angabe  über  die  Anziehung,  welche  ein  erwünnter 
Turmalinkrystall  auf  kleine  Körperchen  ausübt,  findet  sich  in  einem 
merkwürdigen  1707  zu  Chemnitz  und  Leipzig  erschienenen  Buche: 
«Curiöse  Speculationen  bei  schlaflosen  Nächten.«*)  Es  heisst  daselbst 
S.  269:  »Wie  mir  denn  ohnlängst  nur  der  curiöse  Herr  Daumius, 
jetziger  wohlbestellter  Stabs-Medicus  bei  der  Königl.  Polnischen  und 
Churf.  Sachs,  am  Rhein  stehenden  Militz,  erzehlet  hat,  dass  anno 
1703  die  Holländer  einen  aus  Ost- Indien  von  Ceylon  kommenden 
Edelstein,   Tuimalin  oder  Turmalc,    auch  Trip  genannt,  zum   ersten 

*)   Das  von  mir  benutzte  Werk  findet  sich  in  der  Königl.  OefTcnt liehen  Bibliothek 
zu  Dresden.    Sein  Verfasser  hat  in  Dresden  gelebt. 

\ 


• 

mahl  nach  Holland  .gebracht  hatten,  welcher  die  Eigenschafft  hätte, 
dass  er  die  Turff-Asche  auf  der  heissen  und  glüenden  Turff-Kohle, 
nicht  allein  wie  ein  Magnet  das  Eisen,  an  sich  ziehe,  sondern  auch  . 
solche  Asche  zu  gleicher  Zeit  wieder  von  sich  slosse,  welches  inilu 
Lust  zu  sehen  sei,  denn  bald  ein  wenig  Asche  darauf  hüpffte,  und  gleich — 
sam  sich  stellete,  als  ob  es  sich  mit  Gewalt  in  den  Stein  hineindrehem^ 
wolte,  bald  spränge  dagegen  ein  wenig  wieder  davon  hinweg,  alä^ 
wolte  es  gleichsam  von  neuem  ausholen  wieder  darauf  zu  springen^ 

und  würde  deswegen  von  denen  Holländern  Aschentrecker  genannt 

die  Couleur   sei   Pomerantzenroth    nu't  Feuer- Farbe  erhöhet.     Wen^n 
der  Turff  kalt  sei,  so  thäte  dieser  Stein  gar  nichts.« 

Im  Jahre  1717  hat  L6mery  der  Pariser  Akademie  einen  geschli 
fenen    Turmalin    vorgelegt   und    die   von   ihm   ausgehende    Wirkun 
gezeigt.    Es  heisst  in  der  Histoire  de  Tacademie  royale  des  scienc^?^ 
vom  Jahre  1717,    S.  7   unter  dem  Abschnitte  Diverses   observatiorM  ^^ 
de  physique  generale:  »Voici  encore  un  petit  aiman.    C'est  iine  Pierre, 
(|uV)n  trouve  dans  une  Riviere  de  Tlsle  de  Ceylan,  grand  comme  iad 
denier,  plate,   orbiculaire,    epaisse  d'environ    une   ligne,    brune,   lis:s<^ 
et  luisante,  sans  odeur  et  sans  goöt,  qui  attire  et  ensuite   repouss^ 
de  petils  corps  legers,  comme  de  la  Cendre,  de  la  limaille  de  Föf, 
des  parcellcs  de  papier.     JM.  Lemery   la   fit   voir.     Elle    n'est  poivit 
commune  et  celle  qu'il   avoit   cofttoit    15   livres.«     In  den   weiteren 
Reflexionen  über  die  obigen  Anziehungen  und  Abstossungen,  die  nooh 
ungeftihr  eine  halbe  SeiU»  einnehmen,  wc^rden  dieselben  einem  Wirlx^l 
zugeschrieben,  der  sich  bildet,  aufhört,  und  sich  in  kleinen  Inlervall<'n 
wiederholt ;    eine    Andeutung,    dass    diesem    Anziehungen    elektrischer 
Natur  seien,   findet  sich   aber  nirgends. 

In  d(Mn  1727  erschienenen  Ruche:  »('.urieus(*s  und  reales  Natur-. 
Kunst-,   Reri»;-,   (jew(Mck-   und   Handelslexicon«    wird    die    Anziehung 
U^ichter  Körper   durch   den    Turmalin,   so    wie   die  Veranlassung  zur 
lMit(l(»(*kung  dieser  Kig(Mischaft  ausführlicher  erwJihnt.     Es  heisst  (la- 
siHbst  S.    I9Ö8:  )»Trip,    turmalin  od(M' Aschentr(H:ker,  ein  (^eylanisohor 
lulelgestein,  der  aus  scHbigtMi   Landein   vor    ungefähr    20  Jahren  erst- 
lich roh  herauskonnn(»n   und  von  Ostindic^n-Fahrern    an    ho(*hteutsche 
Jud(Mi  verkauft  worden,  w^(*lclu»  di(»selbigen  Steine  sodann  zu  schleilTen 
und  an  iMann  zu   briugcMi  gesucht.     Weil   aber  die  Jubeliers  an   deren 
lliute,  ohuerachlet  sie  die  couleur  eines  Chrvsolits  haben,  gezweilTell; 
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ist  selbiger  von  ihnen  aufs  Feuer  zur  Probe  geleget  worden,  da  sie 

deoo  nicht  allein  befunden,  dass  er  solche  ausgehalten;  sondern  auch 

^%vider  ihr  Vermuthen  die  Torffasche  an  sich  gezogen,  welches  ihnen 

als  etwas   sonderliches  lieber  gewesen,   denn    die  Güte  des  Steins 

s>«lbst;  und  durch  diese  Begebenheit  ist  man  von  ohngeföhr  auf  dessen 

Benennung  gefallen,  sind  auch  die  grossen  Stücke  dünner  zu  schleiffen 

angefangen  und  deren  Preis  auf  8.  10.  und  mehr  Holländische  Gulden 

gesteigert  worden.     Der  Stein  ist  sonst  in  weiterer  Würckung  nicht 

bekannt,  ziehet  aber  praeparata  metallica  chymica  eben  so  wohl  als 

gedachte  Torflasche  an,  welche  er  doch  jederzeit  nach  geschehener 

atlraction  wieder  von  sich  wirfl't;  und  dieses  in  infinitum'repetiret."*) 

Kalt  ist  er  ohne  dergleichen  Würckung;  jedoch   darff  er  auch  nicht 

allzu  heiss  gehalten  werden.      Hierbei  ist  zu  mercken,  dass  unsere 

Land-Chrysolilen  dieses  nicht  thun  wollen,   noch  viel  weniger  eine 

andere  Species  Genimae.« 

Erst  in  einer  1756  der  Berliner  Akademie  vorgelegten,  aus  dem 
Deutschen  ins  Französische  übersetzten  Abhandlung  (Memoire  con- 
ceroant  quelques  nouvelles  cxperiences  electriques  remarquables)  wies 
Aepin  nach,  dass  jene  Anziehungen  und  Abstossungen  durch  elek- 
trische Kräfte  erzeugt  werden.  Er  besass  zwei  Turmaline,  beide 
geschliffen,  und  zwar  auf  der  einen  Seite  eben,  auf  der  anderen  mil 
in  einer  Spitze  zusammenlaufenden  Facetten.  Jeder  dieser  beiden 
Sieine  zeigte  beide  Elektricitüten,  die  eine  auf  der  einen,  die  andere 
auf  der  entgegengesetzten  Seite.  Da  bei  dem  einen  die  el)ene,  bei 
dem  andern  die  mit  Facetten  versehene  Seite  positiv  war,  so  gewann 


*j  Wie  bei  dem  Erhitzen  eines  Turmalins  auf  Kohle  die  Anziehung  der  Aschen- 

tbeilcben  den  Dhcken  der  Juwehere  nichl  entgehen  konnte,    ersieht  man  aus  dein 

DKbstehenden  Berichte  über  ehien  von  Wilke  angestellten  Versuch  (Abhandlungen 

der schwedi.<(chen  Akademie  der  Wissenschaflen  aus  dem  Jahre  1768,  deutsch  von 

Kästner,  Bd.  30,  S.  125}.    Wilke  streute  Asche  auf  eine  dünne  geschwärzte  Blech- 

scbeibe,  legte  einen  geschlitfenen,  und  zwar  auf  der  einen  Seile  mit  einer  ebenen 

Fliehe,  auf  der  anderen  mit  Facetten  versehenen  Turmalin  mit  seiner  ebenen  Seite 

darauf,  und  setzte  die  Scheibe  auf  einen  heissen  Metallcylinder.       )>Der  Stein  Hingt  dn 

jof  dem  warmen  Cylinder  bald  an  mit  der  Asche  zu  spielen,  und  wirft  sie  ringsumher 

ood  ober  die  geschwärzte  Scheibe  oft  6  Zoll  weit ,  je  nachdem  die  Aschentbeilchen 

gross  sind.    Im  Ucbergange  zum  Abkühlen  hört  dieses  Spiel  auf,  fangt  aber  von  Neuem 

ao,  nachdem  der  Stein  mehr  erkaliet  ist  und  noch  schneller, «  wenn  die  Scheibe  auf 

einen  kalten  Metallcylinder  gelegt  wird. 


U%  :  W.  G.  Harkbl,   .  [« 

er  die  Ueheizeugwig,  dass  das  Auftreten  der  entgegopgcooteten  BMc- 
toicitäteD  auf  den  beiden  Seiten  der  geBchliffenen  Steine  nitsht  ämk 
die  YerBcbiedenheit  der  äusseren  Form,  sondern  durch  die  inkm 
Structur  des  Steines  bedingt  sei. 

Aepin  beobachtete  fierner,  dass,  wenn  er  einen  aefaier  beiht 
Tumialine  auf  einer  Glasplatte  oder  gtohenden  Kohle  bder^^tarA 
die  mittelst  eines  Hoblspiegels  concentrirten  Sonnenstrahlen  «^ 
hitate,  derselbe  beim  Erhitzen  elektrisch  wurde,  merkwtlidiger 
weise  aber  mit  geriMJle  entgegengesetater  Lage  der  eleküiwhnn^'Me 
als  bei  der  Abkühlung  nach  dem  Eintauchen  in  siodeades 
Wasser..  Jedoch,  vermochte  Aepin  nicht  diese  wichtige  Beobachtäig 
richtig  zu  deuten;  er  glaubte, «diese  umgekehrte  Lage  der  elekirisiriiel 
Pole  sei  eine  Folge  der  ungleichen  Erhitzung  beider  Seiten  dea^SlaiiM» 
und  gehe,  sobald  die  uni^eichen  Temperaturen  sich  aaiqg6|ffaAeii 
hätten,  in  die  gewöhnlich  (beim  Abkahlen)  auftretende^  Hber.^  •  iin 

'•  .Das  richtige  Verstindniss.  dieses  Voi|;anges  gewann  ef8l€llntoa; 
er  sprach  4750  bestimmt  aus,  dass  der  Tunnalin  mchi'iffl"er 
wttrmt^i  Zustande  Oberhaupt,  sondern  nur  während  des.  SteigpnS'aMl 
Sinkens  seiner  Temperatur  elektrisch  werde,  und  swar-liei  riondi- 
mender  Wärme  gerade  in  entgegengesetzter  Weise  als  bei  nbnriniMn- 
der,  womit  die  zuvor  erwähnte  Beobachtung  des  Aeprn  natttrgeBlss 
erklärt  war. 

C  an  ton  benutzte  ungeschliffene  Turmaline  von  grösserer  Länge; 
dies  setzte  ihn,  indem  er  einen  solchen  von  einem  halben  Zoll  Länge 
in  drei  Stucke  zerschnitt,  in  den  Stand,  die  weitere  Entdeckung  zu 
machen,  dass  jedes  dieser  Stücke  ebenfalls  wieder  zwei  entgegen- 
gesetzte  Pole  zeigte,  und  überhaupt  in  qualitativer  Hinsicht  dem 
imzerschnittenen  Krystallc  glich. 

Als  er  einen  Turmalin  in  ein  mit  dem  Elektrometer  verbundenes 
blechernes,  mit  heissem  Wasser  gefülltes  Gefäss  warf,  zeigte  das 
Instrument  weder  während  des  Erwärmens  des  Krystalles,  noch  auch 
während  der  Abkühlung  des  ganzen  Apparates  Elektricität;  ein  Be- 
weis, dass  die  Mengen  der  erregten  positiven  und  negativen  Elek- 
tricitäten  stets  gleich  gross  sind,  und  sich  durch  die  leitende 
Flüssigkeit  vollständig  ausgleichen. 

Im  folgenden  Jahre  beobachtete  Canton  eine  ähnliche  elektrische 
Erregung  an  den  Krystailen  des  brasilianischen  Topases. 
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Diese  auf  den  Krystalleo  durch  die  blosse  Wirkung  der  Wärme 
eatstehende  Elektricität  erregte  das  grösste  Interesse  der  Physiker 
oDd  Mineralogen  und  wurde  vielfach  Gegenstand  der  Forschung. 

Bei  seinen  Untersuchungen  über  die  oben  beschriebenen  Vor- 
gUDge  entdeckte  Hauy  an  den  beiden  Enden  der  Hauptaxe  des  Tur- 
oiiliDs  eine  verschiedene  Ausbildung  (Hemimorphismus) ,  und  brachte 
dieselbe  sogleich  in  Beziehung  zu  den  daselbst  auftretenden  Elektri- 
ciläten.  Er  weist  auf  die  Wichtigkeit  der  Erforschung  der.  thermo- 
elektrischen  Erscheinungen  an  Krystallen  hin,  weil  sie  (wenigstens 
rar  damals)  das  einzige  Mittel  seien,  um  durch  die  alleinige  Einwir- 
kai^  der  WSrme  ElektricitUt  zu  erregen,  und  weil  die  chemische 
Verwandtschaft,  indem  sie  die  Molecüle  dieser  Körper  zu  regel- 
(nissigen  Gestalten  vereinigt,  sich  mit  der  Elektricität  verbunden  zu 
haben  scheine,  um  die  verschiedenen  Wirkungen  der  beiden  elek- 
trischen Fluida  durch  den  Unterschied  in  der  Ausbildung  der  beiden 
Axeoenden  darzustellen.  Ueber  die  Vertheilung  der  beiden  Elektri- 
citäten  an  dem  erkaltenden  Turmalin^)  äussert  er  nur,  dass  das  am 
einfachsten  gebildete  Ende  der  Axe  negative  Elektricität  zeigte. 

Hauy  entdeckte  femer  die  thermoelektrischen  Erregungen  am 
Boracit,  Mesotyp  (Skolezit  d^r  neueren  Mineralogen),  Kieselzinkerz 
undTitanit,  während  Dr6**)  dieselbe  beim  Prehnit  und  Brard  beim 
Axinit  auffand.  Während  Hauy  bei  den  meisten  dieser  Krystalle 
nur  eine  an  ihren  beiden  Enden  mit  entgegengesetzten  Eloktricitäten 
versehene,  sogenannte  polarelektrische  Axe  annahm,  beobachtete  er 
bei  dem  in  Würfeln  krystallisii*enden  Boracit  vier  solche  polare  Axen, 
welche  je  zvkrei  diametral  gegenüber  liegende  Ecken  des  Würfels  ver- 
binden, und  dergestalt  angeordnet  sind,  dass  je  zwei  an  den  Enden 
einer  Seitenkante  liegende  Ecken  entgegengesetzte  Pole  zeigen. 

Beim  Boracit  fand  Hauy  ebenso  wie  beim  Turmalin  die  beiden 
Enden  einer  jeden  polaren  Axe  in  ungleicher  Weise  ausgebildet;  die 


*)  Da  die  elektrischen  Erregungen  bei  den  Krystallen  M^ährend  des  Erkalteiis 
gerade  die  entgegengesetzten  sind  als  beim  Erhitzen,  so  genügt  es,  nur  die  Vorgänge 
beim  Erkalten  anzugeben.  Diese  sind  im  Folgenden  also  stets  za  verstehen,  wenn 
efefclrische  Yertbeilungen  ohne  weiteren  Zusatz  aurgeföhrt   werden. 

**)  In  der  ersten  Auflage  seines  Tratte  de  minöralogie  ikl.  3  S.  167  sagt  Hauy 
?om  Prehnit:  »Electrique  par  la  chaleur  (observaUon  du  Cit.  Dr^]«,  während  in  der 
zweiten  Auflage  der  eingeklammerte  Zusatz  fehlt. 


posititeaE^den  waren  entweder  doraJit  die  iFteoheB.ieiMS  Tetmfider^ 

•  

ftfagestonpfty  wühreoddie  o^giitiveii  Eftda»  iHf^ene  jinferleMe  Sdi^ 
ausliefeov  oder,  ^Metti  beide  Enden  abgestumpft  «mwshifli^  aoflrafw^ 
an  den  poaiUvea  Enden,  noch  die  Httchep.eiBeg.TrigondodelMBdaw  anl 

Auch  bei  den  abrigeaefektri8ckeaKryitallen»?bei')pr^^ 
nur  eine  polarelektriacheJUie  «niiahin,  .glaikbteer  eine^gleiebe 
moipbilsche  Bildung  nach  dieser  Axo;  erwarten  sn  dUrfl».    Am 
zinkerx,  .das  inider  Tbat'  eine  peJardeklvische  Ajüb  besitEty.hal 
Mob8:4en  in  au^geieichneter  :Wei8e>-an»  den. finden  dieser. Axe 
treteyMlen  Hanimorphismus  beobaobtet."^)  .v  '.* 

Sobon  oben  wurde: -firwabiii«  dags  .die :  Ibcwaoetoklrwehen  Vok:~ 
g&Qge  das  lebhafteste  Interesse lenregti^baben,  Yund»»wirc.  finden  ilah^v 
ausser. (den  obengensMiten  Physikern,  nookt  den  Hewwig,.von  Hoy^ 
Wilson,  Bergmann,  Wilke  und  Vriestley  mU  agfigedebnlen  Unlep::* 
sttchungen  Ober  ;dea.  Tumialin%  besohüftigt,!  jedodi  ehae>4MiS  ähreiVeKT- 
suche  den  I  XU  ihrer  Zeit  bekannten  Geselsen  ivreaeuUiGh  Newesr*lüc^ 
zugeftlgt  haben,  .t.  'i..  m..       mI  ..i:  (..   n".  ■<•  ,*..;.•-  "t-L.  m.  .,.i(. 

Bis  in  die  ersten  Jahraehnte  dieses: JahvJbmiderla;ki«nntenraB.wi3 
Gebiete  der  themoelektrifiefaen  Erschoinungeii  nüt  BwrtimmUieH  n%Mi 
polacelektrische . Axen,  di^iAk.  Axra,.  wefche  an  Jhren  beiden  i Entern 
entgegengesetdeElektrioitat  zeigon,^^).  und  bieUuekAi.  daher«.  Air  ^l^e- 
reehtigty  das  Vorkommen  soteher  Axeniallgfwein  >oder;j?ielin^r'aia^ 
schliessIkA;  anzunehmen,   obwohl   dieselben  unit«  Sieberiieit  •  «niv  an 
den  unsymmetrischen  (hemimorphischen)  Krystallen  beobaohtet  worden 
waren.      Aber    gerade    der    Umstand,    dass    die    polarelektrischeD 
Axen  nur  bei  den  unsymmotrischea  Krystallen  auftreten,  veranlasste 
Schweigger  ^'*^)  zu  dem  Ausspruche,  dass,  »da  durchaus  keine  äussere 

*)  Dagegen  sind,  wie  ich  gleich  hier  crwShnen  will,  die  anderen  oben  genannten 
Krysialle  nicht  hemimorpliisch.  Wenn  bei  einzelnen  Individuen  an  d^m  einen  Ende 
einer  Axe  einzelne  FlUchcn  auftreten,  welche  an  dem  anderen  Ende  fehleOi  so  hat 
diese  Abweichung  von  der  Symmetrie  nur  in  zufälligen  Störungen  ihren  Grund ,  und 
dem  entsprechend  besitzen  diese  Krysialle  auch  nicht  eine  polar  elektrische  Axe,  son- 
dern zeigen  an  den  beiden  Enden  der  betreffenden  Axe  gleichnamige  BleklricitSten. 
Vgl.  meine  Untersuchungen  über  die  thermoelektri sehen  Eigenschafteo  des  Topases 
(Bd.  XIV  dieser  Abhandlungen  S.  370]  und  des  Schwerspalhes  (fid.  XV  S.  S77). 

**)  Eine  vereinzelte  davon  abweichende  Beobachtung  Hauy*8  (Traile  de  mhier. 
Bd.  II.  S.  154)  an  dem  Bruchstücke  eines  brasilianischen  Topases,  dessen  BndflSchen 
er  negativ  und  dessen  SeitenflSchen  er  positiv  fand,  blieb  unbeachtet. 
***)  Jahrb.  der  Chem.  und  Phys.  Bd.  39  S.  345  (Jahrgang  18)3). 
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ILraft  auf  das  Hauptgesetz  der  Krystallbildung  —  Symmetrie  —  Ein- 
Auss  zu  haben  vermag,  eine  innerlich  begründete  Kraft,  welche 
solches  vermag,  selbst  wesentlich  fUr  die  Krystallbildung  sein  müsse.« 
Er  betrachtete  daher  die  Unterschiede,  welche  je  nach  der  Richtung 
JQ  den  während  der  Bildung  der  Krystalle  th^tigen  Kräften  vorhanden 
sein  müssen,  um  eine  bestimmte  regelmHssige  Anordnung  der  Mole- 
etile  zu  bewirken,  als  elektrische  oder  dieser  Kraft  verwandte.  Jedes 
Molecül  sollte  eine  polarelektrische  Axe  besitzen,  und  die  gegensei- 
tige Einwirkung  dieser  Polaritäten  sowohl  die  Cohäsion  überhaupt 
als  auch  die  besondere  Form  der  Krystallisation  hervorbringen. 

Eben  diese  thermoelektrischen  Erscheinungen  an  Krystallen  gaben 
auch  Berzelius  Anlass  zur  Aufstellung  seiner  elektrochemischen 
Theorie;  in  gleicher  Weise  wie  Schweigger  betrachtete  er  die  kleinsten 
Theile  (Molecüle)  ähnlich  wie  den  Turmalin  mit  einer  elektrischen  Polarität 
begabt,  »von  welcher  die  elektrochemischen  Erscheinungen  bei  ihrer 
Vereinigung  abhängen,  und  deren  ungleiche  Intensität  die  Ursache  des 
Kraftunlerschiedes  ist,  womit  sich  ihre  Verwandtschaften  äussern. . .  . 
Jede  chemische  Wirkung  ist  also,  ihrem  Grunde  nach,  ein  elektrisches 
Phdnomen,  das  auf  der  Polarität  der  Partikeln  beruht.  Alles,  was 
Wirkung  der  sogenannten  Wahlverwandtschaft  zu  sein  scheint,  wird 
(lurcrh  eine  in  gewissen  Körpern  stärker  als  in    anderen  vorhandene^ 

I 

I      elektrische  Polarität  bewirkt.« 

Die  bis  dahin  nur  sehr  geringe  Zahl  der  als  thermoelektrisch  be- 
kannten Krystalle  wurde  1824  durch  eine  Mittheilung  Brewster's  über 
die  von  ihm  während  der  Jahre  1817  und  1818  ausgeführten  Versuche 
nicht  unwesentlich  vermehrt.    Brewster  giebt  als  thermoelektrisch  an: 

Skolecit  *)  Diamant 

Mesolith  *)  Auripigment 

Grönländischer  Mesotyp  Anaicim 

Kalkspath  Amethyst 

Gelber  Beryll  Bergkrystall  aus  dem  Dauphin^ 

Schwerspath  Idokras  (Vesu\ian) 

Schwefelsaurer  Strontian  Honigstein 

Kohlensaures  Blei  Schwefel  (sulphur  native) 


*)   Es  idt  Brewster  wahrscheinlich,  dass  Hauy*s  Mcsolyp  eines  dieser  beiden 
Mineralien  ist.  * 


Diojisid  r.iitniit 

Rolher  und  litauer  Kliisss|iiilli       Uirliioit,*)* 

Brewstör  ycbuhrl    feriiei'    das   grosse   Verdieust,   zuerst    seiÄ 
Aufmcrksamkoit  auch  den  kitcisllicti  aus  wässerigen  Lösungen  dargesh 
len  Krystallcai  zugewandt,  und  elektrische  Spannungen  durch  Temperalc 
Ünderungcn    auf    ihnen    hervorgerufen    zu    haben.")      Er   nennt 
thermoeleklrisch: 

Weinsaures  Kali-Nalron  ^Seignellesalzj   Scliwefclsaure  Magnet^ia 
WcinsUuru  Blaiisaures  Kali 

Ovalsaurßs  Auuuuniak  Zucker 

(Ihlorsaures  Kali  Essigsaureti  Ulei 

Schwefelsaure  Maguüsia  mit.  N'atron  i^?)    Kohlensaures  Kali 
Schwefelsaures  j\mniuniak  Citronsilure 

Kisenvitriol  Quecksilliersuhliiiiat. 

Wahrend  Hreweler  sieh  die  Aufgabe  geslelll   halt«,  die  Reihis^ 
der  theriDuelektrisuhun  Kristalle  m  vergrOssern,  geht  da«  Bustrebea 
der  si^aiej-en   Forscher   besonders   auf  die  Ermiltclung   der   Gesetze- 

P.  Erioan   faod  bei  seinen  Unterenchuagen  aar  BnichsUlckei^ 

*}  Han  glaubte  längere  Zeil,  dass  Brewster  bei  der  Unvolikomnieuheil  des  zi^ 
seinett  Versuchen  angewaiidlon  Vi-rralirens  sich  in  BfrlrelTder  elektriscliea  AoiiehuugeiaB 
geirrt  haben  diirllc,  und  dass  die  meisten  der  von  ihm  genonnlen  Kryslalle  nicht  eiek — 
Irisch  würden.    RieHS  und  Rose  schliessen  Ihre  Abhandlung  über  db  Pyroeiek— - 
Irieitai  der  llineralien  (Abhandl.  der  AI(b<I.  der  Wisienaohi  ui  Berlin,   1843^ 
mll  den  Worten:     *Von  dem  Br ewsler' sehen  Verzeichniss  sind  daher  nur  SkolczilT 
Hesolitb  (zum  Theil},  Schwerspalh  und  Quarz  pyroeiek  Irisch  gerunden  worden.«     An 
einer  anderen  Stelle  äussern  sie  sich  dahin,  dass  negaliven  Resullalen  Ihennoeleklri- 
sd)cr  Untersuchungen  nur  ein  temporärer  Worth  beizulegen  sei.    Und  in  der  Tbat  ist 
es  mir,  wie  dieser  Bericht  in  seinem  weiteren  Verlaufe  zeigen  wird,  gdungen,  bei  deii 
meisten  der  in  jenem  Verzeichnisse  siehenden  Mineralien  nicht  bloa  die  thermoelekrriaofae 
Erregung  überhaupt  nachzuweisen,  sondern  auch  die  speciDsche  Vertheilnog  der  Elek- 
IricitllBur denselben  reaUustellen.  Ob  freilich  Kryslalle  wie  FluasspalhniHl Granat  tber- 
moelelilriscb  erregt  werden  können,  wird  erst  noch  weilerk-r  Forschung  bedüifra. 

**)  Bin  durch  Schmelzen' erzeugtes  und  Ihermoeiek Irische  Erscbeinai^en  dar- 
bietendes Kunsiprodnkt  besasB  schon  H  a  u  y  ;  es  war  eine  im  faefTigslen  Schmetzrciwr 
von  dem  jungem  Saussure  durch  Zersetzung  des  Oypses  mittelst  concreter  Phot- 
phorsHure  dargeslcllle  Hasse  von  der  Grösse  einer  Haselnuss,  ohne  Snsseres  Zeichen 
von  Kryslallisaltoit,  die  durch  WBrme  polarelekirisch  wurde  (Jahrb.  der  Chem.  and 
Phys.  Bd.  45  S.  17»).  * 
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Wrasilianischer  Topase*)  dieselbe  Vertheilung  der  Elektricitat,  wie  sie 
bereits  Hauy  an  einem  eben  solchen  Bruchstücke  (s.  oben  S.  350)  wahr- 
genommen hatte:  die  beiden  Durchgangsfldchen  erschienen  negativ, 
während  er  auf  den  Seitenflachen  blos  positive  Spannungen  nach- 
zui weisen  vermochte;**)  und  er  schliesst  aus  seinen  Versuchen,  dass 
die  Art  der  Elektricitätsvertheilung  eine  ganz  eigenthümliche,  von 
dien  bisher  bekannten  Analogien  total  abweichende  sei,  indem  die 
eine  Thätigkeit,  namentlich  die  —  E,  in  der  Axe  und  den  Parallelen 
mit  ihr  herrsche,,  während  die  andere  (-[-  E)  ihre  Richtung  senkrech l 
auf  die  Axe  habe  und  ihr  Sitz  überall  an  der  perimetrischen  Ober- 
flSkche  aller  Seitenflächen  sei. 

Wenn  auch,  wie  ich  in  Band  XIV  dieser  Abhandlungen  gezeigt 
habe,  die  vorstehende  Ansicht  über   die  elektrische   Vertheilung  am 
Topase  nicht  richtig  ist,  so  linden  wir   doch   in   ihr  zuerst  ein  Ab- 
gehen von  der  bis  dahin  allgemein  angenommenen  Vorstellung,  dass 
die  elektrischen  Axen  stets  polare  sein,  d.  h.  an  beiden  Enden  ent- 
gegengesetzte Elektricitäten  zeigen  müssten.***) 

Becquerelf)  und  etwas  später  Forbesf-f)  suchten  das  Verhlilt- 
niss  der  Stärke  der  Elektrlcität  zur  Länge  und  zum  Querschnitte  der 
Kryslalle,  sowie  zu  den  Temperaturänderungen  zu  erforschen.  Ihre 
Bemühungen  hatten  jedoch  nicht  den  gewünschten  Erfolg,  f 77) 

Diese  Untersuchungen  wurden  1859  von  Gauguinf*)  wieder 
aufgenommen;  nach  ihm  ist  die  Menge  der  von  einem  Turmalin 
entwickelten  Elektricität  proportional  seinem  Querschnitte,  aber  unab- 


*)  Abhandl.  der  Berl.  Äkad.  vom  Jahr  1829  S.  57. 

**)  Vergl.  hierüber  meine  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen  Eigenschanen 
des  Topases  (Bd.  XIY  dieser  Abh.  S.  360). 

^*)  Die  von  Erman  angegebene  Vcrtheihing  exislirt  am  Topase  nicht ;  dagegen 
habe  ich  eine  ähnliche  Anordnung  der  Elelctriciraten,  wie  ich  sp'ater  zeigen  werde,  an 
oicbl  bemimorphischen  Krystallen  des  tetragonalen  und  hexagonalen  Systemes  aufgc- 
fondeu. 

t)    Annal.  de  cbim.  et  de  phys.    T.  37.  S.  5.  355.     Poggend.  Annal.  Bd.  13. 
S.  628. 

f\)  Transact.  of  the  roy.  soc.  of  Edinburgh  Bd.  13.  S.  25. 
fft)  Kbi  allgemeines  Gesetz  hierüber  aufzustellen  würde  auch  nicht  möglich  sein, 
da  sieb  bei  meinen  vieirachen  Beobachtungen  herausgeslellt  hat,  dass  die  Intensität  der 
auf  den  einzelnen  Krystallen  derselben  Mineralspecies  auftretenden  Elektricität  je  nach 
der  individuellen  BeschaOcnheit  derselben  sehr  verschieden  ist. 
7*)  Annal.  de  cbim.  et  de  phys.    3  Ser.  Bd.  37.  S.  1. 
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liüngig  von  seiner  l<llngo,  utiil  wlilirenti  dos  Sinkens  oder  der  Er- 
höhung der  Temperatur  um  eine  gegebene  Anzahl  (Irade  wird  nnab^ 
händig  von  der  Dauer  der  Abkühlung  oder  Hrwürinung  sIi'Iü  diesolbc 
Elektricilätsnienge  entwickelt. 

In  der  zuvor  ciliilen  Alihandlung  von  b'oilies  findet  sieh  eine 
iii«  jel/t  nocli  nielil  wiedei-  beobachletu  Thalsaehe  verzeiehnel;  For- 
bus  beschreibt  einen  'runuiiiin,  der  an  lieidcn  Knden  jiositive,  in  der  - 
Mitto  alK^r  negative  Klektrieilttt  hesasB.")  Diese  eigen Ih (Im liehe  Ver-  — 
Iheilang  der  Elektricitat  sui'ht  er  dadurch  zu  erklaren,  dass  er  sich  m. 
zwei  Turnialine  nn"t  ihren  negativen  Polen  aneinander  gelegl  und  so«zi 

verwachsen  denkt,  dass  auf  ihren  Seitendächen  keine  S|)ur  der  Zusam 

mensetzung  übrig  geblieben;  er  folgte  bei  dieser  Erklärung  Hrewsler—- 
der  die  oben  S.  350  erwJlhnle,  \on  llauy  an  einem  Topasbruch siuckc:^ 
beobaehlele  Verlheilung  durch  eine  Verwachsung  zweier  Topase  tni*  i 
ihren  positiven  Enden  ei-klaren  zu  kOnnen  vernieinle;  ein  Beweis.  ^ 
mit  welcher  Zähigkeit  man  die  Ansicht  von  diircliweg  polarelcklri—  1 
riehen  Axen  festhielt. 

Kieselz'uikers.  Naehileni  Mohs'")  die  heniiniur|ihisi-he  Itilduiig  de«  ^ 

Enden  der  liauptaxe  des  Kieselzinkerzes  naehgewiesen,  besliiniule  k<Ui 

ler*'")  an  dienern  Minerale  die  Lage  der  eleklrisehen  Pole.     Oieselbcw^ 
finden  üieh  an  den  Enden  der  llauplaxe  und  sind  so  vertheilt,  dass  atir 
dem  Knde  mit  der  geringeren  Anzahl  Flächen  (Giundpvraniide)  die  jh)- 
silive.    an    dem    anderen    En<te    inil    der   giiisseren    Anzahl    Flachen 
(ausser  der  Grundpyramidc  auch  FlHchen  von    horizontalen  Prismeo) 
dagegen  die  negative  ElektricitSt  auftritt. 

Struvä.  Eine  andere  ausgezeichnet  hemimorphiKch  gebildete  Sub- 
stanz entdeckte  später  Hausmannf)   in  dem  Struvit  (phosphorsaure 


*)  Es  hefsst  S.  3& :  In  lli«  courae  of  my  reaearches,  I  have  met  wMi  a  cryslall 
of  lurmaline,  possessing  ho  external  iiregularitJes  of  siructuro  (itie  (erniiusllona,  Imw- 
ewer,  oflhe  crystall  are  noi  preserved),  whicb  hns  Iho  Singular  praperty of  pneaeoliDg 
i»  cooling  a  vilreous  pole  al  bolli  ends.  Haviug  ascertaitied  lliiü  point,  I  proceeded  lo 
exaniine  llie  electricily  of  its  psrls,  by  means  of  Coulomb's  Proof-plaoe,  by  wbich  the 
electricily  of  aiiy  porlion  is  ineiilaled  aiid  examiiied.  As  I  especlecl,  I  fonnd  Ih«  ceatnl 
poiilon  of  Ihe  crystall  reslnoiisly  electrified. 

**)  Hohs,  Grundriss  der  HinerslOgie,  1.  Bd.  Fig.  37. 
••■)  Poggend.  Ann.  Bd.  17.  8.  U8. 
f)  Narhrichlen  von  der  G.  A.-ÜDiveraiiat  zu  GÖtüDgen  IBtfi.  S.  IS4.' 
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Natron -Magnesia),  der  ebenfalls  eine  stark  polarelektrische  Axe  in 
der  Richtung  seiner  unsymmetrisch  ausgebildeten  Hauptaxe  besitzt. 

Barcunt  Für  die  Lage  der  positiven  und  negativen  Pole  auf  den 
Ecken  der  BoracitwUrfel  stellte  Köhler  das  Gesetz  auf,  dass  die- 
jenigen Ecken,  welche  durch  glatte  Tetraederflüchen  abgestumpft  sind, 
positive,  die  anderen,  welche  entweder  gar  nicht  oder  durch  matte 
Tetraederfldchen  abgestumpft  erscheinen,  aber  negative  Elektricitdt 
zeigen. 

Bhodizit  Eine  gleiche  Vertheilung  der  Elektricität  beobachtete  G. 
Rose*)  an  dem  von  ihm  auf  seiner  Reise  nach  dem  Ural  aufgefundenen 
Rhodizit,  der  in  seinen  Formen  und  physikalischen  Eigenschaften  mit 
dem  Boraeit  übereinstimmt.  Auch  hier  sind  die  durch  glatte 
Teiraederflilchen  abgestumpften  Ecken  der  würfelförmigen  Krystalle 
positiv,  die  nicht  abgestumpften  negativ. 

TwrnuxUn.  Für  den  Turmalin  versuchte  G.  Rose**)  die  Lage  der 
elektrischen  Pole  in  Bezug  auf  die  Krystallgestalt  zu  bestimmen, 
worüber  Hau y  (s.  S.  349)  sich  sehr  vorsichtig  nur  dahin  geäussert, 
^lass,  soweit  seine  Beobachtungen  reichten,  das  am  einfachsten  ge- 
bildete Ende  den  negativen  Pol  trage.  Rose  beachtete  besonders 
Jie  Stellung  des  Hauptrhomboeders  zu  dem  dreiseitigen  Prisma,  das 
nebst  einem  sechsseitigen  Prisma  gewöhnlich  die  Seitenflachen  der 
T^uriDalinkrystalle  bildet.  In  den  meisten  Fällen  erscheint  dasjenige 
^-nde  der  Hauptaxe,  an  welchem  die  Flächen  des  HauptrhomlK)eders 
•'^"f  den  Kanten  des  erwähnten  dreiseitigen  Prismas  aufgesetzt  sind, 
positiv,  das  andere  dagegen,  an  welchem  sie  auf  den  Flächen  dieses 
'^^^istiias  aufgesetzt  sind,  negativ.  Doch  finden  sich  auch  Krystalle, 
"^*    welchen   die  Lage  der  Pole  gerade  die  umgekehrte  ist.^^^)     An 


*)   Poggend.  Ann.  Bd.  39.  S.  321  ;  Abhandl.  der  Borl.  Akad.  4  843.  S.  88. 
^*)  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  1836.  S.  115. 
***)   WUI  man   diese  lelzleren  Krvst;dfe  wieder  mit  dein  *vorslehenden  Gesetz  In 
'*kl8ing  bringen,  so  muss  man,   wie  G.   Rose  hervorhebt,    entweder  das  an  ihnen 
""kommende  Rhombot^der  als  das  sogenannte  Gegenrhoinboeder  oder  die  vorhandenen 
''^i  Prismenflächen  als  nicht  dem  gewöhnlichen,   sondern  drm  anderen,  dreiseitigen 
**'^n[ia,  welches  jenes  zn  einem  sechsseitigen  ergänzt,   angehörend  betrachten,     fn 
^^^Her  oben  citirten  Abhandlung  von  4  836  gab  Rose  der  erstem  Betrachtungsweise 
*  *^"^  Vorzug,  während  er  in  der  bereits  auch  schon  angerührten  in  Gemeinschaft  mit 
*^^ess  veröffentlichten  Abhandlung  die  zweite  für  die  wahrscheinlichere  erklärt. 

Der  Umstand,   dass  Turmaline  exisliren,  deren  Pole  in  Bezug  auf  die  Krystallform 


■yslallon  liolcn  fcrnor  ausser  jenem  (licisoiligen  Pristiia 
I  Fladioii  eines  zweiten  dreiseitigen  Prismas  aul',  weiche 
|idc8  ersten  7,u  einem  volLstündigeD  sechsseiligcn  erganzen, 
diesen  Fällen  die  Erkennung  der  Flaehen  des  ot-steu 
l'ri  nf)g1ieh    ist,    wenn  sie    nielit   dwcU   die   bisweilen   neliim 

ilinoii  er:     iciuenden  Flüclien    der  UillPle    eines   zwülfi^itigcn  PHsiiitiK 
iiu;  et  sind.   —   Auch  aus  dem  Auftreten   der   Flachen    be- 

ätiniml  liomboeder    lUsst   sich    die  Lage    der  Pole  beim  Tunnalin 

[bsolutcr  Siclierhcil  erschliessen ;  denn  wenn  sich  auch  vor- 
|ie  Fachen  dos  ersten  siiibcern  Hhomboeders  am  posiliven, 
lidoH  ersten  stumprorn  am  negativen  Pole  linden,  so  er- 
Kti  bisweilen  die  Fladien  des  ersten  spilzeni  Rhomboi-ders 
'  die  Flüchen  des  ersten  slimipferen  am  po- 
sitiven Pole.'j 

Die  künstlichen  Kryslalle,  von  welchen  Hrewster  nur  f^anz  im 
,  Allgemeinen  angesehen  hatte,  dass  sie  MiermoelekttTSch  erregbar 
seien,  waren  ohne  Beachtung  geblieben.  Um  eine  genauere  Kennl- 
nis.s  der  bei  ihnen  auflrelenden  elektrischen  P2räclieinungen  zu  er- 
langen, begann  icli  im  Jahre  1 833  eine  genauere  Unlersnebung  des 
Zuckers,  der  Weinsaure  und  des  weinsaiiren  Kali-Natrons**)  (Seig- 
nnlte^ulKCs),  au  welche  sich  splller  die  Priil'ung  de.s  neutralen  woin- 
saunm  Kalis*'*)  anschloss. 

An  den  Kryslallen  d<iK  Zuckers,  der  Weinsäure  und  des  neutralen 
wein.-jauien   Kalis  enldcckle    ich  einen  sehr   doullifh  juisgesproclieneii 


(;eradc  enlgegoiigeselzt  liegen,  luusslc  bisher  hol  den  Vorslellungen,  die  man  sich  in 
tiiclir  oder  weniger  klarer  Weise  von  der  finUtehung  der  ThennoelekIrfelUK  maeMe, 
•illerdings  sehr  auffallend  erscheinen,  und  es  lag  daher  nahe,  durch  eine  der  obigen 
Annahmen  diese  Abweichung  zu  beseitigen.  Nach  den  von  mir  in  der  lelilen  Zeit 
am  VesHvian  und  Deryll  aasgetührlen  Unlcrsuctiungen  wird  man  jedocb  an  den  in  Bf- 
zug  auf  die  l'oru)  yer.idc  oiitf;egen gesetzt  liegenden  Polen  keioen  AnslOM  melir  nebBH>ii 
ilürfen,  da,  wie  ich  sptiter  miitlkeilen  werde,  auch  bei  den  genannten  Kryatallen  ein 
eben  solcher  Wechsel  der  PoiarilSten  in  Bezug  aut  die  Form  vorkommt,  dar  aainen 
Grund  in  den  bei  ihrer  Bildung  obwaltenden  ümsländen  hat.  Ebea  diese  Beobacli- 
lungen  am  Ve^uvian  und  Beryll  werden  uuch  Tür  die  oben  S.  3Bi  erwHhnlp  eigeulhilin- 
licbe,  von  Forbea  angerührte  Vertheilung  der  Polarität  an  einem  Turmalinkry »lalle 
(beide  Enden  positiv,  die  Hilte  negativ]  das  richtige  Verslündniss  geben. 
■)  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  I8i3.  S.  61. 

**)   Da  Ihermoeleclricitela  cryslallorum,  llalae  1839;  Pogg.Aonal.  Bd.  49 S.  493. 
■**)  Pogg.  Annal.  Bd.  ä3.  S.  830. 
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Hemifflorphisnius,  und  diesem  entsprechend  in  der  Richtung  der  un- 
svTninetrisch  ausgebildeten  Axe  eine  stark  polarelektriscbe  Axe. 

Zucker.  Stellen  wir  die  dem  monoklinoedrischen  Systeme  angehö- 
rjgen  Krystalle  des  Zuckers  so,  dass  der  klinodiagonale  Hauptschnitt  auf 
UDS  zugewandt  is\  und  in  ihm  der  spitze  Winkel  zwischen  der  Haupte 
ase  und  der  Klinodiagonale  auf  der  vorderen  Seite  im  oberen  Qua- 
dranten liegt,  so  erscheinen  am  linken  Ende  der  Orthodiagonale  nur 
die  Fluchen  des  verticalen  Prismas  cx>  P ;  dagegen  treten  am  rechten 
Ende  der  Orthodiagonale  ausser  diesen  Flächen  auch  noch  die  zwei 
Flüchen  der  rechten  Hälfte  eines  sogenannten  Klinoprismas  (Klinodo- 
mas)  i?  oo  auf.  Dasjenige  Ende  der  Orthodiagonale ,  welches  die 
Flachen  dieses  Klinoprismas  trögt  und  häufig  verwachsen  ist,  zeigt 
beim  Erkalten  positive,^)  das  andere  Ende  dagegen,  an  welchem 
diese  Flächen  fehlen,  negative  Elektricität.  Legen  sich  zwei  Krystalle 
zu  einem  Zwillinge  zusammen,  so  geschieht  die  Verwachsung  mit 
denjenigen  Enden  der  Orthodiagonale,  an  welchen  sich  die  Flächen 
des  Klinoprismas  finden;  es  sind  dann  die  freien  Enden  eines  solchen 
Zwillinges  negativ,  die  Mitte,  wo  die  Verwachsung  stattgefunden 
hat,  positiv. 

Weinsäuren.  Aehnliche  Verhältnisse  und  Vorgänge  beobachtete  ich 
bei  den  Kry stallen  der  Weinsäure,  welche  ebenfalls  dem  monoklinoedri- 
!?chen  Systeme  angehören.    Stellen  wir  das  Axensystem  wieder  in  der 
beim  Zucker  angegebenen  Weise,  so  erscheinen  die  Weinsäurekrystalle 
gleichfalls  in  der  Richtung  der  Orthodiagonale  hemimorphisch:  während 
am   rechten   Ende    derselben    sich   nur   die  Flächen    des   verticalen 
Prismas  oo  P  finden,  treten  ausser  diesen  auf  der  linken  Seite   noch 
zwei  Flächen  (die  Hälfte)  eines  Klinoprismas  ü  oo  auf.     Mit  diesem 
linken  Ende  verwachsen  die  Krystalle,  wenn  sie  sich  nach  der  Rich- 
tung der  Orthodiagonale   zu   Zwillingen   zusammenlegen.     Dasjenige 
Ende  der  Orthodiagonale,    an    welchem   sich   nur    die  Flächen   dos 
Prismas  oo  P  finden,  zeigt  beim  Erkalten   negative,  das  andere  da- 
gegen, an   welchem   ausser   den  genannton  Flächen  auch  noch    di(» 
Flächen   des  Klinoprismas  ü  oo    aufireten,   positive   Elektricität.     An 


*)  Selbst verstSndlioli  ist  auch  bei  den  künsUich  aus  wässerigen  Lösungen  er- 
zeugten Rry'slallen  die  elektrische  Polarität  bei  der  Erwärmung  gerade  die  entgegen- 
gesetzte als  bei  der  Abkühlung. 


den  zuvor  beschriebenen  Zwillingskrystalien  sind  daher,  ebenso  \v 
beim  Zucker,  die  nach  aussen  stehenden  Enden  negativ,  die  Mit 
aber,  wo  die  Verwachsung  stattgefunden  hat,  positiv. 

Ein  weiteres  Interesse  gewinnen  diese  Beobachtungen  da 
die  Entdeckung  Paste ur's,  dass  ausser  der  gewöhnlichen  Weinsäu 
deren  Krvslalle  die  oben  beschriebene  Gestalt  besitzen,  noch  ei 
zweite  Weinsäure  existirt,  welche  Pasteur*)  durch  Spaltu 
der  sogenannten  TraubensJiure  in  diese  neue  Sfture  und  die  gewöhr 
liehe  Weinsäure  erhielt.  Diese  neue  SUure  besitzt  dieselbe  chemisc 
Zusammensetzung  wie  die  gewöhnliche,  und  stimmt  mit  dieser  auc 
in  ihren  physikalischen  Eigenschaften  tiberein,  mit  Ausnahme  d 
I^ge  der  den  Hemimorphismus  bedingenden  Flächen  des  Klinoprism 
1?  oo  und  der  Drehungsrichtung  der  Polarisationsebene  des  Lichte: 
Die  Krvstalle  nlieser  zweiten  Weinsäure  hal)en  nämlich  zwar  im  AI 
gemeinen  dieselbe  Form  mit  genau  denselben  Winkeln,  wie  die  zuv 


beschriebenen  Krystalle  der  gewöhnlichen  Weinsäure;  dagegen  trete  -■=g^ 
bei  der  oben  angenommenen  Stellung  der  Krystalle  die  Flächen  de?^3s 
Klinoprismas  iJ  co,   welche   hemimorphisch   sich  nur  an    dem   eine   ^^^ 
Ende  der  Orthodiagonale  ausbilden,  nicht  wie  bei  der  gewöhnliche'  ^^^^ 
Weinsäure  auf  dem  linken,  sondern  auf  dem  rechten  Ende   der  Or'^  r- 
Ihodiagonale    auf.      Die    Formen  ,der   beiden  Säuren    sind    SpiegeV  -^ 
bilder  von   einander,   wenn   man   die    Krystalle  mit   ihren   orthodiJ^-^^ 
gonalon   Hauptschnitten    paiallel   zur  Ebene  eines   Spiegels   aufstelle   B^'l 
In    elektrischer    Hinsicht     fand    Pasteur    eine    in    Bezug    auf   di  S   1» 
Lage»   der   hemimorphischon    Flächen    des    Klinoprismas   gleiche   Ver«  ^^ 
Iheilung,    wie     ich    sie    bei    der     i^c^wöhnlichen    Weinsäure     beolr    •'» 
achtel    halle,    d.   h.    das    nur   niil  den  Flächen   des    verlicalen   Prisr-^  '**' 
mas    oo  P    veisehene    Ende    der    Orthodiauronale    ist    beim    Erkalle  -*^'f 
negativ,    das    (»nlgegenges(*tzle    Ende,    welches    ausser    den    Fläche   "^"^^ 
oo  P  auch  noch  die»  zwei  Flächen  d(»s  Klinoprismas  i^  oo  trägt,  positiv  .^^^• 
Mit  dem  Weclisc»l  in  der  Lage  der  unsyinnu^lrischen  Flächen  an  i\o        '^ 
beiden  Enden  i\cv  Orthodiagonale  habeit  also  in  gleicher  Weise  auc      ^' 
die  elektrischen  Pole  gewechs(»lt. 

Die  neue  Säure  unterscheide»!  sich  fenK^r  von  der  gewöhnliche  #^ 
Weinsäure    dadurch,    dass    ihre    Lösung    die    Polarisationsebene   de.- 


')    Annal.  «lo  rhini.  el  cIo  pliys.     3.  Sc't.  IM.  28.  S.  nc. 
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Lichtes  nach  links  ablenkt,  während  die  Lösung  der  gewöhnlichen 
Weinsäure  dieselbe  um  dieselbe  Grösse  nach  rechts  dreht.  Pasteqr 
hat  hiemach  die  neue  Säure  mit  dem  Namen  der  Linkstraubensäuro 
belegt,  während  die  gewöhnliche  Weinsäure  als  Rechtstraubensäurc 
I>ezeichnet  werden  kaiin. 

Weinsaures  Kali.  Bereits  1841^)  habe  ich  auf  den  Zusammenhang 
der  hemimorphischen  Bildung  beim  Zucker  und  der  Weinsäure  mit  der 
Eigenschaft  ihrer  Lösungen,  die  Polarisationsebene  des  Lichtes  zu 
drehen,  hingewiesen;  und  gerade  der  Umstand,  dass  nach  Biot's 
Messungen  das  neutrale  weinsaure  Kali  ein  sehr  starkes  Drehungs- 
vermögen  zeigt,  bewog  mich  damals,  die  Krystalle  dieses  Salzes  auf 
ihre  Form  und  ihr  elektrisches  Verhalten  genauer  zu  untersuchen.  Ich 
fand  in  der  That  die  Krystalle  des  neutralen  weinsauren  Kalis  sehr 
stark  hemimorphisch  gebildet:  an  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe 
zeigten  die  zum  rhombischen  Systeme  gehörigen  Krystalle  eine  dach- 
förmige Zuschärfung,**^)  während  sich  am  anderen  Ende  derselben 
eine  gegen  die  Hauptaxe  senkrechte  Fläche  fand.  Das  erstere  Ende 
zeigte  beim  Erkalten  positive,  das  zweite  negative  Elektricität. 

Whnsaures  Kali-Natron.     Wenn  auch  in  der  Regel  die  beiden 
Weinsäuren  die  Verschiedenheit  von  rechts  nach  links  in  der  Lage  der 
unsymmetrischen  Flächen  auf  ihre  Salze  übertragen,  so  kommen  doch 
auch  Fälle   vor,  in  denen  die   Krystalle   mancher  Salze  vollkommen 
symmetrisch  ausgebildet  sind.     Dies  letztere  ist  nach  Pasteur***) 
namentlich  der  Fall  bei   den  Krystallen   des  sogenannten  Seignette- 
salzes  (Doppelsalz  aus  weinsaurem  Kali  und  Natron),  wenn  dasselbe 
aus  der  gewöhnlichen  Weinsäure  bereitet  worden   ist.     Solche  Kry- 
stalle ohne  unsymmetrische  Flächen  lagen  mir  bei   meinen   früheren 
Untersuchungen  dieses  Salzes  vor;  sie  gehören  dem  rhombischen  Sy- 
steme an,  und  wenn  wir  die  bei  den  tafelförmigen  Individuen  grössten 


*)  Pogg.  Annal.  Bd.  53.  S.  6S0. 
")  Ebend.  S.  6t  \. 

***)  In  der  zuvor  citirten  Abhandlung  heisstesS.  92:  Les  cristaux  de  levoracemate 

6(  de  dextroracemate  de  soude  et  de  potasse,  oblenus  en  essn\  ant  de  faire  le  racemate 

double  de  ces  deux  bases,  difTerenl  de  cos  .sels  oblenus  directemenl  avec  les  acides 

levoracemique  et  (arlrique  isoles,  en  ce  que,  dans  le  premier  cas,  les  faceUes  h^mi- 

Mriques  existent  loujours,  tandis  qu^elles  sonl  souvenl  absentes  dans  le  second  cas, 

ÖBns  le  sei  Seignette  ordinaire,  par  exemplc. 
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parallelen  Flächen  als  die  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  gerichtet;-^^n 
Kittchen  0  P  betrachten,  so  werden  die  gewöhnlich  vorhandenen  se^it- 
lichen  vorticalen  Flüchen  gebildet  von  oo  P,  oo  P2,  oo  P  oo  und  oo  P  ^3o. 

Nach  meinen  Beobachtungen   ergab   sich   nun   auf  den   Flucti  ^n 
oo  P  oo,  also  an  den  Enden  der  Makrodiagonale,   beim  Erkalten  n^e- 
galive,  auf  den  Fluchen  oo  P  oo,  also  an  den  Enden  der  Brachydia^^o- 
nale,  positive  ElektricilUt.    Auf  den  Flächen  0  P  war  mit  Bestimmth    -^U 
eine  elektrische  Erregung  nicht  nachzuweisen. 

Es  kommen  nun  aber  sehr  häufig  Krystallc  vor,  bei  denen  waF  "^r- 
scheinlich  infolge  des  Anliegens  auf  der  Bodenfläche  nur  die  z" 
der    einen    Hälfte   der    Makrodiagonale   gehörigen    Flächen  oo  P   u^^d 

oo  P  2  ausgebildet  sind;  sie  stellen  nui*  eine  der  mittelst  eines  Schnitt ^^^ 

dur(*h  die  Hauptaxe  und  die  Brachydiagonale  entstandenen  Hälften  d       ^^^ 
zuvor  beschriebenen  vollständigen  Krystalles  dar. 

Die  Beobachtung  hatte  an  den  Enden  der  beiden  Diagonalen  d-     -^^ 
Basis    keine  Unsynunetrien  odcM*  hemimorphische  Bildungen  ergebe^i^  n; 
beide  Enden  einei*  jedciu  Diagonale   trugen    dieselben   Flächen,   ab^-^^» 
auch   gleichnamige    el(»ktrische   Pole.      Es    hätt^  also   nahe  fjclege    — n, 
hieraus  d(*n  Schluss  zu  ziehen,   dass  an  den  gleichgel)ildelen  Endt=3^n 
einer  Axe  auch  nur  gleichnamige  Elektricitäten  auftreten  können,  ur    ^^' 
dass  bei  diesen  Ki^ystallon  die  Enden    der   Alakiodiagonale    negatix        ^^ 
und  die  End(Mi  dcM*  Brachydiagonale  positive  Zonen  tragen.     Indesst        *" 
der    allgCMueinen    Ansicht,    dass   im    Gebiete   der    tlu»nuoeIeklrisch(*"^" 
Kryslalle    iiberhaupl     nur     polarel(4tnsche    Axen    existiren    kcmnlei^^  ^ 
foli^end,  glaubte  ich  damals  die»  eben  beschriebenen  Hälften,    die  a    ^ 
den  beiden  Enden    der  Makrodiagonale    in    der   That    hemimorphisc/' 
ii;ebil(lel    erschienen,   als  die  wirkli(!hen   einrachcn  Kryslalle,   und  die* 
zu(Msl  beschriebenem  vollständigen    Formen    als   Zwillinge,    in    denen 
sich    gerade    \vi(»    beim    Zucker    und    der    WcMUsäure    zwei    einfache 
mit    den    elektrisch    positiven  Polen  zusammengelegt   hätten,  betrach- 
t(»n  zu   müssen.^) 


*)  Es  bedarf  noch  oinor  f>onaiicrn  Untcrsuclinng,  ob  bei  den  Doppelsnlzen  der 
beulen  Weinsäuren  niil  deinK.ili  nndNalron  nidit  aneb  ein  Nvirklicbernennniorpbisnins 
sieb  zeit^l ;  derselbe  würde  in  der  Riebtnnß  der  Hauptaxe  zu  erwarten  sein,  und  naeh 
dieser  inüsste  daiuj  eine  polarelektriscbe  Axe  auftreten.  Kin  soleher  Kryslall  würde 
in  seiner  elektriscben   Vertheilinip  einem  s'äebsisclien    oder  Adun-Tsebiloner  Topase 
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Im  Jahre  1842*)  jedoch  gewann  ich  durch  eine  sorgfältige  Unter- 
suchung der  Topaskrystalle  die  Ueberzeugung,  dass  die  Annahme  vop 
ausschliessh'ch  polarelektrischen  Axen  eine  zu  enge  war,  dass  auch 
Axen  mit  gleichnamigen  Polen  an  den  Enden  existirten.  Gerade  wie 
\m  dem  Seignettesalze  fand  ich  bei  den  Topaskrystallen  an  den  Enden 
der  Brachydiagonale  positive,  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  ne- 
gative Zonen,  und  berichtigte  hiemach  sofort  meine  frühere  Ansicht  v 
über  das  elektrische  Verhalten  der  vollständigen  Krystalle  des  eben- 
l^nannten  Salzes.  Aus  Mangel  an  geeigneten,  an  beiden  Enden  der 
Hauptaxe  ausgebildeten  Topaskrystallen  wagte  ich  aber  damals,  obwohl 
bereits  gewisse  Beobachtungen  darauf  hinwiesen,  noch  nicht,  auch 
an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  des  Topases  dieselbe  ElektricitHt 
auzunehmen,  und  zwar  besonders  gehindert  durch  Hauy's  Beobach- 
tung zweier  Topaskrystalle,  welche  an  dem  einen  Ende  der  Hauptaxen 
nicht  genau  dieselben  Flachen  trugen  als  an  den  anderen ,  und  daher 
Hauy  veranlassten,  den  Topas  überhaupt  für  hemimorph  zu  erklaren. 

In  ihrer  Abhandlung*"^)  vom  Jahre  1843  kehrten  Riess  und 
(I.  Rose  wieder  zu  einer  an  die  Ultere  Auffassung  sich  anschliessen- 
den Ansicht  zurück ;  sie  nahmen  im  Topase  zwei  in  der  Brachydiago- 
nale liegende  gegen  einander  gekehrte  polarolektrische  Axen  an.  Die 
beiden  negativen  Pole  derselben  sollten  in  der  Mitte  der  Diagonale 
zusanmienfallen  und  die  beiden  positiven  in  den  stumpfen  brachydia- 
Konalen  Seitenkanten  liegen.  Sie  bezeichneten  diese  eigenthümliche 
von  ihnen  aufgestellte  Vertheilung  der  elektrischen  Pole  an  den 
Krystallen  als  centralpolarisch. 

Diese  centralpolarische  Vertheilung  glaubten  sie  beim  Prehnit''^^) 
ebenfalls  annehmen  zu  müssen :  auch  dieser  sollte  zwei  in  der  Bra- 
chydiagonale liegende  gegen  einander  gekehrte  polare  Axen  besitzen, 
deren  negative  Pole  ebenso  wie  beim  Topase  in  der  Mitte  zusammen- 
fielen, wahrend  die  positiven  sich  an  den  Enden  der  Brachydiagonale 
befanden. 

Boracit.     Es   ist  oben  S.  349  berichtet  worden,  dass  Ilauy  in 

gleichen,  der  «in  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe  natürliche  Flächen  trägt ,  am  andeni 
aber  von  dem  aaf  die  Hauptaxe  senkrechten  Durchgänge  begrenzt  wird. 
*)  Pogg.  Annal.  Bd.  56.  S.  37. 
♦•)  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  t843.  S.  9.1. 
♦**)  Kbend.  S.  91 
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den  acht  Ecken  der  BoracitwUrfel  elektrische  Pole  fand,  und  da 
Köhler  (S.  355)  die  Bestimmung  hinzufügte,  dass  die  durch  glat- 
TetraederflUchen  abgestumpften  Ecken  positive,  die  gar  nicht  od 
durch   rauhe  TetraederflSIchen  abgestumpften  Ecken  dagegen  negati 


ElektricitUt  besitzen.  Um  nun  das  elektrische  Verhalten  der  Boraci  «o 
vollständig  kennen  zu  lernen,  schien  es  mir  nothwendig,  auch  d  Se 
elektrische  Beschaffenheit  der  Flächen  zu  erforschen.  Behufs  ein^cE^r 
Verstlirkung  der  oft  nur  schwachen  Polarität  der  Flächen  erhöhte  icz^^h 
die  Temperatur  über  die  sonst  gewröhnlich  benutzten  Grade,  und  ei^^^t- 
deckt«  im  Jahre  1835,  dass  in  der  auf  jeder  Ecke  auftretenden  P^h)- 
laritlU  sowohl  bei  steigender,  als  auch  bei  sinkender  Temperatur  et=  in 
zweimaliger  Wechsel  eintritt.^)     Hiernach  sind  also 


bei  steinender    1 
Temperatur 


die  Ecken  mit  glaUen 

die 

nicht  abgestumpften  (><■ 

■er 

Telraederflächen 

mit 

matten  TetraiSderfläcli 
versehenen  Ecken 

«n 

zuerst     — 
dann       + 
darauf    — 

+ 

— 

+ 

endlich    0 

0 

[  erst        +  — 

bei  sinkender      I  ,  , 

<  dann       —  + 

Temperatur      [^^j^^^^    _j_ 

Die  Würfel  flachen,   in   deren  Eckpunkten   vier  elektrische  Pol-     ®' 
je   zwei  gleichnamige  an   den   Endpunkten   einer   Diagonale,  liegei^^'' 
zeigen  ebenfalls  elektrische  Spannimgen;**)    dabei   treten   auf  ihnc^^" 
dieselben  Vorschiedcnhoilen  in  dem  eloktrischen  Verhallen,  wie  auf  der  ^ 
Ecken  hervor.     Bei  den  Flachen  der  ersten  Art   erstreckt   sich   ein  ^ ' 
positive  Zone  von  der  einen  positiven  Ecke  über  die  Mitte  der  Fläch*^ 
hinweg  bis  zur  diagonal   gegenüberliegenden,    bei    den    Flüchen    der 
zweiten  All  verbreitet  sich  die  negative  ElektricitiU  in  entsprechender 
Weise;  oft  wird  fast  die  ganze  Flüche,  im  ersten  Falle  von  der  po- 
sitiven,   im    zweiten    von    der    negativen    eingenommen;    nur    selten 
erscheint    die  Mitte   der   FlUchc    unelektrisch   und    besitzen    dann    auf 


*)  Quacslionis  do  llicrmoeleclricitate  crystallorimi  pars  altera.  Ilalao  1840;  Pogg. 
Ann.  Bd.  50  S.  i71  ;   Bd.  56  S.  58  ;  Bd.  61  S.  281  ;  Bd.  74  S.  231. 

*")  Diese  Abliaiidll.  Bd.  VI  S.  1  49  :  Ueher  dio  thermooleklrisclienEigenschanen  des 
Boraciles. 
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ihr  die  von  den  Ecken  ausgehenden  eleklrischen  positiven  und  nega- 
tiven Zonen  fast  gleich  grosse  Ausdehnung.  Beim  Erhitzen  und 
Erkalten  zeigen  die  Flächen  in  der  Hauptsache  dieselben  Wechsel  der 
Polaritäten  wie  die  mit  ihnen  gleichnamigen  Ecken. 

BergkrystalL  Der  Bergkrystall  ist  von  Brewstcr  in  dem 
S.  351  mitgetheilten  Verzeichnisse  ohne  weitere  Angaben  als  therrao- 
elektrisch  aufgeführt  worden.  Gleich  bei  den  ersten  Versuchen  ge- 
lang es  mir,  die  elektrische  Vertheilung  auf  seiner  Oberfläche  im 
Allgemeinen  festzustellen.*)  Der  Bergkrystall  zeigte  hiernach  drei 
gegen  die  Hauptaxe  senkrechte  polarelektrische  A\en,  so  dass  auf 
den  Seitenflächen  abwechselnd  positive  und  negative  Zonen  auftraten. 
Jedoch  lagen  die  Pole  (Orte  der  stärksten  Spannungen)  nicht  in  der 
Mitte  der  Flächen,  sondern  erschienen  nach  der  einen  oder  anderen 
Seite  verschoben. 

Dies  veranlasste  mich,  später  den  Bergkrystall  mit  Rücksicht 
auf  seine  beiden  als  rechts-  und  linksdrehend  unterschiedenen  Formen 
einer  neuen  Prüfung'^*)  zu  unterwerfen.  Dieselbe  bestätigte  das 
frühere  Resultat  und  gab  eine  klare  Einsicht  in  die  krystallographi- 
schen  und  elektrischen  Verhältnisse  dieses  Minorales. 

Die  sechsseitige  Pyramide  des  Bergkrystalles  ist  nämlich  nicht 
als  die  gewöhnliche  sechsseitige  Pyramide,  sondern  als  ein  rechtes 
oder  linkes  hexagonales  Trapezoeder  zu  betrachten;  es  gehören  bei 
ihr  daher  nicht  die  beiden  in  einem  Sextanten  der  Basis  befindlichen, 
sondern  vielmehr  die  zwei  an  dem  Eckpunkte  einer  Nebenaxe  einander 
gegenüber  liegenden  Flächen  (die  rechte  obere  mit  der  linken  unteren, 
die  linke  obere  mit  der  rechten  unteren)  zu  einem  Systeme  zusam- 
men; und  von  den  vier  Flächen,  welche  um  den  Endpunkt  einer 
Halbaxe  liegen,  sind  also  jedes  Mal  nur  zwei  dieser  Flächen  (eines 
jener  Systeme)  auf  diesen  Endpunkt  zu  beziehen,  während  die  andern 
beiden  Flächen  den  Endpunkten  der  benachbartem  Ilalbaxen  ange- 
hören. 

Die  bei  den  Bergkrystallen  an  den  oberen  und  unteren  *End- 
punkt<^n  der  abwechselnden  Seitenkanten  auflretenden  und  dieselben 
auch  äusserlich   als  rechte  oder   linke  Individuen   charakterisirenden 


*j  Quaestionis  de  thermoel.  cryst.  pars  altera.  S.  41.  Poggend.  Ann.  50  S.  606. 
*•)   Diese  Abhandll.  Bd.  XIH.  S.  321. 


Flächen  gehören  einem  Irigonalen  Trapezoeder  an,  welches  duf^i^^h 
hemiuiorphische  Ausbildung  aus  dem  hexagonalen  Trapezoeder  eK:^.^- 
steht,  indem  die  an  dem  einen  Ende  einer  Nebenaxe  gelegen cE^n 
Flüchen  des  letztern  wachsen,  die  an  dem  anderen  Ende  gelegea«::^» 
aber  verschwinden.  In  gleicher  Weise  ist  die  an  denselben  Seit€?^«::m- 
kanten,  an  welchen  die  trigonalen  Trapezoeder  liegen,  auflrelen^iÄ  < 
trigonale  Pyramide  die  hemimorphische  Ausbildung  einer  sechssc^  m- 
tigen  Pyramide  der  zweiten  Art. 

Auch  die  Flächen  der  sechsseitigen  Pyramide,  bei  welcher,  \v^  M  <* 
zuvor  erwähnt,   nur  zwei  der   um   einen  Endpunkt  einer  Nebena:?«^  <* 
liegenden   vier  Flächen  zu   dieser  Axe  gehören,    nehmen   an   ein^^^J* 
solchen  hemimorphischen  Bildung  durch  ungleiche  Ausbildung  der  as  mj 
entgegengesetzten  Endpunkten  einer  Nebenaxe  gehörigen  Fiächenpaa  wr^^' 
theil,  so  dass  die  sechsseitige  Pyramide  als  Combination   zweier    m  n 
verwendeter  Stellung   befindlichen  Rhomboeder    (Haupt-  und  GegCÄ^- 
rhomboeder  genannt)  sich  darstellt.     Die  Flächen  dieser  beiden  RhoimJ- 
boeder  unterscheiden  sich  vcm  einander  abef  nicht  immer  blos  durcir-h 
die  Grösse,   sondern   öfter  auch   noch   durch   ihren  Glanz  und  ih: 
Glätte.       Die    Flächen    des    Gegcnrhomboeders    weisen    durch    ihi 
schwächere  Ausbildung  auf  ein   minderes  Henortretcn  der  zu  ihne^:::::^-'^ 
gehörigem  Ualbaxe  hin  und  sind   also   auf  denjenigen  Endpunkt  Ae:^^^^ 
Nebenaxe  zu  beziehen,  welcher  die  Flächen  der  trigonalen  Pyraniit^^^' 
trägt,  während  die  Flächen  d(»s  Uauptrhomboeders   den  in   den  ac"^' 
deren  drei  Kanten  endenden  Halbaxen*  angehören. 

Der  Bergkryslall  ist  hiernach  in  Bezug  auf  seine  drei  Nebenaxc^^^** 
heminiorphisch  gebildet,  und  nach  der  Richtung  dieser  ursprünglic  ^" 
ausgebild(»ten  Axen  li(»t;en  also  auch  drei  polaroleklrische  Axen;  daht  -^^*^ 
fallen  die  positiven  Pole  diescM*  Axen  in  (liejeniü;en  Seitenkanlen  de-=^^ 
Prismas,  welche  an  ihrem  oberen  und  unteren  Ende  die  Flächen  de-*^^'* 
trigonalciu  Pyramide  tragen,  die  negativen  Pole  dagegen  in  die  zwischen  ^' 
liegenden  Kanten.  Es  ziehen  sich  nun  die  positiven  Zonen  von  eine  ^^' 
ober(»n  Flache  des  Gegenrhoinboeders  über  die  ihnen  zugehörige  Seiten-^ 
kante,  in  welcher  die  positiven  Pole  liegcni,  nach  (Um*  nächsten  unterer  ^^ 
Fläche  des  Gegenrhoniboeders  herab,  während  sich  die  ne^ali\ei:^  ' 
Zonen  von  einc^r  oberen  Fläche  des  Uauptrhomboeders  über  die  zu 
ihnen  gehörige  Seitenkante,  in  wcIcIkm*  die»  n(»gati\en  Pole  li(»g(»n. — 
nach  der  nächsten  unteren  Fläche  d(\s  Uauptrhomboeders    herab  er— 
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strecken.  Die  elektrischen  Zonen  haben  also  eine  schiefe  Lage,  und 
diese  ist  je  nach  Art  des  Krystallos  verschieden;  bei  den  sogenannten 
rechten  Bergkrystallen  gehen  diese  Zonen  von  rechts  oben  nach  links 
unten,  bei  den  linken  Krystallen  von  links  oben  nach  rechts  unten. 
Die  Lage  der  Zonen  lUsst  sich  an  der  Gestalt  Uusserlich  leicht  er- 
kennen, wenn  die  Flüchen  der  trigonalen  Pyramide  gestreift  sind: 
diese  Streifen  laufen  nämlich  stets  parallel  mit  den  Conibinations- 
kanten  der  trigonalen  Pyramide  und  des  Hauptrhomboeders,  und  es 
haben  die  elektrischen  Zonen  dieselbe  schiefe  Lage,  wie  diese  Strei- 
fuDg.  Auch  wenn  die  Krystalle  nicht  ringsum  ausgebildet,  sondern 
mit  dem  unteren  Ende  angewachsen  und  zu  längeren  Prismen  aus- 
gebildet sind,  ist  die  zuvor  angegebene  schiefe  Lage  der  elektrischen 
Zonen  auf  den  Prismenflachen  noch  deutlich  wahrzunehmen.  —  Stö- 
rungen in  dem  regelmässigen  Verlaufe  der  Zonen  treten  ein  durch 
iheilweise  mangelhafte  Ausbildungen  und  durch  Zusammenwachsen 
rechter  und  linker  Individuen  zu  einem  einfach  erscheinenden  Krystalle. 

SfiiMeirische  (lieht  heMteerphf)  Krystalle. 

Krystalle  des  rhombischen  Systems. 

Topas.  Wenn  ich  auch  bereits  1842  beim  Topase  an  den 
l>eiden  Enden  einer  jeden  Diagonale  der  Basis  eine  gleichnainige 
Hiektricität  gefunden  hatte  (s.  ob.  S.  361),  so  vermochte  ich  doch 
aus  Mangel  an  geeigneten  Exemplaren  über  die  Natur  der  Uauptaxe 
laicht  zu  entscheiden.  Durch  die  bereit^ illigi»,  UnkMstUtzung  seitens 
€  ier  Vorsteher  ausgezeichneter  Mineraliensammlungen  mit  möglichst 
^  ollkomuienen  Krystallen  ausgerüstet,  ist  es  mir  infolge  einer  umfas- 
s»cnden  Untersuchung  des  Topases  '^j  gelungen,  die  bis  dahin  fast 
«Allgemein  geltende  Ansicht  von  der  Nothwendigkeit  eines  polaren 
C-^egensatzes  an  den  Enden  einer  elektrischen  Axe  zu  beseitigen,  und 
as  Verhalten  der  symmetrisch  gebildeten  Krystalle  darzustellen.    Die 


Abhandlung  über   die  thermoelektrischen  Eigenschatten   des  Topases 

lionnle  ich  mit  folgenden  Sätzen  schliessen: 

1)  Die  Thermoelektricität  der  Krystalle  ist  nicht  durch  den 
Uemiiuorphismus  bedingt,  sondern  wahrscheinlich  eine  allgemeine 
Eigenschaft  aller  Krystalle,  soweit  die  übrigen  physikalischen  Eigen- 


*)  Diese  Abhandll   Bd.  XIV.  S.  357. 
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Schäften  ihr  Auftreten  und  ihre  Anhtnfting  bis*  sa  neiftarär  8uA«a 
ttbeiiiaapt  gestatten.  *!.*/,..   .- 

S)  Da  bei  nicht  hemimorphischen  Kryslallen  di«^  liei^anh 
einer  und  derselben  Axe  krystdlographiach  g^ddiwerllttg 'kiail;' 
müssen  dieselben  sich  auch  elektrisch  gleich  verfariten,  'da» 
Polarität  zeigen,  fidls  sie  eben  eine  wirklich '  g^cbe  AttsUldang 

ff 

halten  haben. 

3)  Die  Vertheilung  der  Elektricittt  auf  nicht  hnmim»r|iWnrlaMUi 
Krystallen  hangt  ausser  von  dem  molecalaren  Geftlge  loch  V«Mi 
äusseren  Gesammtform  ab,  und  kann  durch  YerttiMleitüigiBtt  'der 
teren  in  bestimmter  Weise  modiflcirt  werden.  -^■^-  *' 

4)  Wie  der  Hemimorphismus  Oberhaupt  in  der  Kiyfelallof^raplib 
als  ein  Ausnahmefall  dasteht,  so  ist  auch  das  Auftretaa  poktterf  A.'-  k 
.an  den  Enden  mit  entgegengesetzter  Polarität  eradieiiieadef  ktml^üB, 
Ausnahmeftdl,  der  ehea  durch  die  hemimorphiseh«  BiMung^-iMMgC 
wird.  ''-■^'  *  " 

FOr  den  Topas  speciell  ist  die  elektaische  VectheOung  im  Allg&- 
meinen  folgende :  Bei  vollkommen  ausgebildeten  Topaskrystdlen  sind 
die  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Brachydiagonale  äiebat  den  m- 
und  anliegenden  Flachenstocken  positiv,  die  Enden  der  iMbnNfia- 
gonale  mit  ihren  Umgebungen  aber  negativ.  Sind  die  EMM 'dar 
Hauptaxe  unvolikommen  ausgebildet,  wie  bei  den  meialeii'iMrttilfani- 
sehen  Krystallen,  so  verschwindet  daselbst  die  positive  BiArfidm, 
und  tritt  die  negative  an  iTirc  Stelle.  Eben  diese  negative  Elektri- 
citdt  erscheint  auch  auf  den  angeschlagenen  gegen  die  Hauptaxe 
senkrechten  Durcbgangsflächen,  so  wie  auf  künstlichen  Schnittflächen, 
welche  die  an  sich  positiven  brachydiagonalen  Seitenkanlen  abstum- 
pfen. So  stellt  z.  B.  ein  sächsischer  an  dem  oberen  Ende  vollkommen 
ausgebildeter,  am  unteren  aber  von  einer  Durchgangsflache  begrenzter 
Topas  gewissennassen  einen  künstlich  hemimorphisch  gemachten  Kry- 
stall  dar,  der  infolge  dieser  Gestaltung  nach  der  Hauptaxe  eine 
polare  Vertheilung  der  ElektricitUt  (das  obere  Ende  positiv,  das  untere 
negativ)  zeigt,  während  die  beiden  Enden  der  Brachydiagonale  po- 
sitive und  die  beiden  Enden  der  Makrodiagonale  negative  Elektricitat 
entwickeln. 

Sckwerspath.      Die   Krystalle   des   Topases   variiren   im    Ganzen 
nur  wenig  in  ihrer  Gestalt;  sie  bilden  vorzugsweise  verticale  Säulen. 
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welche  gewöhnlich  mit  dem  einen  Ende  der  Hanpluxe  aufgewachsen 
sind.  Dagegen  bietet  der  Schwerspath  eine  viel  grössere  Mannich- 
Taltigkeit  der  Form  und  des  Wachsthumes  dar;  ich  unterwarf  daher 
die  Krystalle  desselben  einer  umfassenden  Untersuchung,*)  um  den 
Einfluss  des  Wachsthumes  und  der  äusseren  Begrenzung  auf  die  elek- 
trische Vertheilung  kennen  zu  lernen. 

Nach  der  Art  ihres  Wachsthumes  lassen  sich  die  Krystalle  des 
Schwerspathes  in  zwei  Gruppen  theilen,  1)  in  solche,  bei  denen  das 
Wachsthum  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale,  und  2)  in  solche, 
bei  denen  es  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  erfolgt  ist. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  Krystall  der  ersten  Gruppe,  z.  B. 
\on  Przibram,  der  vorzugsweise  von  den  Flachen   OP,   c»  P,  ^^Pc» 
begrenzt  ist,  so  sind  die  an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonale  von 
den  Flachen  j^  P  cx>  gebildeten  horizontalen,  und  ebenso  die  an  den 
Endpunkten  der  Makrodiagonale  von  den  Flachen  oo  P  gebildeten  ver- 
licalen  Kanten  negativ,  dagegen  die  Flachen  oo  P  (mit  Ausschluss  der 
ao  den  ebengenannten  verticalen  Kanten  gelegenen  Theile),  so  wie 
die  Mitten  der  Flachen    0  P    in   mehr  oder   minder   grosser  Ausdeh- 
nung positiv.     Treten  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  die  Flachen 
des  Brachydomas  1^  oo  auf,   so   wird   die   negative  Polarität  an  den 
Enden  der  Makrodiagonale  schwacher;  vergrössem  sich  jene  Flachen 
,  i^oo  noch  mehr,  so  ersclieint  auf  ihnen,  besonders  wenn  die  Flachen 
00  P  sehr   klein   werden,   oder  ganz  verschwinden,  positive  Elektri- 
ciiat.     Dehnen  sich  andererseits  die  Flachen  oo  P  mit  ihren  positiven 
Theilen  immer  weiter  nach  den  Enden  der  Brachydiagonale  hin  aus, 
so  wird  die  negative  Elektricitat  dort  immer  mehr  verdrangt;  kom- 
men die  Flächen  oo  P  daselbst  zum  Durchschnitt,  so  sind  die  dadurch 
an  den   Endpunkten    der    Brachydiagonale    entstehenden    verticalen 
Kanten  positiv,  und  die  negative  Elektricitat  erscheint  auf  den  Resten 
der  Flachen  ^  P  oo,  so  wie  auf  den  Flachen  0  P,  wo   die  sonst  in 
der  Mitte  vorhandene  positive  Zone  durch  sie  unterdrückt  wird. 

Bei  den  Krystallen  der  zweiten  Gruppe,  welche  in  der  Richtung 
der  Brachydiagonale  gewachsen  sind,  wollen  wir  von  einem  ein- 
fachen Felsöbanyaer  Krystalle  mit  nahe  rhombischem  Querschnitte, 
der   haupt^chlich  von   den    Flachen  0  P   und  oo  P    begrenzt   wird, 


•)  Diese  Abhaiidll.  Bd.  XV.  S.  274. 
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pxiwMliBcbm .  SeiteoQticban  c9^ P  diießgon  m  ^Ugeineiiiro,  negHiiv, 
not  .wvchsoDder  iatenntat  gpgf»i  4ie  ^nden  diP»*  BnKäiydi^goiMle,  Im». 
B9(wipkeH  gieb  iiiiii  «a  den  ^iidBii  ^er  IB|iiic)iydii|goiude  die  (jpalrit 
4^  P  PQ,  und  «I,  den  ißndep  4er  MakrodiJigQiurie  die  GßB»gl\  Poh^f 
erscheinen  die  Flachen  |^  P  oo  gaqz  ofler  dfifih  zum  Hiei)  negplif;* 
yKtthrmd  4|e  Elftc)^  i^  qp«  wen«  die  ppiitiven  Ef^flScben  0  P  sdir 
ffft09$  «j»d,  nnd  die.KryBtalle  «sfne  Art  yqh  ftsengpr  Aualrildnog  nfudi 
der.  Atcbtung  der  Makrodiagonale  zeigen,:  wie  die  KryabiUe  yen 
Dafton»  6p)i wache  negative,  oder  gar  keinß  eleKtri^cbe  ^lapnimg, 
wenn  4i^  Fltteben  0  F  93m  eine  geringere  AitfdebiMuig  (vne  )]|ei  den 
Apvergner  KryaiaUen)  besidep,  positive  £|)9ktriciU|t  entwifMP« 

4x^lßtmf'  'lopw  qnd /SQbwerspath  hßbßn  keiae  Nejgung  2(wil- 
jiagi^llffymtiklle  w  bflden;  dagegen  existirt  Yom  Arggoiiit  wnU  )^ 
Wifldtoh  ^e^^^^  Eine  geq^nere  PrClfiing  ^eß  An/pmliof^ 

wie  mlphe  VB^  Nachfolgenden  mitgetbeiU  lat,  bot  d^ber  dw  litffefnaaap 
dar,  den  JSipfluf«.  d^r  Zwfllingsbildqng  auf  die  (beriitQetoktiiacbfHi 
Pl(8cbeinwgen  nntQraucheoi  zn  können,     . 

Auf  den  achoiiibai:  eipfochen  Kryatallen  von  der  Focu  oo  P, 
oo  P  oo  und  P  CO  ist  die  elektrische  Vertheiiung  folgende :  die  brachy- 
diagonalen  Seitenkanten  sind  positiv,  und  ebenso  die  sie  bildenden 
Flächen  oo  P ;  es  nimmt  die  Intensität  dieser  positiven  Polarität  von 
den  brachydiagonalen  Scitenkanten  nach  den  von  den  Flächen  cx>  P  und 
oo  P  OQ  gebildeten  Kanten  hin,  ab.  Die  Flächen  oo  P  oo  sind  negativ. 
Die  an  dem  einen  ausgebildeten  Ende  der  Hauptaxe  beflndlichen 
Flächen  P  oo  sind  theils  negativ,  thcils  unelektrisch,  theils  positiv. 

Legen  sich  nun  Krystalle  dieser  Form  zu  Zwillingen,  Drillingen, 
Vier-  und  Funflingen  zusammen,  so  behalten  sie,  so  weit  möglich, 
die  zuvor  angegebenen  Polaritäten.  Brachydiagonale  Kanten  von  i\&^ 
sind  positiv,  Stucke  der  Flächen  oo  P  oo  überall,  wo  sie  auftreten, 
negativ.  Die  Kanten  von  1 28^  in  welchen  zwei  Individuen  sich  zu 
eineiu  Zwillinge  vereinigen,  erscheinen  je  nach  den  Umständen  schwach 
positiv,  unelektrisch  oder  negativ;  die  negative  Elektricilät  tritt  stets 
hervor,  wenn  die  Krystalle  eine  faserige  Structur  und  eine  im  Ver- 
bal tniss  zur  Dicke  grosse  Höhe  oder  Länge  besitzen.  Eben  dieses 
Verhalten  zeigen  auch  die  Nähte,*)  in  welchem  auf  einer  Seitenfläche 

*)  S.  die  nachfolgende  Ai^andlung. 
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des  zusammengesetzten  Krystalles  zwei  ebenfalls  in  Zwillingsstellung 
befindliche  Individuen  einander  berühren.  Bei  den  mehrfach  zusam- 
mengeseteten  Kry stallen  finden  sich  gewöhnlich  die  Flächen  OP; 
dieselben  sind  stets  negativ  elektrisch.  Bei  kleinen  Krystallen  ver- 
mag die  negative  Elektrieität  dieser  beiden  Endflächen  der  positiven 
auf  den  Seitenflächen  das  Gleichgewicht  zu  halten;  vergrössern  sich 
djp  Seitenflächen  durch  die  Verlängerung  des  Krystalles,  so  reicht 
die  negative- Elektricitat  der  Endflächen  nicht  aus,  es  treten  dann  auf 
den  Zusammenfügungsstellen  der  Individuen  die  zuvor  beschriebenen 
negativen  Zonen  hervor,  und  bei  noch  grösserer  Länge  dehnt  sich 
die  negative  Elektricitat  der  beiden  Endflächen  0  P  auch  über  die 
benachbarten  Theile  der  Seitenflächen  aus.*) 

Prehnit  Nach  richtiger  Deutung  der  oben  S.  361  erwähnten 
Beobachtungen  von  Kiess  und  Rose  gleicht  der  Prehnit  in  seinem 
elektrischen  Verhalten  dem  Topase  und  Aragonite;  an  den  Enden  der 
Brachydiagonale  liegen  positive,  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
negative  Zonen. 

Krystalle  der  schiefaxigen  Systeme. 

Aus  diesen  Systemen  sind  jetzt  fnach  Ausschluss  der  hemimorphen 
Krystalle  des  Zuckers  und  der  beiden  Weinsäuren)  mit  Bestimmtheit  als 
elektrisch  bekannt:  Titanit,  Euklas,  Diopsid,  Skolezit**)  und  Axinit. 

Titanit.  Beim  Titanit  habe  ich  ebensolche  Wechsel  in  der  Po- 
lariWl  der  elektrischen  Zonen  wie  beim  Boracit  entdeckt;  jedoch 
wechselt  auf  diesen  Krystallen  die  Elektricitat  bei  steigender  Tem- 

*)  Durch  die  Zwillingsbilduug  entstehen  (s.  d.   folgende  Abhandl.)  Aragonilkry- 

slatle,  die  ge Wissermassen  kemimorphisch  sind,  auf  der  einen  Seite  von  den  FlUclien 

00  P  00  und  gegenüber  von  den  Flachen  oo  P  begrenzt ;  dieser  Bildung  entsprechend 

ist  die  erstere  Seile  negativ,  die  zweite  positiv;  scheinbar  besitzen  diese  Krystaile  also 

eiae  polarelektrische  Axe.  —  Diese  eben  beschriebenen  Beobachtungen  am  Afagonit 

erkläreu  die  von  Riess  und  G.  Rose  am  Skolezit  gemachten  Beobachtungen  (AbhdI. 

dierfieii.  Akad.  1843  S.  81).     Der  Zwillingskrystall  des  Skolezits  ist  nur  durch  seine 

Zwilliogsbildung  hemimorphisch,  und  wenn  er  eine  Art  polarelektrischer  Axo  zeigt,  so 

/olgi  daraus  nicht,  dass  der  einfache  Krystall,  weil  er  nicht  hemimorphisch  ist,  unclek- 

Irisch  sein  müsse,  sondern  vielmehr,   dass  er  ebenso  wie  der  Aragonit  vier  Pole   (je 

2wei  einander  diametral  gegenüberliegende,  gleichnamige)  besitzt. 

**)  Aus  Mangel  an  geeigneten  Krystallen  habe  ich  die  elektrischen  Vorgänge  auf 
dem  Euklas,  Diopsid  und  Skolezit  noch  nicht  speciell  erforschen  können.  Ueber  den 
Skolezit  s.  die  vorstehende  Anmerkung. 


|)eraUir  nur  ein  Mal  ihr  Zeichen,  und  dem  entsprechend  auch  nur 
ein  Mal  bei  der  AbkuhUmg.  Uebrigens  besitzt  der  Titanit  vier  ek?k- 
trische  Pole,  welche  im  kh'nodiagonalen  Hauptschnitte,  je  zwei  gleich- 
namige einander  diametral  gegenüber  liegen.*)  Nehmen  wir  einen 
einfachen  von  den  Gestalten  c»  P,  0  P,  j-  P  oo  und  P  oo  begrenzten 
Titanitkrystall,  so  erstrecken  sich  die  positiven  Zonen  von  den  Flachen 
0  P  hinüber  auf  die  anliegenden  Theile  der  Flächen  4  P  oo,  währ^d 
die  Flachen  P  oo,  so  wie  der  Rest  der  Flachen  j-  P  oo  negative  Po- 
larität zeigen. 

Aocinit,  Nach  den  Beobachtungen  von  Riess  und  Rose  hat 
der  Axinit  ebenfalls  vier  elektrische,  je  zwei  gleichnamige  einander 
diametral  gegenüberliegende  Zonen."**) 

Krystalle  der  einaxigen  Systeme  (des  hexagonalen  und 

tetragonalen  Systems). 

Wenn  die  Verschiedenheit  der  Axen  im  rhombischen  Systeme  hin- 
reichend ist,  um  thermoelektrische  Erscheinungen  zu  erzeugen,  so  muss 
auch  der  Unterschied  zwischen  der  Hauptaxe  und  den  Nebenaxen  in  den 
einaxigen  Systemen  zur  Hervorbringung  analoger  Vorgange  genügen.  Und 
in  der  That  ist  es  mir  bereits  gelungen,  auf  den  Krystallen  des  Idokrases, 
Apophyllits,  Berylles  und  Kalkspathes  elektrische  Erregungen  zu  beob- 
achten. Indem  ich  die  ausführliche  Mittheilung  dieser  Untersuchungen 
einer  spateren  Abhandlung  vorbehalte,  mögen  hier  nur,  als  Abschluss 
dieses  Berichtes,  die  Hauptresultato  vorzeichnet  werden. 

Da  bei  den  Krvslallen  des  telra^onaicMi  und  lie\aii;onal(»n  Sv- 
sten)cs  nur  (mho  Art  von  Gcj^cMisalz  existirl,  ncinilicMi  zwischcMi  der 
Hauptaxe  und  den  Nehenaxoii,  so  worden  aiicli  nur  liiornarh  die  enlge- 
gcngosotzton  EloklriciüUcMi  si(*li  vcmIIumIcmi  können  ;  an  den  beiden  Enden 


*)  Quaestionis  de  Üicrmoelcclr.  cryst.  pars  altcraS.  19.  Pogg.  Ann.  B.  50S.  244. 
Bd.  74  8.  239.  Ich  glaiiblc  damals  (<  840)  bei  den  Krvslallen  des  Titanits  nicht  zwei  sich 
kreuzende  an  den  Enden  gleichnamige  elektrische  Axen,  sondern  vielmehr  zwei  polar- 
eleklrisclie,  einander  parallele,  nichl  durch  den  Miltelpunkl  des  Krystalles  gehende, 
mit  den  i^leichnamigen  Polen  entgegengeselzt  gerichtete  Axen  annehmen  zu  müssen. 
Die  speciellen  Uesultale  einer  neueren  uinfa^^senden  Untersuchung  der  Titanilkrystalle 
werde  ich  in  einer  der  folgenden  Abhandlungen  miltheilen. 

*')  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  1843.  S.  8t.  Hiess  und  G.Hose  nahmen  für  den 
Axinit,  ebenso  wie  ich  dies  früher  beim  Titanil  gethan,  nicht  zwei  sich  kreuzende.,  an 
den  Enden  gleichnamig  elektrische,  sondern  vielmehr  zwei  parallele  nicht  tUirch  den 
Mittelpunkl  gehende  polarelektrische  Axen  an. 
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der  Hauptaxe  wird  sich  die  eine,  senkrecht  zu  dieser  Axe  aber  ringsum 
die  andere  Elektricitüt  entwickeln,  "* )  wobei,  wie  meine  Beobachtungen 
lehren,  der  merkwürdige  Fall  eintritt,  dass  je  nach  der  Bildungs- 
weise der  Krystalle  die  beiden  Elektricitäten  ihren  Ort. wechseln.*''^) 

Idokras  [yesuvian].  Bei  den  ringsum  ausgebildeten  Idokras- 
krystallen  vom  Wiluiflusse  aus  Sibirien  sind  die  Enden  der  Hauptaxe 
(die  Flächen  0  P  und  P)  |)Ositiv,  die  Seitenflächen  c»  P  und  c»  P  oo 
aber  negativ.  Bei  den  an  dem  einen  Ende  angewachsenen  Krystal- 
len  von  Ala  in  Piemont  ist  die  Vertheilung  der  Polaritäten  die  um- 
gekehrte. 

.  ApophyUit,  Die  Apophyllitkrystalle  von  Andreasberg  zeigen 
auf  den  Flächen  P  positive,  auf  den  Flächen  c»  P  oo  aber  negative 
Spannungen. 

Beryll  Bei  den  sibirischen  Beryllen  und  den  Smaragden  ist 
die  Endfläche  0  P  positiv ,  die  Seitenflächen  oo  P  im  Allgemeinen 
negativ.  Bei  den  meisten  kurzen  und  breiten  Berjllen  aus  Elba  ist 
Vertheilung  der  beiden  Elektricitäten  die  entgegengesetzte. 

KaJkspath,  An  einigen  bis  jetzt  untersuchten,  aber  nur  an 
dem  einen  Ende  ausgebildeten  Bruchstücken  von  Kalkspathkrystallen 
waren  die  Flächen  des  Rhomboeders  R  positiv,  die  Flächen  des 
Skalenoeders  R3  aber  negativ.*  *^^) 


Alle  in  den  letzten  Abschnitten  dieser  Uebersicht  mitgetheilten,  von 
mir  beobachteten  Thatsachen  haben  die  Richtigkeit  der  oben  beim 
Topase  ausgesprochenen  Gesetze  bestätigt;  es  ist  also  die  Thermoelek- 
Iriciiät  eine  allgemeine  Eigenschaft  aller  Krystalle,   soweit  nicht  ge- 


*)  Die  eigenthümliche  von  Porbes  beobachtete  Vertheilung  der  Elektricität  auf 
eineiD  Turmaline  würde  sich  erklären,  wenn  man  annimmt,  es  habe  ein  nicht  hemimor- 
pbiscbes  Individuum  vorgelegen. 

**)  Iftt  ein  ähnlicher  Wechsel  der  Polaritäten  auf  den  Turmalinen  der  Grund, 
warum  am  positiven  Ende  die  Fluchen  des  Hauptrhomboeders  (s.  oben  S.  355)  bald 
jaf  den  Kanten,  bald  auf  den  Flachen  des  dreiseitigen  Prismas  aufgesetzt  sind? 

***)  Ob  beim  Apophyllit  und  Kalkspath  auch  die  entgegengesetzten  Vertheilungen 
ILbnlich  wie  beim  Idokrase  und  Beryll  vorkommen,  vermag  ich  wegen  Mangel  an  ge- 
eigneten Krystallen  noch  nicht  zu  entscheiden. 
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Thwmoelektrisehes  Verhalten  der  Aragdnitkrystalle. 

Wenn  die  thormoelektrischo  Erregung  des  Aragonites  bisher 
gänzlich  unbekannt  geblieben  ist,  so  dürfte  der  Grund  dafür  wohl 
in  dem  Umstände  zu  suchen  sein,  dass  man  früher  die  Krystalle 
«lieses  Minerales  entw(»der  gar  nicht  oder  höchstens  gelegentlich  einer 
oborflitchliehen  Prüfung  unterworfen  hat,  weil  man,  befangen  in  der 
Ansicht,  nur  hemimorphisch  gebildete  Krystalle  seien  überhaupt  ther- 
iimoleklrisch  erregbar,  von  vornherein  ein  negatives  Resultat  erwartete; 
<lenn  die  elektrische  Spannung  auf  der  Oberfläche  der  Aragonite 
wäre  hinreichend  stark  gewesen,  um  sie  mit  denselben  Mitteln,  welche 
l«i  den  sSichsischen  Topasen  und  den  Schwerspöthen  zu  ihrer  Er- 
kennung gedient  haben,  ebenfalls  nachzuweisen.  Und  in  der  Thal 
l^'ftlang  es  mir,  als  ich  durch  die  Untersuchung  des  Topases  und  des 
Scliwerspathes  die  Ueberzeugung  gewonnen  hatte,  dass  auch  nicht 
iK'niiniorphisch  gebildete  Krystalle  elektrisch  werden,  gleich  bei  der 
ersten  Prüfung  eines  böhmischen  Aragonits  freie  Elektricität  auf 
jviner  Oberfläche  wahrzunehmen. 

Während  die  in  meinen  beiden  letzten  Abhandlungen  in  Bezug 
auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  untersnchten  Krystalle   des  To- 
pases*)  und  des  Schwerspathes  * '*^)  niemals    (wenigstens  so  viel  mir 
bekannt  ist)   eigentliche  Zwillingsformen  zeigen,   dürfte   gerade  ent- 
gegengesetzt beim  Aragonit  wohl  kaum  ein  wirklich  einfacher  Krystall 
gefunden  werden:  alle  Krystalle  desselben  sind   mehr  oder  weniger 
ein  Aggregat  von  Zwillingen.     Dieser  Umstand   hat  mich  besonders 
bewogen,  den   thermoelektrischen  Erscheinungen  auf  den  Aragonit- 

*)  Bd.  XIV  dieser  Abbandlungen. 
**)  Bd.  XV  dieser  Abbandhingcn. 


krystallen  eine  sehr  eingehende  Untersuchung  angedeihen  zu  lassen: 
um  einen  etwa  vorhandenen  Einfluss  der  Zwillingsbildung  auf  cii 
Erregung  der  Elektricitöt  zu  entdecken.  ^^Es  würde  dies  gerade  l>4 
dem  genannten  Minerale  um  so  leichter  möglich  gewesen  sein,  Säl 
einerseits  die  elektrische  Vertheilung  auf  der  allen  Gebilden  zu  Gruncl 
liegenden,  aus  wenigen  Gestalten  zusammengesetzten  Form  sehr  ein 
fach  und  bestimmt  hervortritt,  und  andererseits  die  ZwillingsbilduTii 
sich  häufig  in  der  mannichfachsten  Weise  zur  Erzeugung  von  DriP 
lingen,  Vierlingen  und  Fünflingen  wiederholt. 

In  der  nachstehenden  Abhandlung  werde  ich  einen  Theil  meiner 
Beobachtungen,  soweit  sie  zu  einer  klaren  Darlegung  der  thermoeiek- 
trischen  Vorgänge  auf  den  Aragoniten  erforderlich   sind,   mittheilcn. 

Die  Stärke  der  Elektricität  auf  den  Aragoniten  ist,   wie   schon 
zuvor  angedeutet,   ungefähr  dieselbe,  wie  auf  vielen  Topasen  und 
Schwerspäthen ;  es  konnte  daher  das  bei  der  Untersuchung  der  letzt- 
genannten Krystalle  von  mir  angewandte  Verfahren*)    auch  für  die 
analogen   Beobachtungen    auf    den    Aragoniten    mit   Erfolg    benuUt 
werden. 

Für  die  Unterstützung  meiner  Untersuchung  durch  Darleihung 
geeigneter  Krystalle  habe  ich  Herrn  Geheimen  Bergrath  NaumaDO, 
Herrn  Professor  Zirkel,  Herrn  Professor  Sandberger,  Herrn  Pro- 
fessor Weisbach  und  Herrn  t^rofessor  Stelzner  meinen  verbiftd- 
liebsten  Dank  zu  sagen. 

I.    Seheinbar  einfache  Hrystaile  des  Aragonite. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  werde  ich  das  elektrisch^ 
Verhalten  der  Aragonitkrystalle  gleich  auf  die  Darlegung  ihrer  Fon»' 
Verhältnisse  folgen  lassen. 

A.    Krystallformen. 

Die  gewöhnliche  Form  der  scheinbar  einfachen  AragonitkrysUil'^' 

welche  überhaupt   dem   rhombischen  Systeme    angehören,    wird  vofl 

den    Gestalten   oo  P,  oo  P  oo   und   P  oo   gebildet.      Fig.    i.    stellt  i^^ 

Querschnitt    des   Prismas    oo  P,    und    F"ig.    II.    den   Querschnitt   eb^^ 


*)  Abhanill.  der  K.Säclis.  Gesellsch.  der  Wisscnscliaflen  Bd.  XIV  S.  377  ff.,  ^^^ 
Bd.  XV  S.  273. 
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dieses  an  den  Enden  der  Makrodiagonalc  durch  c»  P  c»  abgestumpften 
Prismas,  wie  es  gewöhnlich  bei  den  böhmischen  Aragoniten  auf- 
tritt, dar. 

Nehmen  wir  den  Winkel  des  Prismas  c»  P  an    den  Enden  der 
Brachydiagonale  1I6M0',*)  und  den  über  dem  Ende   der  Hauplaxe 
liegenden  Winkel  des  Brachydomas  P  oo  108^26',  so  ergibt  sich  das 
Verhältniss  der  drei  Axen,   wenn  a  die  Hauptaxe,   b  die  Brachydia- 
gonale und  c  die  Makrodiagonale  bedeutet, 

a:b:c  =  i  :  0,8641  :  1,3874. 
Die  Anzahl  der  beim  Aragonite  beobachteten  Krystallgestalten  ist 
keine  grosse;  es  finden  sich 

1)  Grundpyramide  P. 

2)  Pyramiden  der  Hauptreihe :   {  P,  1 0  P,  24  P. 

3)  Brachydiagonale  Pyramiden:    J  P  2,  P  2,  2^2  und  6P  J. 

4)  Makrodiagonale  Pyramiden:   J  P2. 

5)  Verticales  Hauptprisma:   c»P. 

6)  Brachydiagonale     horizontale    Prismen     oder    Brachydomen: 

}  Poo,  Pc»,  2Poo,   3Poo,  öPoo,  CPoo,  ICPoo,   20  Poo 
und  24  Poo. 

7)  Makrodiagonale  horizontale  Prismen  oder  Makrodomen :  4^  P  c», 
•  und  Poo. 

8)  Fliichenpaar  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe:  OP. 

9)  Flachenpaar  senkrecht  gegen  die  Makrodiagonale:   00 Poo. 
Uebrigens  sind  die  gewöhnlichen  Krystalle,  welche  hauptsächlich 

voi^  den    Gestalten   00 P,    00 Poo    und  Poo    begrenzt   werden,    keine 
einfachen  Krystallindividuen,  sondern,  wie  der  nilchste  Abschnitt  zeigen 
wird,  mehr   oder  weniger  ein  Aggregat   von   einfachen    Krystallen, 
welche  sich  in  der  später  zu  beschreibenden  Zwillingsstellung  anein- 
ander gelegt  haben.     Da  jedoch   diese  häufig  eingeschobenen  Zwil- 
l/ngslamellen  (s.  S.  382)    keinen  wesentlichen  Einfluss   auf  die  Ver- 
tbeilung   der  ElektricitUt    ausüben,    so    werde   ich    die    beti^effenden 
Krystalle  als  einfache  behandeln,   und   ihr   elektrisches  Verhalten   im 
Folgenden  darstellen. 


*j  Der  Kürze  wegen  werde  ich  sowohl  itn  Texle  als  auch  in  den  beigegebenen 
Figuren  die  beiden  Winkel  dieser  Rhomben,  welche  also  H6»  10'  und  63»  50'  be- 
tragen, gewöhnlich  in  runder  Zahl  \  \Ci^  und  64"  setzen.    Entsprechend  soll  der  Winkel 

Abluuiai.  d.  K.  S.  Gesellscli.  d.  Wissengch.  XV.  SC 
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B.    Thermoelektrisches  Verhalten  der  (scheinbar)  ein- 
fachen Aragonitkrystalle. 

Die  von  mir  untersucht<?n  scheinbar   einfachen  Aragonitkrjstall 
von  Horschenz   bei  Bilin   waren   an   dem   einen  Ende  der  Hauptax 
(dem  oberen)  mehr  oder   weniger  Vollkommen   ausgebildet,   am  an 
deren  (unteren)  dagegen  verbrochen,  und  zeigten  meistens  eine  Coro — 
bination  der  Gestalten   ooP,   ooPc»,  Poo,  P  und  2  P  2. 

Ich  werde  die  auf  einem  Theile  derselben  ausgeführten  Beob- 
achtungen in  den  dieser  Abhandlung  beigefügten  Zeichnungen  dar- 
stellen, indem  ich  in  das  Netz^)  die  beobachteten  elektrischen 
Spannungen  eintrage  und  zur  leichteren  Uebersicht  die  positiven 
Regionen  durch  eine  gelblichbraune,  die  negativen  aber  durch  eine 
grünliche  Farbe  kenntlich  mache.  Das  Netz  ist  dabei  in  einer  brachy- 
diagonalen  Seitenkante  aufgeschnitten  angenommen  worden. 

Während  die  ersten  sieben  Krystalle  (Nr.  1  bis  7)  zur  Darlegung 
der  normalen  Vertheilung  der  Elektricitüt  auf  den  einfachen  Arago- 
nitkrystallen  dienen,  geben  die  folgenden  (Nr.  8  bis  12)  Auskunft  über 
die  durch  Abweichungen  in  der  Ausdehnung  einzelner  Krystallflächen 
bedingten  Modißcationen. 

Bevor  ich  zu  den  auf  den  einzelnen  Krystallen  ausgeführten 
B(M)bachUmij:(^n  (iIkmi^c^Iio,  wird  (\^  zwockinilssiij;  scmu,  (»ine  allgemeine 
U(»l)ersichl  (Um*  ch^klriscluMi  VcMliuMluni:;  ciur  i]oA\  (»infiu^hon  KrvstallcMi 
i\es  Anigoniles  zn  ü:(*1)(Mi,  w(mI  solclu»  (li(»  spiiUMO  Darlegung  der 
specic»ll(*n  llnlersucluing  dcv  {'uy/aAuou  IndividiKMi  w(*sonllich  abzukür- 

i 

Das  elekirische  V(Tball(Mi  (Um*  in  Fraü;o  sU^hondcMi  Ara^onitkrv- 
stalle  ist  sehr  einfach.  Die  FIücIumi  coPoo  sind  beim  Erkalten 
iu»i;ativ*')  und  l)(*i  hiineichendcM*  rir()ss(»  bh^ibt  (li(»  negativ(»  Elektricitüt 


zen  gestattet. 


ZNviscIion  ooP  und  ooPoo,   wolclier   t2l"  lif/  missl,   zu  122"  anf^onommon  wenlon 

(iMi^.  II). 

■)  DioNetzo  sind  onhvo(](>r  in  natiirlichcM'  oder  in  hall)cr  linoaror  Grosse  gezeich- 
net. Im  ersloren  Falle  iindel  sich  neben  der  Ahbildnnp;  das  Zeiclion  ^/\,  im  zweiten 
das  Zeiclien  ^A,. 

■'')  Die  im  Texte  antjegeheneBeschalTenheil  derHIektricil'al  lieziehl  sich,  wie  sclion 
()l)en  ausgesprochen,  stets  auf  den  Zustand  des  lürkaltens;  beim  Erwärmen  ist,  ebenso 
wie  I)ei  den  übrifien  Ihermoeleklrischen  Krystallen.  die  Polarität  gerade  die  entgegen- 
gesetzte. 
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auf  sie  beschrankt;  dagegen  sind  die  Flächen  ooP  positiv,  und  zwar 
nimmt  auf  ihnen  die  positive  Spannung  nach  den  von  ihnen  gebildeten 
Uraehydiagonalen  Kanten  hin  zu. 

Sind  die  Bruchstücke  (Nr.  1  bis  3)  bis  zum  unteren  verbroche- 
nen Ende  hin  klar,   so  wäclist  sowohl   die   positive   Elektricitat  auf 
den  Flächen   c»P,  als  auch  die  negative  auf  den  Flächen   ooPc»  in 
der  Richtung   von   oben   nach    unten.      Wird    aber    die  Masse    des 
Kryslalles  (Nr.  6  u.  7)  am  unteren  Ende  unrein  und  undurchsichtig, 
so  wachsen  beide  Eleklricitäten  in  der   eben   angegebenen  Richtung 
nur  bis  zum  Beginne  des  undurchsichtigen  Theiles,  und  nehmen  dann 
auf  diesem   an   Stärke   wieder   ab.      Einen    ähnlichen  schwächenden 
Tiinfluss  äussern  auch  trübe  Massen,  welche  in  dem  Krystalle  Nr.  1 
am  unteren  Ende   der  Fläche  5,  und  in  dem  Krvstalle  Nr.  5  ober- 
halb  der  Mitte  unter  der  Fläche  2  liegen. 

Die  Flächen  Poo  zeigen  meistens  schwache  negative  Spannungen, 
welche  von  den  mit  den  Flächen  ooPoo  gebildeten  Kanten  bis  zur 
obersten  Endkante  hin  abnehmen,  so  dass  die  letztgenannte  (von 
den  Flächen  Pc»  gebildete)  Kante  selbst  unelektrisch  erscheint.  Nur 
bei  den  beiden  in  der  oberen  Hälfle  sehr  klaren,  in  der  unteren 
aber  trüben  Krystallen  Nr.  C  und  7  habe  ich  auf  den  Flächen  P  oo 
schwache  positive  Polarität  beobachtet.') 

Die  mehr  oder  weniger  unebenen  Bruchllächen  am  unteren 
Eode  sind  theils  negativ  (und  zwar  entweder  in  ihrer  ganzen  Aus- 
(/elmung,  oder  mit  positiven  Zonen  an  den  Enden  der  Bra<*hydiago- 
nale) ,  theils  aber  auch  positiv  (mit  negativen  Zonen  neben  den 
Flächen   oo  P  oo ) . 

Wenn  die  Flächen  ooPoo  an  Grösse  abnehmen  (Nr.  8),  so 
verbreitet  si(*h  am  unt(Men  Ende  die  negative  Polarität  von  ihnen 
aus  über  die  benachbarten  Theile  der  FUuhen  ooP.  Wenn  dagegen 
die  Flächen  c»Pc»  sich  so  sehr  ausdehnen,  dass  die  Krj  stalle  als 
nach  der  Richtung  der  Makrodiagonale  flach  gedrückte  Tafeln  er- 
scheinen und  die  Flächen  oo.P  also  nur  einc^  geringe  Grösse  besitzen 
^Nr.  40),  so  greift  umgekehrt  die  positive  Elektricilät  von  den  Flächen 


*)  Aach  an  einigen  der  weilcrhin  beschriebenen  Zwillinge  (Nr.  4  3,  19,  tO  und 
21)  erscheinen  die  Flächen  Poo  positiv. 

26* 


oo  P  aar  die  ben^clibarteD  Tb^e  der  FlM^en  eqPoo  sber.  b  d» —  i 
sem  letzten  FaUe  ist  hiaflg  eine  der  Fttchen  eaPeo  mangdbaft  an— — 
gebildet,  und  fehlen  aaf  ihro:  Seite  die  nsefaen  ooP;  dar  KrjM^^^ 

slelk  dann  gewissermasaen  nur  eine  nüttdst  eiOoB  dnrcb  die  bnchy 

diagoaelen  Seitenluaton  geführten  Schnittes  abgetrennte  Httfte  dir.  .- 
Infolge  dieser  Bildm^  nimmt  abf  der  eben  beseiiAneten  Ftad»  ^ 
eol^oo  die  negative  Spannung,  besonders  auf  dem  dberea  Ibnle,  ab  ^ 
(Krystall  Nr.  M),  und  geht  selbst  in  die  podtTre  über  (Erjrst.  Nr.  fS).  . 

Krystall  Nr.  1   (Rg.  US}. 
An  dem  Flg.  10*}  in  seinem  Netxe  daigestellteB  SJ^stalle  iiAs^ 

die  Fitt^  IC**)  namoatlich  nach  naten  hin  unTtdUmDmea  ansgofaildet   ,- 

es  scheinen  daselbst  weniger  reüw  Mass«  nch  in  Platten  iiu%i>lc||^gpj 
m  haben.     Die  oegatiTe  Elektridtat  nimmt  deshalb  iiiu  unterL-n  Hml^^M 
dieser  FUche  wieder  eii.    Das  obere  Ende  ist  gut  ausgi'biltli'i.  (Ia  sfi 
untere  imregelmMssig   veii>rocbMi.     Auf  den  FUtcIicn  P  oo    vm'i(Ick~i 
zwei  eingeschobene  Lamellen  (s.  S.  34S!]  siditbar.  jirfW-t  jg^ 


Krystall  Nr.  SS  (Fig.  IV]. 
Da  die  Ftacben    Poo    am  oberen  Ende    zum  Theil   rauh,   di9 
Flttdien  oo^eo  aber  starii  faorizontd  gestreift  sind,   ro   laKscn   fich. 
die  sicherlich  auch  vorhmdenen  ZwiltingslanielU!»  nicht  »ohi  ci-kcn-^ 
□en.     Das  untere  Ende  ist  ziemlich  eben  vertitochcn. 

Krystall  Nr.  3  (Fig.  V). 

Das  obere  Ende  des   Fig.  V   gezeichneten    Krystalles    ist   sehr 
vollkommen  ausgebildet;  das  untere  ziemlich  uneben  verbrocben. 

Krystall  Nr.  4   (Fig.  VI). 
Auf  der  unteren   Hülfte  der  FlUche  5  hat  sich    eine    ungefähr 


")  Zur  leicliteren  Orientimnß  auf  den  Tafeln  werde  icii  ilcr  Nommpr  der  Figar, 
welche  einen  beobaditelen  Kryslall  darslellt,  sIcU  die  Nummer  dos  helrcfTcnden  Kry- 
stalles voranstellen. 

■■)  Die  Bedeutung  dieser  Zahlen  ergib!  sich  sorort  aus  der  Zeichnung. 
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2   iMiD.  dicke  Platte  aufgelegt.     Das  untere  Ende  des  Krystalles  Nr.  4 
(Fig.  VI)   ist  schief,  aber  ziemlich  eben  abgebrochen. 

Krystall  Nr.  5   (Fig.  VII). 

Der  in  halber  linearer  Grösse  gezeichnete  Krystall  Fig.  VII  ist 
8  Cenlimeter.  lang,  im  Ganzen  ziemlich  rein,  schliesst  aber  trübe 
Massen  ein;  namentlich    liegt  eine  solche  etwas  oberhalb   der  Mitte 

unter  der  Fläche  2,  und  bedingt  die  daselbst  auftretende  Schwächung 

der  Elektricitdt. 

Krystall  Nr.  6   (Fig.  Vlil). 

Der  in  Fig.  VIII  in  halber  linearer  Grösse  dargestellte,  dem  hie- 
sigen mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall  ist  in  seinen  oberen 
drei  Fünfteln  sehr  klar  und  durchsichtig,  wird  aber  in  den  unteren 
zwei  Fünfteln  undurchsichtig  und  erscheint  daselbst  auf  seinen  äusseren 
Begrenzungsflächen  weniger  vollkommen  ausgebildet.  Am  unteren 
Ende  ist  er  sehr  unregelmässig  verbrochen.  Die  Flächen  Poo  am 
oberen  Ende  zeigen  positive  Spannungen. 

Krystall  Nr.  7   (Fig.  IX). 

Auch  dieser  in  halber  Grösse  abgebildete  Krystall  (Fig.  IX)    ist 
j'n  der  oberen  Hälfte  sehr  klar,  in  der  unteren  aber  unrein  und  trübe. 
Wie  bei  dem  vorhergehenden  sind  die  Flächen  Pc»  am  oberen  Ende 
positiv. 

Krystall  Nr.  8   (Fig.  X). 

Die  Flächen  oo  P  c»  haben  bei  diesem  Krystallc  (Fig.  X)  nur 
eine  geringe  Grösse;  infolge  dessen  greift  die  ihnen  angchörige  ne- 
gative Elektricität  unten  ilber  die  Ränder  hinweg  etwas  auf  die 
Flächen   ooP  über. 

Krystall  Nr.  9   (Fig.  XI). 

Während  bei  dem  vorhergehenden  Krystalle  die  beiden  Flächen 
ooPoo  sehr  schmal  waren,  tritt  bei  dem  Krystalle  Nr.  9  (Fig.  XI) 
eine  sehr  starke  Verschmälerung  zweier  gegenüberliegenden  Flächen 
ooP  ein.     Da  jedoch  die  beiden   anderen  Flächen   ooP  noch   eine 


hinreM^ieDde  Grösse  bsatzea,  so  treten  io  der  eldEtriadwa  Verthefr' 
tuDg  auf  dm  FMeheo  eoP  Icwm  Veisobiebnigen  «i«. 

Das  obere  Ende  des  vorli^endön  Krystdies  ist  stark  -rarietz^^ 
das  nnt^  selir  onregelmgagig  verlMmcfaett. 


Krystall  Nr.  10  (Fig.  XU). 

Bei  diesem  Rrystalle  (Fig.  XII}  siad  die  beidun  l-lHi^hen  i  iimf^^ 
6  sein-  si^nial,'  die  zwischen  amen  liegende  Flttcbe  5  alier  grtir  breite- 
so  dass  ein  Sdinitt  Ifings  der  brachydiagonalen  äoilcnkaiiien  i\&mn 
Krystall  in  eine  vordere  dickere  und  eine  hiuteic  dunntti-e  Pl<-ill«= 
spalten  wtlrde.  Die  Flfiche  5  (aoPeo)  ist  Obrigeos  Tollkwoinea  ( 
md  ifd^eM  aoBgebildet. 

Eine  Fdge  der  geringen  -Grosse  der  Fttcheii  4  «od  6  ist  < 
UebergreileD  dw  iha<«i  angehorigen .  positiven  EläktridtM  aaf  i 
-btttadtbuleB  Theile  der  fllklbe  A. 


,     Ärystalt  Nr.  M    (Fig,  XUI). 

Der  Fig.   XIII  gezeichnete    Kr\slii11    slolll   gcwi^Jäoiiiiatisen    nii^ 
die  vordere  Hsifle   eines   längs   der    liiacliyiliasonalt;»   SfiiienkantL-LT 
gespidten«!  Krystalles  dar;  es  (eWn   nittnlicli  dio  Flächen   i  uud  C3 
(bis  auf  jNoeB  kleinen '  Rest  der  tetzlereu  am  unteren  Emto).     Dit- 
sebr  verbreiterte  FtKche  S  ist  (mit  .VusnalmiL^  ciiifs   kluinm   lirnor- 
stehenden  Stackes  unten  neben  dem  Reste  der  Flache  6)    glänzend 
und  hebt  sich  unter  fortwährenden  oäcillatoriächcn  Goiiibioationen  mif 
Brachydomcn,  so  dass  die  Dicke  des  Krystalles  (in  der  Richtung  der   , 
Makrodiagonale)   am  unleren  Ende  etwas  grosser  ist,  als  am  obereD. 

Die  obere  Hälfte  der  Flache  '6  erscheint  nicht  elektrisch  oder 
sehr  schwach  positiv. 

Krystall  Nr.  12   (Fig.  XIV). 

Der  Krystall  Nr.  12  (Fig.  XIV)  gleicht  in  seiner  Bildung  dem 
vorhergehenden;  auch  ihm  fehlen  die  Flüchen  4  und  6  (nur  von  der 
Fläche  4  zeigen  sich  am  unlerön  Ende  geringe  Reste).  Die  grosse 
Fläche  5  ist  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  glänzend  und  durch  Aii€-' 
treten  oscillatorischer  Combinationen  mit  steilen  Brachydomen  etwas 
wellenförmig;  sie  ist  fast  Überall  positiv  elektrisch. 
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IL    Zwillinge. 

Der   Aragonit  hat   eine  ausserordentliche  Neigung  Zwillinge  zu 
bilden  und  zwar  nach  deoi  im  rhombischen  Systeme  sehr  häufig  vor- 
kommenden Gesetze,   dass  die  Zwillingsebene,    d.   h.   die  Ebene,   in 
welcher  sich  die  beiden  Krystalle  aneinander  legen,  eine  Fläche  des 
Prismas   c»P   ist.      Die    beiden    den   Zwilling    bildenden   Individuen 
haben  also  ihre  Hauptaxen  parallel,  dagegen  die  Diagonalen  der  Basis 
gegen  einander  geneigt;  sie  sind  entweder  nur  aneinander  oder  durch- 
einander gewachsen. 

A.   Zwillinge  aus  zwei  nur  aneinander  geivachsenen  Individuen. 

a.  Einfache  Zwillinge. 

a)     Kr  y  stallformen. 

Es  seien  AB  CD  und  DCFE  (Fig.  XV)  die  Durchschnitte  zweier 
Prismen  ooP;  zur  Bildung  eines  Zwillinges  legen  sich  dieselben  mit 
den  Flächen,  deren  Durchschnitt  mit  der  Ebene  des  Papiers  die 
Seile  CD  darstellt,  aneinander.  Der  Winkel  ADE  beträgt  1 28"  (oder 
genauer  127'  40'). 

An  den  beiden  Individuen  tritt  nun  aber  nicht  blos  die  Gestalt 
ooP  auf,  sondern  es  erscheinen  auch  entweder  nur  auf  einer  oder 
auf  beiden  Seiten  die  Flächen   ooPoo. 

Treten  diese  Flächen  ooPoo  nur  auf  der  Seite  des  einsprin- 
genden Winicels  BCF  (sie  möge  die  Rückseite  heissen)  in  GH  und 
IK  auf,  so  dehnen  sie  sich  so  weit  aus,  dass  sie  in  der  Kante  1^ 
zQsammenstossen  und  daselbst  einen  Winkel  von  1 1 6^  einschliessen. 
Die  bei  G  und  K  entstehenden  Winkel  betragen  122".  Ein  solcher 
Zwilling,  dessen  Umfang  durch  ADEKLG  bezeichnet  wird,  stellt  ge- 
wissermassen  einen  in  der  Richtung  DL  hemimorphisch  gebildeten 
Krvstall  dar. 

Treten  die  Flächen  ooPoo  auch  auf  der  vorderen  Seite  (Fig.  XVI) 
in  MN  und  NP  auf,  so  entsteht  daselbst  ein  einspringender  Winkel 
MNP  =  1 1 6".  Je  nach  der  Grösse  der  Flächen  MN  und  NP  dringt 
dieser  Winkel  mehr  oder  weniger  tief  ein. 

Vergrössert  sich  der  eine  Krystall,  z.  B.  der  rechte,  etwas,  so 
erscheint  auf  der  Vorderseite  die  Fläche  ooPoo  nur  an  ihm  in  P*  Q', 


während  sie  am  kleineren  Krystalie  fehlt  (Fig.  XVII).     Es  schneide?-   i 
sich  dann  die  Linien  AQ'  und  P'Q'  unter  einem  spitzen  Winkel  vo^  m 
6^  so  dass   der   überstumpfe  Winkel   bei  Q'  186"  betragt.    —  Ve«:--. 
grössert  sich  der  h'nke  Krystall  und  tritt  an  ihm  die  Fläche   ooPo^=> 
auf,  so  entsteht  der  Fig.  XVllI  gezeichnete  Querschnitt. 

Sehr  gewöhnlich  legen  sich  zahlreiche  Individuen  (wie  in  Fig.  Xl>w) 
in  Zwillingsstellung  aneinander,  so  dass  sämrotliche  Zusammensetzung^;- 
fluchen  einander  parallel  sind,  und  die  geradstelligen  Individuen  einer- 
seits und  die  ungeradstelligen  andererseits  sich  in  paralleler  Stellung 
befinden.  Dabei  wird  die  Breite  der  einzelnen  Individuen  oft  so  ge- 
ring, dass  eine  grössere  Anzahl  derselben  nur  eine  dünne  Lamelle 
bildet,  welche  zwischen  zwei  grösseren  Individuen  eingelagert  L:>t, 
und  auf  den  Flächen  Poo  und  ooPoo  des  Gesammtkrystalles  nur 
als  ein  mehr  oder  weniger  breiter  Streifen  erscheint. 

Fast  in  allen  scheinbar  einfachen  Aragonitkrystallen  finden  sioh 
solche  Lamellen  (UV,  WX  Fig.  XX),  und  zwar  oft  in  mehrfache? r 
Wiederholung;  auch  gehen  sie  bisweilen  (Fig.  XX)  mit  beiden  Fläche w:*- 
paaren  oo  P  parallel. 

ß)     Thermoelektrisches  Verhalten. 

In  Betreff  der  elektrischen  Verthcilung  auf  den  Zwillingskryslall^^^ 
lässt  sich  im  Allgemeinen   das  Gesetz   aufstellen,   dass   die  Polaril*^' 
wie  wir  sie  bei  einfachen  Krystallen  beobachtet  haben,  auch  bei  i^^ 
zusammengesetzten,  soweit  möglich,   erhalten   bleibt.       Die    Fläch^^ 
ooP  sind  früher  positiv  gefunden  worden,  und  zwar  mit  wachsend(?^ 
Intensität  nach  den  brachydiagonalen  Kanten  hin,  die  Flächen   ooPoc? 
dagegen    negativ.      Wo    also    auf  dem    Umfange    der   Zwillinge   di^ 
Flächen   ooP  auftreten,^)   wird  die  elektrische  S[)annung  positiv  sein. 
und  ebenso  wie  früher  nach  den  Ijrachydiagonalen  Seitenkanten  hin 
zu-  und  nach  den  makrodiagonalen  hin  abnehmen;  wo  dagegen  die 
Flächen    ooPoo    erscheinen,  wird  negative  Polarität  auftreten  müssen. 


*)  Ich  mache  darauf  aufmerksam,  dass  ein  Winkel  von  I  16*^  bei  diesen  Zwillingen 
nicht  immer  auf  eine  brachydiagonale  Seilenkanle  hinweist;  bei  L  (Fig.  XV  bis  Will) 
entsteht  ein  Winkel  von  eben  dieser  Grösse  durch  das  Zusammenstosseii  der  Flächen 
GL  und  UK. 
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Hat  der  Zwilling  den  Fig.  XV  im  Querschnitte  dargestellten 
Umfang  ADEKLG,  so  zeigen  die  Flächen  KL  und  LG,  als  der  Gestalt 
ooPc»  angehörig,  negative  Elektricitiit;  auf  den  Übrigen  vier  Fluchen 
Irin  dagegen  die  positive  auf,  *  und  zwar  mit  wachsender  Stärke  gegen 
die  Kanten  A  und  E  hin.  In  D  (Fig.  XV)  stossen  zwei  makrodia- 
gonale Seitenkanteu  aneinander;  es  muss  daher  die  positive  Spannung 
nach  D  hin  abnehmen,  und  die  s[)ecielle  Prüfung  ergibt  die  Kante 
D  entweder  unelektrisch  oder  an  dem  unteren  Ende  des  Krystalles 
selbst  bereitij  schwach  negativ.^)  Ein  solcher  Zwillingskrystall,  der, 
wie  oben  schon  ])emerkt,  in  der  Richtung  der  Zusammensetzungs- 
llHche  eine  hemimorphe  Bildung  darstellt,  zeigt  auch  in  elektrischer 
Hinsicht  nach  eben  dieser  Richtung,  falls  die  Kante  D  unelektrisch 
ist,  den  polaren  Gegesatz  einer  solchen. 

Treten  nun  an  der  Kante  D  beide  Flachen  ooPoo  oder  nur  eine 
dei^elben  auf  (Fig.  XVI  bis  XVIII),  so  erscheint  auf  diesen  Flachen 
;MN  und  NP  in  Fig.  XVI,  Q'  P'  in  Fig.  XVII  und  P'  Q"  in  Fig.  XVIII) 
negative  Spannung,  welche  auch  wohl  auf  die  unmittelbar  anliegen- 
den Theile  der  Flüchen   c»  P  etwas  übergreift. 

Bei  mehreren  Zwillingen  sind  die  Flachen  Poo  positiv,  wahrend 
sie  bei  anderen  fast  unelektrisch  erscheinen. 

Die  Netze  dieser  Zwillingskry stalle  sind  so  gezeichnet,  dass  sie 
in  der  Fig.  XV  bis  XVIII  mit  L  bezeichneten  Seitenkante  aufge- 
schnitten erscheinen.  Behufs  leichterer  Orientirung  sind  die  Kanten 
mit  denselben  Buchstaben  wie  in  den  bezüglichen  Querschnitten  ver- 
sehen. 

Krystall  Nr.   13   (Fig.  XXI). 

Fig.  XXI  stellt  das  Netz  des  Krystalles  Nr.  13  in  natürlicher 
Grösse  dar.  Sein  Querschnitt  gleicht  dem  Fig.  XV  abgebildeten. 
Die  Zwillingskante  D  wurde  bei  specieller  Untersuchung  in  ihrer 
oberen  Halfle  unelektrisch,  in  ihrer  unteren  sehr  schwach  negativ 
gefunden. 

Krystall  Nr.   U   (Fig.  XXII). 
Der  Fig.  XXII  in  natürlicher  Grösse  dargestellte  Krystall  besitzt 


*)  Bei  den  durchwachsenen  Zwillingen,  so  wie  bei  den  Drillingen  und  noch  mehr 
zasammengesetzten  Krystallcn  erscheint  diese  Zwiilingskante  sogar  meistens  negativ. 


QMrMThnitl  Fig.  XV.    Die  beiden  i%Ghea  OL  «tod  LE 

*:ombinaliouoa  der  Flaolffiii  mPbb  Ädl  stoUSN« 

iakige    dessen   die  Kcke    des  SryaMttmuA  'Am 

zuuimmt.     Die  ZwiUiogsitaDte  bei;fi:«>8A'  ribbini 

Pnihinj;  üimo  elekli'ischc  Spamiuiig,  Q«r  «a  ttllerätt  fiode 

negativ. 


Kryslall  Nr.  15  {Flg.  XXTn).; 


Vui'b  ilit'ser  Fi^.  XXIll  in  natOrlicher  Grösse  abgchildelc  Kryslatl 
biNibt  iKm  Querschnitt  Fig.  XV,  onr  zeigt  sich  äcbon  auf  der  rechteo 
Stfiti.''  >oii  I)  eine  itusseisl  Bchmale  FISGfae  P'  Q"  [Fig.  XVIII) ;  tndfs;^ 
«Ki-tH<int  dit>  Zwillingskante  D  noch  uneloktriscli.  Üer  Krystall  ist  am 
iJwmi  Kade  sehr  ToUkommeD  ausgebildet  und  rein;  nai-h  dem  un- 
IHQH  Ende  hm  wird  die  Hasse  etwas  unreiner. 

Kryslall  Nr.  16  (Fig.  XXIV).  ,    _ 

Den  QuerscbniU  des  Krystalles  Nr.  f6  stullt  Fi^-  XV1I1  dar. 
Dt  w  dieieBi  Zwülifie^  in  FQ'  eine  Flttcbe  ouPno  des  linken  In- 
dividuums an  der  Obertttehe  «wbetnt,  so  inuss  auf  ilir  Degaiüti 
Blektmitat  1 


trystall  Nr.  47'(Fig.  XV).    _  ■'  ..■-i^J.",. 

Der  Kryslall  Nr.  17  ist  sehr  rein  und  durchsichtig,  uod  zeigt 
im  Wesentlichen  den  Querschnitt  Fig.  XVII;  es  liegt  also  die  Flache 
P'  Q*  links  von  P'.  Infolge  eingeschobener  Lamellen,  welche  gerade 
durch  die  Zusammen fttgungslltiche  gehen,  tritt  aber  auch  rechts  von 
P'  eine  sehr  schmale  Flache  F  Q"  (Fig.  XVIII]  auf.  Diese  Bildung 
hat  zur  Folge,  dass  auf  beiden  Seiten  von  P*  {Fig.  XXV)  n^ative 
Elektricitäl  erscheint,  sich  aber  stärker  nach  links  als  nach  rechts 
ausbreitet.  Auf  den  Flachen  GL  und  LK  nehmen  die  elektrischen 
Spannungen  in  der  Nahe  der  Kante  L  ab. 

Krystall  Nr.   18   (Fig.  XXVI). 
Der    dem   Freiberger   Museum   gehörige,   Fig.  XXVI   in  halber 
Grösse    dargestellte    Krystall    hat  den   Querschnitt  Fig.   XVH.      Die 
Flache  F  Q'  ist  breiter  als  bei  den  vorhergehenden  Zwillingen.     So- 
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wolil  das  rechte  als  das  linke  Individuum  zeigt  eingeschobene  La- 
mellen, die  sich  auch  auf  den  verticalen  Seitenflächen  von  oben  bis 
unlen  hin  verfolgen  lassen.  Auch  bei  ihm  nimmt  die  negative  elek- 
Irische  Spannung  auf  den  Flächen  GL  und  LK  nach  L  hin  ab. 

Krystall  Nr.   19   (Fig.  XXVII). 

Der  Fig.  XXVII  in  seinem  Netze  in  halber  Grösse  gezeichnete 
Krystall  gehört  ebenfalls  der  Freiberger  Sammlung.  In  der  oberen 
Hälfte  gleicht  sein  Querschnitt  der  Fig.  XVI,  in  der  unteren  aber 
der  Fig.  XVII;  doch  zeigen  die  Flächen  in  dem  einspringenden  Win- 
kel N  (Fig.  XVI)  eine  mangelhafte  Ausbildung.  Auf  den  Flächen 
GL  und  LK  nimmt  die  negative  Spannung  nach  L  hin  ab.  Die 
Flilchen  Poo   sind  positiv. 

Krystall  Nr.  20   (Fig.  XXVIII  u.  XXIX). 

Der  Krystall   Nr.  20    (Fig.  XXVllI  a   und  b)    ist  gleichfalls  der 
Freiberger   Sammlung  entliehen.      Sein  Querschnitt  gleicht  Fig.  XVI, 
nur  ist  der  einspringende  Winkel  N  sehr  tief,  wie  ihn  Fig.  XXVIII  b. 
tlarslollt.     Es  sind  also  die  beiden  Individuen,  von  denen  das  linke 
breiler  ist  als  das  rechte,  nur   dünne  Platten;    die   eine  Fläche  oo  P 
am  rechten  Individuum  PK   fehlt  fast  ganz,    und   die   entsprechende 
Fläche  ooP  am  linken  Individuum  AM  ist  sehr  schmal;   beide  Indi- 
viduen gleichen  also  den  Krystallen  Nr.  1 1    und  1 2  und  zeigen  daher 
auch  wie  Nr.   12  auf  den  neben  M  und  P  gelegenen  Flächen  ooPoo 
nicht  negative,  sondern  positive  Polarität.     Die  auf  den  Flächen  MN 
und  NP  beobachteten,  im  Verhältniss  zu  den  auf  den  anderen  Flächen 
gemessenen  Werthen  sehr   beträchtlichen   positiven  Spannungen   ver- 
danken wohl   ihre  Stärke   dem  Umstände,   dass  beide   in   dem    ein- 
springenden Winkel   liegenden   positiven  Flächen   ooPoo    vereint  auf 
den  genäherten,  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  Verbin- 
dung stehenden  Draht  vertheilend  einwirken.     Die  Flächen  Poo  sind 
positiv. 


■rr" 


a)    Krystaiiformen. 

Nicht  ganz  selten  kommt  der  Fall  vor,  dass  sich  zwei  einfache 
/«willingts  wie  sie  zuvor  beschrieben  wurden,  mit  den  Flachen  oo  Pc» 
m  olnom  Doppelzwillinge  zusammen  legen  (Fig.  XXIX  und  XXX). 
Dabei  dehnen  sich  gewöhnlich  auf  der  einen  Seite  die  Flachen  K£ 
und  K'  B'  so  weit  aus,  dass  sie  eine  einzige  Ebene  bilden,  und  da- 
dur(*h  den  zwischen  ihnen  liegenden  einspringenden  Winkel  EPK' 
verschwinden  lassen;  auf  der  anderen  Seite  bleibt  der  einspringende 
Winkel  AMC.  Hat  der  Querschnitt  des  vordem  Zwillingskry Stalles 
die  Gestalt  Fig.  XV,  so  zeigt  der  Doppelzwilling  auf  seinen  Seiten- 
llüchen  nur  einen  einspringenden  Winkel  AMC,  welcher  nicht  der 
Bildung  des  einfachen  Zwillings,  sondern  der  Bildung  des  Doppel- 
zwillings seine  Entstehung  verdankt.  Besitzt  der  vordere  Zwilling 
die  Gestalt  Fig.  XVII,  so  erscheint  auf  der  Fläche  A*^?'  noch  eine 
Kinknickung  A'  Q'  P'  (Fig.  XXX).  Bei  Bruchstücken,  d^nen  das  obere 
ausgebildete  Ende,  auf  welchem  sonst  die  Bildung  eines  Doppelzwil- 
lings sogleich  sichtbar  ist,  fehlt»  lässt  sich  die  Zusammensetzung  noch 
sehr  leicht  aus  der  Form  des  Querschnittes  und  der  Grösse  der 
Kantenwinkel  erkennen. 

Wenn  der  Winkel  AMG'  auf  der  zweiten  Seite  ebenfalls  über- 
wächst und  zugleich  am  oberen  Ende  die  Rinne  zwischen  beiden 
Zwillingen  sich  ausfüllt,  so  geht  der  Doppelzwilling  in  einen  gewöhn- 
lichen Zwilling  über.  Man  kann  daher  auch  den  Doppelzwilling  als 
einen  an  gewissen  Stellen  in  der  vollkommenen  Ausbildung  zurück- 
gebliebenen gewöhnlichen  Zwilling  betrachten. 

ß)    Thcrmoelektrisches  Verhalten. 

Wie  oben  schon  bemerkt,  verwachsen  bei  den  Doppelzwillingen 
auf  der  einen  Seite  die  Flächen  KE  und  K'  E'  (Fig.  XXX)  mehr  oder 
weniger  in  eine  einzige  Fläche;  auf  der  anderen  gegenüberliegenden 
Seite  bleibt  dagegen  der  einspringende  Winkel  AMC  fortbestehen. 
In  diesem  einspringenden  Winkel  treten  nun  Theile  der  Fläche 
coPoo  an  die  Überfläche,  während  dieselben  auf  der  ersten  Seite 
durch    die  Erweiterung   der  Flächen   ooP  (KE   und  K' E'j   überdeckt 
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sind.  Es  miiss  also  in  dem  einspringenden  Winkel  AMG'  und  in 
seiner  Nähe  negative  Polarität  sich  zeigen.  Auf  der  ersten  Seite 
wird  aber  bei  vollkommener  Ueberwachsung  (Fig.  XXX)  die  Intensität 
der  positiven  Spannung  von  der  Seitenkante  E'  aus  nach  beiden  Seiten 
hin  regelmässig  abnehmen  (KrystallNr.  22);  ist  jedoch  die  Spalte  noch 
nicht  vollständig  geschlossen,  so  wird  auf  der  Fläche  E'  K  die  posi- 
tive Spannung  von  E'  bis  gegen  die  Spalte  hin  erst  ab-,  und  dann 
jenseits  der  Spalte  wieder  zunehmen. 

Krystall  Nr.  21   (Fig.  XXXI). 

Der  Fig.  XXXI  in  seinem  Netze  dargestellte  Krystall  gehört  der 
Freiberger  Sammlung ;  die  Form  seines  Querschnittes  gibt  Fig.  XXX, 
jedoch  ist  der  einspringende  Winkel  K'PE  (Fig.  XXIX)  nicht  voll- 
ständig überwachsen.  Links  neben  P'  tritt  ein  Stück  P'  Q'  der 
Fläche  ooPoo  auf.  Es  müssen  also  auf  diesem  Krystalle  negative 
Zonen  liegen  auf  den  Flächen  LK  und  GL,  auf  P'  Q'  und  auf  G'  M. 
Die  Flächen  P  oo  sind  positiv. 

Krystall  Nr.  22  (Fig.  XXXII). 

Der   Krystall  Nr.   22    (Fig.  XXXII)    ist   an   beiden  Enden  ver- 
brochen;   am    oberen    zeigt    er   nur    noch    geringe    Reste    einzelner 
Flächen  Poo,  nach  unten  hin  wird  seine  Masse  unrein  und  undurch- 
sichtig.    Der  einspringende  Winkel  K'PE  (Fig.  XXIX)  ist  vollkommen 
überwachsen;   links   neben  P'  findet   sich   gleichfalls  ein  Stück  P' Q^ 
der  Fläche   ooPoo,  so  dass  Fig.  XXX  seinen  Querschnitt  am  oberen 
Ende    vollkommen    darstellt.      Nach    unten    zu   verwächst    auch   der 
Winkel  AMG'  etwas  mehr. 


B,    Durchwachsungs-ZvinlUiye. 

a.    Krystallform. 

Die  Durchwachsungszwillinge  (ebenso  die  Drillinge  und  noch 
mehrfach  zusammengesetzten  Krystalle)  zeigen  meistens  eine  andere 
Constitution  als  die  zuvor  beschriebenen  Horschenzer  Krystalle:  wäh- 
rend letztere  als  eine   einzige   dichte  Masse   erscheinen,   stellen   sich 


die  Zwillinge  mit  Durchwacbsuiigen  gewöhnlich  als  ein  Aggregs^  f 
zahlreicher  dünnerer  oder  dickerer,  mehr  oder  weniger  dicht  ms  t 
einander  verwachsener,  der  Hauptaxe  paralleler  Stengel  oder  Fasei 
dar.  Diese  einzelnen  Krystall fasern  bestehen  ebenso  wie  die  ein. 
fachen  Krystalle  von  Horschenz  aus  verticalen  Süulen  mit  dei 
Flächen  ooP  und  ooPoo,  deren  Enden  durch  Brachydomen  zug^ — 
schärft,  sind.  Da  sie  meistens  gleiche  Länge  besitzen,  so  bilden  sii 
mit  ihren  Köpfen  zwei  gegen  die  Axe  senkrechte  Flächen  0  P,  dii 
entweder  bei  vollkommener  Verwachsung  eben  und  ziemlich  glänzeni 
sind,  oder  durch  ihre  Verliefungen  noch  deutlich  die  Köpfe  der  eii 
zelnen  Fasern  unterscheiden  lassen.  In  den  selteneren  Fällen,  w- 
die  Anzahl  der  den  zusammengesetzten  Krystall  bildenden  Individue  -m\ 
eine  nur  geringe  ist,  treten  die  Enden  derselben  als  eben  so  vieB  e 
Schneiden  auf. 

Das  innere  Gefüge  der  Aragonite  nach  gewissen  Richtungen  i^s( 
in  ausgezeichneter  Weise  von  Leydolt  mittelst  der  durch  Anätzen n 
der  natürlichen  und  der  künstlich  angeschliflenen  Flächen  in  ver- 
dünnter Essig-  oder  Salzsäure  erzeugten  Figuren  studirt  und  durc^li 
Zeichnungen  erläutert  worden;  ■)  diese  Untersuchungen  zeigen,  das» 
der  innere  Bau  der  Aragonitkrystalle  oft  ein  sehr  complicirter  is*? 
und  dass  die  äussere  Begrenzung  durchaus  nicht  hinreicht,  um  tli<^ 
innere  Zusammensetzung  bis  auf  die  kleinsten  eingelagerten  Mass^^ 
zu  erkennen.  Die  Zusammensetzung  ändert  sich  auch  häufig  inn^^^' 
halb  desselben  Krystalles  von  einem  Querschnitte  zum  anderen. 

Für  die  vorliegende  Untersuchung  der  thormoolektrischen  Kig^^' 
Schäften  der  Aragonite  wird  eine  K(»nntniss  der  wesentlichen  Stück^' 
aus   welchen   die    Krystalle    bestellen,    und    namenllich   der    an    d^^*^ 
Oberdächc  liegenden,  genügen;    ich    werde  mich    daher   auf  die  A^^' 
gäbe  der    aus    den    äusseren  Bogrenzung(Mi    erkennbaren    Theile    l>^' 
schränken   können,    wozu    in    den    allennoislon    Fällen   der    Uinstat^* 
dass  ein  Zerschneiden    und  Anätzen    der  geliehenen    ausgezeichn(*t^*" 
Krystalle  nicht  möglich  war,  auch  noch  gebieterisch  zwingt. 

Die  Angabe  und  Stellung  der  einzehien  Individuen,  aus  den^^'^ 
nach  der  Beschaffenheit  der  äusseren  Hächen  ein  Araffonilkrvst**" 
besteht,  lässt  sich   in  einfacher  und    übersichtlicher  Weise    durch   i*'^ 


*)  Silzuufisbprirhlo  der  nialh.  nalurw.  Cl.i^so  der  WionorAkad.  1856  Bd.  <9  SJ^'- 
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schon  von  Hauy  gewählte  Zusammenstellung  der  rhombischen  Quer- 
schnitte der  einzelnen  Individuen  zu  einem  geschlossenen  Ringe  geben. 
I4ch  werde  dieselbe  daher  Überall  anwenden,  bemerke  aber  ausdrück- 
lich, dass  dieselbe  keine  Andeutung  über  die  Bildung  der  Krystalle 
uiid  die  Ausfüllung  der  inneren  leer  gelassenen  Rüume  liefern  soll. 
H  au y's  Versuche,  die  innere  Structur  zu  erklären,  entsprechen  durch- 
3. US  nicht  dem  wahren  Vorgänge,  der  schon  naturgemässer  durch 
die  nachstehende  Auffassung  Leydolt's  dargestellt  wird. 

Zwei  seitlich  von  den  flächen   ooP  und    ooPoo   begrenzte  Kry- 
stalle A  und  B  (Fig.  XXXIII)  legen  sich  mit  zwei  Flächen  oo  P  nach 
der  Linie  zß  zu  einem  Zwillingö  zusammen ;  beide  wachsen  über  die 
Zvsammensetzungsfläche  hinaus  und  bilden  die  Theile  A'  und  B',  die 
sich  ebenso  wie  A  und  B  in  der  richtigen  Zwillingsstellung  befinden. 
Die  zwischen  A  und  B  einerseits,  und  zwischen  A'  und  B'  anderseits 
Übenden  Räume   werden  durch  ein  gleichmässiges  Fortwachsen  der 
Krjstalle  wie  bei  den  Horschenzer  Zwillingen  ausgefüllt,  so  dass  bei 
y  uttd  y'  Winkel  von  128®  entstehen;    die  Zusammensetzungsflächen 
zy  und  zy'  sind  eben.     Ausserdem  erweitern  sich  die  Krystalle  aber 
auch  in  den  zwischen  A  und  B',  so  wie  A'  und  B  gelegenen  Raum 
hiaein,  erzeugen  hier  aber  keine  ebene  Zusammensetzungsfläche;   es 
erfolgt  vielmehr,   weil   sich    hier    die   Krystalltheilchen  nicht  in    der 
eigenlliclien  Zwillingsstellung  befinden,  ein  fortwährendes  Ineinander- 
greifen der  Theile  des  einen  Individuums  in  die  des  anderen,  so  dass 
io  dem  Räume  zwischen  A  und  B',  so  wie  zwischen  A'  und  B  eine 
Art  kammförmiger  Naht  zx,  zx    entsteht.     Diese   Naht  ist   auf  der 
äasseren  Fläche  stet«  erkennbar,  erscheint   sogar  öfter   als  eine  von 
kleinen  daselbst  auftretenden  Flächen   ooj^oo   gebildete  Rinne.      Auf 
den  Seitenflächen  geht  sie  nicht   immer  geradlinig  parallel  mit  den 
Kanten,  sondern  verläuft  je  nach  der  grösseren  Ausdehnung  des  einen 
oder  anderen  Krystalles  mehr  oder  weniger  unregelmässig. 

Fig.  XXXIV  stellt  die  nach  der  Aetzung  für  einen  solchen  durch- 
wachsenen Molinaer  Zwilling  von  Leydolt  gegebene  Zusammen- 
setzung dar;  die  Theile  der  einzelnen  Individuen  sind  durch  die 
eingeschriebenen  Buchstaben  A  und  B  kenntlich  gemacht.  Während 
die  Berübnmgsflächen  zwischen  A  und  B,  und  ebenso  zwischen  A' 
und  B'  eben  sind,  greifen  die  Stücke  A  und  B',  so  wie  B  und  A*^ 
mit  kammförmiä;en  Nähten  in  einander. 
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Indcss  iüt  wahrscheinlich  die  Zusanimen^etziing  wenn  nicht  l 
so  doch  einer  giüsseren  Anzahl  dieser  Zwillinge  noch  complicir 
als  die  LeydoU'sche  Darstellung  annimml.  Wenn  man 
Drillinge  oder  Vierlinge  in  einer  mit  der  llaiiplaxe  parallelen  Ein 
durchschneidet,  so  findet  man,  wie  schon  Senarmont")  beobad 
hat,  auf  den  SchnittHüchen  eigen thilniliche  Zeichnungen ,  wie 
solche  auf  Taf.  III  Fig.  I.XXV  nach  einem  dem  FieÜwrger  Mnseum  | 
hörigen  Kryslalle  abgebildet  habe;  es  gehen  von  der  Mitte  dos 
Stalles  Fasern  nach  der  obereu  und  der  unteren  Endllüche,  aber  8 
nach  den  Seilenilächen.  Ein  durchschnillener  Zwilling  stand 
nicht  zu  Gebote;  indess  macht  es  mir  der  Krystall  Nr.  XXXVill, 
gerade  in  der  Mitte  von  zwei  fast  senkrecht  gegen  die  Hauptase 
stehenden  kleinen  Krjslallen  durchwachsen  ist,  sehr  wahrscheinlich, 
dass  eine  ähnliche  Struclur,  wie  sie  in  Fig.  LXXV  fdr  einen  Drilling 
gezeichnet  wurde,  auch  bei  den  Zwillingen  vorkommt. 

Nach  der  Weise,  wie  im  Folgenden  die  Zusaiiimenselziing  der 
vielfachen  Krystalle  dargestellt  werden  soll,  gib!  Fig.  XXXV  den  Quer- 
schnitt eines  ilurchwachscuen  Zwillings.  Ntditc  finden  sieb  l»ei  L 
und  K. 

Bei  Durch wachsungszwillingen  und  ebenso  bei  den  Drillingon 
Vierlingen  ii.  s.  w.  kommt  olt  ein  Stück  eines  Krystallcs  zu  dem 
Stücke  eines  andern,  der  mit  ihm  in  ZwilÜngsstelhing  steht,  in  eine 
solche  Lage  (wie  z.  B.  in  Fig.  XXXV  A'  zu  B),  dass  die  Fliiclieii 
oo  P  (EK  und  KF},  welche  der  Zwillingsfiüche  parallel  sind,  in  eine 
Ebene  fallen.  Man  erhall  diese  Lage,  wenn  man  das  Stück  A  pa- 
rallel mit  sicli  nach  A'  vei-schieht.  Um  diese  gegenseitige  Stellung 
;A'  zu  fi  oder  B'  zu  Ä)  von  zwei  KrystallstUcken,  die  sich  zu  ein- 
ander in  ZwillingsstelUing  befinden,  kurz  bezeichnen  zu  können,  wer*lc 
ich  sie  die  parallel  verschobene  Zwillingsstellung  nennen,  wahrend 
die  Stellung  A  zu  B  oder  A'  zu  B'  die  eigentliche  Zwillingsstellung 
heissen  mag.  Wo  zwei  in  parallel  verschobener  Zwillingsstellung 
stehende  KryslallstUcke  aneinander  stossen,  ist  auf  der  Oberflaehe 
stets  eine  Naiit  sichtbar,  die  sich  kammfürniig  ins  Innere  fort.-jplzl, 
Dagegen  erscheinen  die  Flachen  wie  HG  uad  GF,  oder  Cü  und  UK, 
welche  zwei  Stücken  angehören,  die  sich  in  der  eigentlichen  ZwiHings- 
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slellung  befinden   und    einen  Winkel  von   128^   einschliessen ,    ohne 
Naht,  glatt  und  glänzend. 

Ich  erwähnte  schon  oben,  dass  die  Ausbildung  in  den  verschie- 
denen Querschnitten   der    zusammengesetzten    Krystalle    sich    etwas 
ändert.      So    sind    bei    den  Durchwachsungszwillingen    (Fig.   XXXV) 
sehr  oft  die  Flachen  HG,  GF,  CD  und  DE  nur  in  der  Mitte  vollkom- 
men glatt  und  eben  ausgebildet,  während  an  dem  unteren  und  oberen 
Ende  der  Kanten  G  und  D  noch  die  einzelnen  den  Krystall  bilden- 
den Fasern  sichtbar  bleiben. 

Die  Netze  der  vier   im   Nachfolgenden   beschriebenen   Krystalle 
sind  in  einer  der  Zwillingskanten  G  aufgeschnitten  gezeichnet. 

b.    Thermoelektrisches  Verhalten. 
Die  elektrischen  Vorgänge  auf  den  durchwachsenen  Zwillingen 

9 

lassen  sich  aus  der  eben  beschriebenen  Zusammensetzung  mit  Rück- 
sicht auf  die  bei  den  einfachen  Krystallen  gemachten  Beobachtungen 
leicht  herleiten.  In  den  vier  Seitenkanten  C,  E,  F  und  H  (Fig.  XXXV) 
'iegen  die  Endpunkte  der  Brachydiagonale ,  an  welchen  auf  den 
einfachen  Krystallen  die  positive  Polarität  auftritt;  dieselbe  wird  also 
aoch  bei  den  vorliegenden  Zwillingen  auf  diesen  Kanten  und  den 
benachbarten  Flachenstücken  erscheinen. 

Bei  den  Horschenzer  Zwillingen  mit  dem  Querschnitte  Fig.  XV 
^igte  die  Kante  D  entweder  keine  oder  eine  sehr  schwache  nega- 
tive Spannung.  Bei  dem  Durchwachsungs-Zwillingskryslall  Nr.  23 
(Rg-  XXXVI)  erscheinen  die  entsprechenden  Kanten  D  und  G  eben- 
falls nicht  elektrisch;  dagegen  tritt  bei  den  drei  folgenden  Krystallen 
J^r-  24,  25.  und  26  auf  diesen  Kanten  die  negative  Polarität  auf, 
ottd  zwar  um  so  stärker  und  um  so  mehr  über  die  anliegenden 
Flächenstttcke  sich  ausdehnend,  je  länger  (oder  höher)  die  Krystalle 
im  Verhältnisse  zu  ihrer  Dicke  sind. 

Bei  den  nachstehend  beschriebenen  vier  Krystallen  verhält  sich 
die  Höhe  zur  Dicke  (letztere  gemessen  als  Abstand  der  beiden  ein- 
ander gegenüberliegenden  Kanten  D  und  G)  der  Reihe  nach  wie 
1  .1,19;  1  :  0,629;  1  :  0,345;  1  :  0,144;  und  in  derselben  Reihen- 
folge nehmen,  wie  die  Zeichnungen  XXXVI  bis  XXXIX  nachweisen, 
die  negativen  Zonen  an  Ausdehnung;  auf  den  Seitonflächen  zu. 

AbUndl.  d.  K.  ä.  UeBelUcli.  d.  WisFenech.  XV.  i' 
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In  gleicUer  Weise  vi'ilialli'ii  sicli  juich  rlii*  bei  L  und  K  (Fig. 
XXXV)  iR'limlliclK'ii  Niilil.-;  «iUireiul  sie  hei  Kryslall  Nr.  2:)  (Fig. 
XWVI)  iint'lektriseli  oder  sdbsl  nocii  sclivvaeli  positiv  sind,  irill  auf 
ilmtiti  hoi  dt!n  drei  tit^oiulrn  KijKlallttn  Nr.  2i.  ä.'i  und  äü  immer 
stärkere  und  iiucgodeltnliiri'  iiefj;jilive  Pularilill  auf. 

»Die  Kmltlüchen  0  P  sind  slets  mehr  oilei-  weniger  stark  nenalii. 
Einer  der  Griliido  für  die  mit  der  Höhe  der.  Krysliillc  /iim-li- 
mende  Aiisliieihmt;  dci'  m'-f,'ativen  Polariliit  auf  den  St'i(enfllttht!n 
liegt  in  lietii  Unislnnde.  diis.s  wenn  dii'  SoitwillSelten  in  ilircr  ge- 
KainnileQ  Krstreckung  positiv  wühmi,  die  ne^iative  lilektricitiH  aul  den 
beiden  Eudfiücben  allein  den  positiven  Spunniingon  auf  den  langge- 
slreekten  Seiten üilcben  das  (ilei(^lif,'ewirlit  niclit  wünb'  liaitcn  kdnneo; 
es  mdssen  daher  die  negativen  Zonen  an  den  Kaulen  I)  und  fi  iimi 
an  den  Nillitt-n  1.  und  K  nni  so  mebr  Iiervorlrelen.  je  lungt-r  (üi* 
Kiyslalle  im  Vi-rliültnisse  zu   ibier  Oicki?  werden. 

Als  Itevveis  t'llr  dii'  llJeliligkeif  dci'  vorsiebenden  Annabnie  kann 
aucli  der  Umstand  ibenen,  da.^s,  williiend  bei  kurzen  (oder  iiiäaij; 
holmn)  Kristallen  die  powiliven  Zoi  en  auf  den  Seiten nücdien  si('li  liis 
/.um  obeien  und  unteren  Hände  erstrecken,  bei  dem  scbr  hohen 
Zvvilliugskryt4alle  Nr.  äß  und  cbt^ngo  bui  dem  vveiterbio  bosubrielK- 
tien  selir  lioben  Drillingskrysliille  Ni'.  :)8.  sieh  die  nei^'alive  Kii'k- 
trieiUtl  der  beiden  KndlliKben  I»  P  ain-h  noeli  (liier  die  benaeliharli'U 
Stucke  der  SeitenlUlehen  misbreilel. 

Indess  beding:;!  <lie  im  Veiiiiillnisse  zni' Dirke  grfisseie  Höbe  nidil 
allein  das.  Autlrei«D  der  n^ativen  Polarität  auf  den  ZwilUQgskaateu 
undNäbt^a;  es  >vcrdeB  ia  dem  folgenden  Abschnitte  untor,  <^^  vi^ 
fachen  Krysl^Uen  einige  vorkommea,  bei  denen  trot^  iltrer  gering«) 
Hohe  doch  ^uf  den  Zwillingskanten  negative  Elektriqitfl^  ers^beinl; 
es  \yird,  also  die  inoeie  Structur  für  die  ucgative  Beschafleqh^jt  äsr. 
Zwillingsk^qlcn  und  der  Nähte  auf  den  Seitenflächen  e|i|enEal)s  yt^ 
Bedeutung  sein. 

Krystall  Nr.  23  (Fig.  XXXVI).^     -    ■ 

Der  kleine,  jedenfalls  voif  Molina  stammende  KrysipU  ist.fprblog 
und  zieiplich  durchsichtig.  Seine  Hübe  betrSgl  6,1  Mm.,  sejffQ  Dicke 
(gemessen    in   der   Richtung  vpn  ü  zu  G)    7,2  Mp)-,     D^    S^n^n  D 


51}  Elektrische  Untersuchungen.  393 

und  G  und  die  Naht  K  aur  der  Flache  2  zeigen  sich  unelektrisch, 
während  an  der  anderen  Naht  L  auf  der  Fläche  5  noch  eine  sehr 
i«;hwache  positive  Spannung  wahrnehmbar  ist. 

Krystall  Nr.  24   (Fig.  XXXVII). 

Der  mit  röthlichem  Eisenthon  iraprlignirte  Krystall  stammt  eben- 
alls  von  Molina.  Seine  Höhe  misst  19,4  Mm.,  seine  Dicke  12,2  Mm. 
)ie  Zwillingskanten  D  und  G  sind  bis  auf  geringe  Strecken  am 
oberen  und  unteren  Ende  gut  ausgebildet  (d.  h.  von  glatten  ebenen 
'lachen  umgeben).  Sowohl  die  beiden  Zwillingskanten  D  und  G, 
ils  auch  die  beiden  Nahte  auf  den  Flachen  2  und  5  sind  negativ, 
lie  letzteren  aber,  namentlich  die  auf  der  Flache  2  fast  am  Rande 
legende  Naht,  nur  sehr  schwach. 

Krystall  Nr.  25   (Fig.  XXXVIII). 

Der  ebenfalls  aus  Aragonicn  stammende  Krystall  Nr.  25  gehört 
lern  Werner-Museum  in  Freiberg;  die  hie  und  da  in  die  klare  Masse 
zugeschlossenen  Thonlheilchen  sind  von  graulicher  Farbe.  In  seiner 
rtille  ist  auf  der  Fläche  2  ein  etwas  grösserei*  und  ein  etwas  klei- 
lerer  Aragonitkrystall  fast  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  durch  ihn 
lindurchgewachsen.  Auch  aus  der  Mitte  der  Flache  5  ragt  ein  klei- 
nerer Krystall,  der  vielleicht  eine  Verlängerung  eines  der  beiden  zuvor 
genannten  Krystalle  ist,  hervor;  oberhalb  desselben  ßndet  sich  eine 
Grube,  aus  welcher  ein  etwas  dickerer  Krystall  herausgebrochen  ist. 

Die  Höhe  des  Krystalles  Nr.  25  betragt  32,5  Mm.,  die  Dicke 
fl,2  Mm. 

Die  Zwillingskanten  D  und  G  sind  negativ,  und  die  von  ihnen 
usgehenden  negativen  Zonen  haben  auf  den  Flachen  oo  P  eine  grös- 
3re  Ausdehnung  gewonnen  als  bei  dem  vorhergehenden  Krystalle. 
ie  Nahte  auf  den  Flachen  2  und  5  sind  schwach  negativ. 

Krystall  Nr.  26  (Fig.  XXXIX). 

Der  gleichfalls  dem  Werner-Museum  in  Freiberg  gehörige  Kry- 
gill  Nr.  26  ist  an  den  Zwillingskanten  D  und  G  etwas  unvollkommen 
isgebildet;    die    ihm   anhaftenden   dünnen  Thonschichten    sind    von 


rolbbraooer   Fariie.      Die   Il0li<>   des  Kr\»lalle8  missl   G7,d  Mm.,  die 
Ukkc  10,7  Mia 

Die  oi-gali^cn  ZtiOL-o  iler  Kanten  D  uml  C  zeigen  bfi  iliL-!«ni 
Knstallu  eine  tux'h  grAsst-rc  AusJrhnung.  als  bi'i  dem  vorliergelicn- 
ilim.  Die  Nslile  sinil  lujU'ii^  »lark  negativ.  Von  tien  Endflüchen 
bmilet  iiich  liie  n^alive  Zone  auch  Über  (Üe  bcnaclilinrleii  Theik' 
der  ScilcaOac^n  ans. 


j 
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in.    Bri]liM«c,  Tirriiag»  mmi  PöBfliigc. 

Die   Drillinge    und    ettenso  die    Vier-  und    Fiinflinge    entsiefij 
ilnrcli  eine  wiedcHiolle  Zwillingsbildung  nach  ilem  ölten  S.  381  an- 
j^cgebenen  Gesetze. 

a.     Krysialirornien. 

A.     Drillhtge. 

\.     Drillinge    zui    nur  aneinandergelegten    Individuen. 

Ein  solcher  Drilling  entstehl,  wenn  sich  an  zwei  benachl)arle 
Flächen  oo  I'  eines  Kryslalles  zwei  andere  Kryslalle  in  Zwillingsslfil- 
lung  anlegen.')  Es  können  mm  jene  licidcn  Flächen  4len  spitzen 
od<!r  den  stumpfen  Winkel  des  rhombischen  Querüchnitttw  einschliessen. 

Liegen  die  beiden  Flächen  um  den  s]iiUün  Winkel,  so  sicitl 
Fig.  XI,  die  Anordnung  dar;  Ireli-n  noch  Juif  beiden  Seiten  die  Flilclien 
oo  ('  CO  hinzu,  so  entstellt  der  in  der  Figur  mit  ausgezogenen  Linien 
gezeichnete  Querschnitt.  Schrauf  hat  einen  solchen  Drilling  von 
Horschenz  abgebildel;"*)  mir  selbst  stand  keiner  zur  Verfügung,  i" 
seinem  tbermoelektrischen  Vei-hallen  wird  sich  ein  solcher  DrilliDg 
sehr  wahrscheinlich    an    den    unter   Nr.  20    beschriebenen    Zwilling 


*)  Der  Fall,  wo  das  Anlegen  an  zwei  parallele  Fliehen  statt  hat,  ist  schon  oben 
crwähnl  und  wird  nichl  als  Drillingsbtidung  bezeichnet. 

**J  Silzungsbericble  der  Wiener  Akademie,  malh'.-nalurw.  Klasse.  Bd.  LXIl 
S.  73  ;  Tar.  IV.  Fig.  34.  Scbrauf  bat  den  Kryslall  an  beiden  Baden  ausgebildet 
dargestellt;  wahrscheinlich  ist  derselbe  aber  nur  an  dem  einen  Ende  vollkommen 
iiDsgebildet  gewesen.  Solllen  beide  Bnilen  ausgebildet  sein,  so  würde  die  Ihenuo- 
i-leklrische  Untersuchung  von  grossem  Interesse  sein,  indem  mir  bis  jetzt  kein  an 
beiden  Enden  ausgebildeter  Krystall  von  Horschenz  bekannt  geworden  isL 
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Wenn  dagegen  die  beiden  Flächen,  an  welche  sich  die  beiden 
ideren  Krystalle  anlegen,  den  stumpfen  Winkel  einschliessen,  so 
itsleht  der  Fig.  XLI  gezeichnete  Querschnitt.  Da  der  stumpfe 
inkel  des  Rhombus  nur  116®  10'  betrögt,  so  können  die  drei  Kry- 
alle  den  Raum  um  den  oberen  Eckpunkt  nicht  vollständig  schliessen; 
e  Summe  der  daselbst  zusammenstossenden  Winkel  betrilgt  nur 
18^30',  so  dass  also  zwischen  B  und  C  ein  leerer  Sector  von  11® 
3'  (in  runder  Angabe  12®)   übrig  bleibt. 

Es  ist  mir  nicht  wahrscheinlich,  dass  ein  solcher  Drilling  mit 
fener  Spalte  zwischen  B  und  C  vorkommt;  bei  den  von  mir  beob- 
?hteten  Krystallen  wird  jene  Spalte  entweder  mittelst  Durchwach- 
jng  von  A  oder  durch  Einschiebung  eines  vierten  zu  B  oder  C  in 
willingsstellung  Hetindlichen  Individuums  geschlossen,  wie  beim  Kry- 
lalle  Nr.  27. 

B.    Drillinge  mit  Durchwachsungen, 

Die  verschiedenen  Drillingsformen,  welche  bei  ringsum  geschlos- 
^oer,  ungefähr  kreisförmiger  Gestalt  überhaupt  möglich  sind,  lassen 
ch  leicht  herleiten,  wenn  man  von  den  beiden  Formen  ausgeht,  in 
eichen  alle  drei  Krystalle  A,  B  und  C  durchgewachsen  sind. 

Solcher  Formen  existiren  zwei  (Fig.  XLII  u.  XLllI),  je  nachdem  sich 
I  das  Individuum  A  die  benachbarten  B  und  C  in  der  eigentlichen 
ler  in  der  parallel  verschobenen  Zwillingsstellung  angelegt  haben. 
is  eine  Individuum  A  spielt  nämlich  eine  etwas  andere  Rollo  als 
e  beiden  anderen  B  und  C  und  bildet  gewissermassen  den  Grund- 
ock,  auf  welchem  sich  der  Drilling  aufbaut. 

Zur  leichteren  Orientirung  in  den  Zeichnungen  werde  ich  den 
uchstaben  A,  B  und  C  noch  kleinere  Buchstaben  anhängen,  welche 
igeben,  mit  welchem  Individuum  das  Betreffende  in  ZwUlingsstel- 
Dg  sich  befmdet.  Ca  bedeutet  also  das  Individuum  C,  welches  mit 
in  Zwillingsstellung  ist;  Abc  bedeutet  das  Individuum  A,  welches 
3ichzeitig  mit  B  und  C  in  Zwillingsstellung  steht.  Ob  die  betref- 
iden  Stücke  der  Krystalle  sich  in  der  eigentlichen  oder  in  der 
rallel  verschobenen  Zwillingsstellung  finden,  geht  sofort  aus  ihrer 
ge   in  der  Zeichnung  hervor;*)   bilden  nämlich    die  Flächen  oo  P 


*]  Sind  bisweilen  die  beiden  Theile  von  B  oder  C  als  D  und  B',  oder  C  and 
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«WWNT  Stucke  an  der  Bertthnmg  einen  Winkel  von  188%  so  haben 
^Imw  Thefle  die  eigentliche  Zwillingsstellung;  lUlen  «ber  jene  FUdet 
fei  ekie  Ebene,  60  stehen  ne  in  der  pandlel  verschobeaea  Zwflfagh 
Stellung,  iwobei  an  den  Bertthningsstdilen  eine  Naht  (s.  S.  389)  ädü- 
bar  wird.  Nor  bei  dem  IndiTidmim  A  erscheint  es  xwackmlBf, 
stets  seine  beiden  Theile  durch  die  Bezeichnung  A  (der  vordere} 
und  A'  (der  hintere  Theil)  zu  unterscheiden. 

Fig.  XUI  stellt  einen  Drilling  dar,  in  welchem  sowohl  A  di 
auch  B  and  G  durchgewachsen  sind,  und  B  und  C  sich  an  ibren 
BerOhmogsflSchen  mit  A  in  der  e^ntlichen  Zwillingsstellnng  befindeD. 
Ich  selbst  habe  keinen  Drilling  nm  dieser  Form  beobadilet;  jedoch 
bildet  Leydolt  ttnen  solchen  ab.^ 

Fig.  XLin  zeigt  einen  Drilling,  bei  weichmi  zwar  ebeniilb  de 
drei  Individuen  durchgewachsen  sind,  die  Theile  B  und  €  «ber  to 
ihren  Berührungsflächen  mit  A  nicht  in  der  eigentlichen,  sondern  in 
der  parallel  verschbbenen  Zwülingsstellung  befindlich  sind.  Die  Vatr 
stdiung  eines  solchen  DrilHngslcrystaUes  eittulort  Leydolt**)  darcfa 
die  folgende  Darstellung. 

Es  seien  Fig.  XIJV  A,  B  und  G  die  Individuen,^  welche  aach 
Art  von  Fig.  XLI  sich  zu  einem  Drillinge  aneinander  gelegt  haben; 
dieselben  wachsen  über  die  Zusamniensetzungsflächen  hinaus  forlr 
erzeugen  die  Stücke  \\  B'  und  C  und  würden  so  einen  sechsstrah- 
ligen  Stern  erzeugen.***)  Werden  nun  die  Räume  zwischen  der 
sechs  Strahlen  ausgefüllt,  so  treffen  in  vier  Sextanten  AC',  AB'  A'( 
und  A'B  die  Stücke  der  einzelnen  Individuen  in  der  parallel  verscho- 
llenen Zwillingsstellung  zusammen,  und  bilden  also  kammfönnig^ 
Nahte,  welche  sich  durch  eine  Furche  auch  auf  der  Oberfläche  si 
erkennen  geben.  In  den  beiden  Sextanten  BC  und  B'C  kommei 
aber  Stücke  miteinander  in  Berührung,  die  zu  einander  nidit  ii 
Zwillingsstellung  stehen;  dieselben  bilden  nach  Leydolt's  Unter 
suchungen   eine    sehr   unregelmässig    verlaufende  Yerbindungsfläche 

C  unterschieden^  so  ist  dies  geschehen,  um  im  Texte  die  beiden  Theile  genau  un 
kurz  bezeichnen  zu  können. 

*)  Sitzungsbcrichle  der  Wiener  Akad.   Bd.    f. 9  S.    18  Taf.  4  Fig.    44.      De 
betreffende  KrystaU  stammt  von  Leogang  oder  l^errengrund. 
**)   Ebend.  S.  2t. 

'^'^*j   Eine    solche  Form   bildet  Leydolt    Fig.    45    unter    den    Leoganger  uo 
Hcrrengrunder  Rryslallen  ab. 
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Fig.  XLV  stellt  die  nach  Leydolt  aus  den  Aetzfiguren  sich  crge- 
beiode  Zusammensetzung  eines  solchen  Drillings  im  Durchschnitte  dar. 
Zwischen  A  und  B',  A  und  C,  A'  und  B,  A'  und  C  liegen  kamm- 
fönnige  Nähte,  während  zwischen  B  und  C,  so  wie  zwischen  B'  und 
C  die  Verbindungsfläche  unregelmässig  verläuft. 

Wo  zwei  Individuen,  wie  B  und  C,  welche  zu  einem  dritten 
A  in  Zwillingsstellung  sich  befinden,  aneinander  stossen,  bildet  sich 
auf  der  Oberfläche  entweder  wie  in  Fig.  XLII  ein  Winkel  von  168" 
oder  wie  in  Fig.  XLIU  ein  solcher  von  192";  beide  Winkel  ergänzen 
einander  zu  360". 

Die  Bildung  dieses  letzten  Drillings  Fig.  XLIH  lässt  sich  aber 
auch  noch  anders  auff'assen.  Während  der  Drilling  Fig.  XLII  in  der 
Weise  entsteht,  dass  die  Seitenkrystalle  B  und  C  sich  an  zwiei 
den  stumpfen  Winkel  einschliessende  Flächen  des  mittleren  Indivi- 
duums A  anlegen,  wird  ein  Drilling  von  der  Form  Fig.  XLIH  eir- 
zeugl,  wenn  die  beiden  Seitenkrystalle  B  und  C  sich  an  zwei  den 
^Izen  Winkel  einschliessende  Flächen  des  mittleren  Individuums  A 
anlegen. 

Man  erkennt  aus  den  beiden  Zeichnungen  Fig.  XLII  und  XLIH 
sogleich,  dass,  wenn  der  Umfang  des  Drillings  eine  ungefähr  kreis- 
fönnige  Gestalt  erhalten  soll,  das  Individuum  A  stets  durchwachsen 
muss.  Sollte  in  Fig.  XLII  das  hintere  Stuck  A'  ausfallen,  so  würden 
die  benachbarten  Stücke  B  und  C  sich  sehr  weit  ausdehnen  müssen, 
um  endlich  in  einer  Kante  von  12"  zum  Durchschnitt  zu  gelangen; 
bei  der  Stellung  in  Fig.  XLIH  würde  aber,  wenn  man  das  hintere 
Stück  A'  fortnimmt,  durch  die  Vcrgrösserung  der  benachbarten  Stücke 
B  ood  C  der  Raum  gar  nicht  mehr  geschlossen  werden. 

Die  überhaupt  verschiedenen  möglichen  Formen  der  Drillinge 
sind  bereits  von  Senarmont*)  aufgestellt  worden.  Ausserden  bei- 
den Fig.  XLII  und  XLIH  gezeichneten,  bei  denen  alle  drei  Indivi- 
duen durchgewachsen  sind,  sind  zwei  Formen  möglich  mit  Durch- 
wachsung nur  zweier  Individuen  (unter  denen  aber  jedenfalls  A), 
flämlich  Fig.  XLVI*'*)  und  XLVII,  und  eine  Form  mit  alleiniger 
Durchwachsung  von  A  (Fig.  XLVIII). 

*)   Annal.  de  chim.   et   de  phys.    3.Scr.    1854.    Od.   41    S.   60  (T. 
**)  Einen  Drflling  von  der  Form  Fig.  XLYI    habe   ich   unter   den    vielen   von 
Dir  uDlersuchlen  Krystdllcn  nicht  gefunden. 


39^8  W.  G.  Hauken  .   .  ^  ^  P* 

Int  der  zuvor  cHirto»  Alibandliiug  tUoi»,sm\^^0^^f^^ 
crystalKp^i  de  raragooite^if  dß  tlik  ,mtl^t^  ^MJ^M^fi^^ 
Si^nsrmp^Dl  dte  Ansicht  «as;,,  d^s  aUe  ^Si^yslpHe  «wt  MolAiMi»^^ 
]»ach mWoW  ,au8v  Baiflemie«^)  ^icb  auf  die  zu^qr.iiN36elufidbMf!| 
Drillingsformen   (Fig.  XL»,  XLJII.  TUVl, Xl^H mÄlil^mp^^ 
diß  21  wiJiUi|g8gei$talt  Fjg.  XXXY i  redficiren  tapsen ;  m ih^immiB^ 
Jiervpr^  jdas&^itei*  mehr  als  60  .wtersaphleB  Kj^y^tpjkffl^ii^ 
8idr  Vßiaer  Jand,  der  ipH  Aufinabme  einiger  IJwegdiiilliWigli^^ 
4n  leoie  diQ6^//FofW(a^  :ij/    vif  h1   ir^f.it 

Im  Folgenden  wird  sich  aber  zeigen,  dass  dienuAiiMriMttiiS^* 
pariqaQ t's,  vi'Ofiiich  alle  J^rjßttlie  ^v^on  Maliaa  mwttfUairtifiiBes 
ptir  Dritfifige  oder.^^iUtQge  isein  sollen,  m  m^,  iskJ,  J^Jkt^ll^ 
«td^  lein  Tbeil  ^der  wsaininejpges^tztmKKry^lle  )j0nei^ 
aua  ^SwiUsngepr  oder  Drillingen  qiit  Darob w^efasu^gifhi^iNfl^fi^^ 
oder  irff^.#fi€^jjii^viäuw; /aber  det*  im  wettern  fi^^Mil»  IMMw* 
j^bc^  ,)s|eH(r  Vjwli^  iijöd  f  Oofl«^  4ari  faidesse»  bilde^ilHi^fiipig 
immer)  ISO: ^?%Mi  ^en,  die J]lrQiidfoim>  wA  w:mhA4lek^i^iitii^'' 
sichl  erleichtern,  wenn  ich  später  die  auf  ähnlicher  GrandfotViii.'iitf' 
g^b^uten.  Dff iPioge , » Y'mr^ *  mA  FDnflif^e  i«  Betroff  ilu»ii4M«W0oheo 
YßrMliWf?  .2iisaiQi)Qenl|l98e*i  n  .  .  i     >;    » t  >//  ^^^i*  :^ti>ii. 

f  <    ,  ■  .-  ■  •    i  -  f  ,  •  f  .  '  ■  ,  •      '        .-•*,.■.*■'        '  ,     ♦ 

B.    Vier-  und  Fünf  linge. 

A.     Vier-    und   Funflinge    aus    nur    an   einander 
gelegten   Individuen    ohne   Durchwachsung. 

Ebenso  wie  bei  den  Drillingen  können  sich  zur  Bildung  eines 
Vierlings  die  vier  Individuen  um  den  spitzen  oder  um  den  stumpfen 
Eckpunkt  des  rhombischen  Querschnittes  lagern. 

Fig.  XLIX  stellt  den  Fall  dar,  wo  sich  die  vier  Individuen  um 
einen  spitzen  Eckpunkt  gruppiren.  Treten  die  Flächen  ooi^oo  hto, 
so  entsteht  der  in  seinen  Linien  ausgezogene  Querschnitt. 


*)  J'ai  observc  plus  de  soixante  cristaux  de  Molina,  cl,  sauf  quelques  irreg«!*" 
riles  de  detail,  je  ii^y  ai  jamais  renconlre  un  grouperaent,  qui  ne  renträt  dans  Tun  d^ 
uiodcs  precedenls.  Ces  irregulariles  tieniienl  a  ce  que  chacuii  des  individus  accoles^^^ 
quelquc  fois  Iraverse  lui-möme  par  des  baipeshemitropiques  tr^s  mioces. 


i 
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SchrauT*)  bildet  einen  solchen  Zwilling  von  Horschenz  ab;  mir 
Ibst  stand  für  die  elektrische  Prüfung  keiner  zur  Verfügung. 

Fig.  L  zeigt  die  Lage  der  vier  Individuen  A,  B,  C  und  D,  falls 
ch  dieselben  um  den  stumpfen  Eckpunkt  gruppiren.  B  und  C  stehen 
1  Zwillingsstellung  zu  A,  und  D  in  eben  solcher  gegen  B,  wie  dies 
[ich  in  der  Figur  aus  den  angehängten  kleineren  Buchstaben  zu 
itnebmen  ist.  Da  die  vier  Winkel  von  116^  10'  zusammen  mehr  als 
60®  betragen,  so  fallen  die  Rhomben  C  und  D  zum  Theil  überein- 
ider;  in  der  Natur  können  also  diese  beiden  Individuen  sich  nur 
teilweise  entwickeln.  Wo  die  beiden  Stücke  aneinander  stossen, 
Met  sich  durch  die  Flachen  ooP  an  jedem  derselben  die  stumpfe 
wte  von  1 1 6^'  (a,  ß  in  Fig.  L)  aus,  und  zwischen  beiden  entsteht 
D  einspringender  Winkel,  der  innerlich  (als  übei*8tumpfer)  gemessen 
\i^  beträgt  (der  äussere  Winkel  missi  also  128^^).  Die  Flächen 
t  und  Sß  würden  unter  einem  Winkel  von  104^  zusammenstossen. 
ie  Verbindungsfläche  beider  Individuen  C  und  D  verläuft  im  Innern 
»enso  wie  zwischen  B  und  C  unregelmässig. 

Fig.  LV  stellt  den  Querschnitt  eines  solchen  Krystalles  (Nr.  28) 
»r,  der  von  mir  untersucht  und  auf  sein  thermoelektrisches  Verhalten 
iprüft  worden  ist. 

Obgleich  die  Figur  L  um  die  Verbindungsebene  (or)  von  A  und  B 
mmetrisch  ist,  so  werde  ich  doch  für  die  Vierlinge  dieselbe  Stel- 
Dg  der  Zeichnungen  beibehalten,  welche  ich  bei  den  Drillingen 
gewendet  habe,  weil,  wie  bereits  früher  bemerkt,  ein  Individuum, 
s.  stets  mit  A  bezeichnet  werden  soll,  sich  auch  bei  den  Vierlin- 
n  vorzugsweise  geltend  macht. 

Analog  den  Vierlingen  bilden  sich  nun  auch  die  Fünflinge. 

Es  können  sich  zuerst  die  fünf  Individuen  um  den  spitzen 
lombenwinkel  lagern,  und  dann  entsprechende  Querschnitte,  wie 
;.  XLIX,  erzeugen;  doch  erinnere  ich  mich  nicht,  dass  ein  solcher 
nfling  beobachtet  worden  ist. 

Sodann  können  die  fünf  Individuen  sich  aber  auch  Fig.  LI  um 
Q  stumpfen  Winkel   des  Rhombus  gruppiren,    indem   sich  an  den 


*)  Auf  der  oben  angeführten  Tafel  Fig.  25.  Auch  bei  diesem  Kryslalle  sind  beide 
len  als  ausgebildet  gezeichnet,   und  es  findet  sich  der  Zusatz :  »Die  Fig.  16  stellt 
Krystall  naturgetreu  dar«. 


Kryslall  C  noch  ein  KrysUill  li,  ebenso  wie  I)  an  It  in  Z\villini;s' 
sloliung  anlegt.  Indeä^  dUrltu  wühl  kdn  äokhLT  Klinfling,  der  nur 
ihirt^h  Anoinanderlegen  ohne  Durcliwaehsimy  eines  Individuums-  gc- 
hildel.  i^l,  cxiälircn.  "^H 

B.    Vier-  und  KUnfUngc  luil  Durchwachsungeii. 

Es  wurde  nicht  i<;chwer  sv'm,  alle  mitleUt  Durchwaclisung  ciiii» 
mter  molwerer  Individuen  oder  des  Aul'treUins  ilirer  anderen  Hülflcii 
iiberhaii|)l  möglichen  t'orriie«  der  Vici-  und  filnl'linge  uulxuslellen; 
ich  beschfünke  mich  jedoch  auf  die  Darstellung  der  von  mir  wirk- 
lich beobachteten,')  und  werde  der  Kurze  und  Uubersichlhchkeil 
W(^en  den  Angaben  über  ihre  j^usanimcnseixung  gleich  die  eleklii- 
scheo  ß(H>bach langen  anschliessen.  Ich  habe  die  KeihenfäJgi;  nach 
Möglichkeil  so  gewiihlt,  dass  ich  im  Allgemeiuen  von  den  cinfauiicreu 
Bildungen   7M  dun  zusaniiiicngesutzleren  vurschreile. 

Um  aus  der  Beschall'onheiL  der  (iusü^uien  Bügreuzungsllachvi]  der 
viell'ach  zusanimongeäolJtlcn  Krystallo  mil  möglichster  Leichtigkeit  die 
iCusammenset/ung,  so  weit  sie  eben  sich  in  <lem  äussei'eu  Aussehen 
ausprögl,  erkennen  zu  künneu,  möge  hier  im  Zusammenhange  noch- 
mals uti  l'olgundc  That^achea  orinnert  werden. 

Wenn  zwei  glatte  Fläcliun,  welche  kuino  Naht  zeigen,  eine  Kanti* 
von  128"  biktun,  so  sind  äe  diu  pHsmatischun  Seilennuchen  zweier 
Kryslallo,  welche  in  dieser  Kante  in  der  eigentlichen  ZwiUingssItl- 
hidg  zuaamineostösseD. 

Wenn  auf  einer  ebenen  Fluche  eine  Nalii  sich  zeigt,  so  gehören 
die  beiden  ib  derselben  aneinander  j^renzeudea  FlacbenslUcke  zwei 
KrygtalleQ  an,  welcbe  ätch  in  der  parallel  v^^chobeoeo  Zwilliogs- 
stellung  beßndefi. 

Wenn  auf  einer  ebenen  Fläche  zwei  Nähte  sieb  Qodea,  so  wei- 
sen dieselben  auf  ein  in  dieses  Individuum  eingeschobenes  Stiick 
eines  anderen  hin,  das  mit  ihm  in  parallel  verschobener  Kwillings- 
st«llung  steht. 

Winkel  von  168°  und  19ä!"  werden  von  Flachen  gebildet,  welche 


';  Ditlbr  fm  voit  Leydoit  ih  ätr  oben  üiigeführten  Abhaotllong  BeBeio(iM«eii 
Krystalleii  beGndeo  slcli  docIi  einige  ioi  Folgenden  nicht  kbgelrildolA  Pofnieii. 
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zwei  KrystalleQ  angehören,  die  beide  zu  einem  drillen  Individuum  in 
Zwiilingsslellung  stehen. 

Ein  Uberstumpfer  Winkel  von  232®  (oder  ein  einspringender 
Winkel  von  128®)  (wie  c  in  Fig.  LV),  zu  dessen  beiden  Seiton  Kan- 
ten von  116®  liegen,  zeigt  an,  dass  diese  Kanten  die  stumpfen  Sei- 
tenkanten zweier  Krystalle  (D  und  C)  sind,  von  denen  jeder  zu 
einem  anderen  Krystalle  (D  zu  B,  und  C  zu  A)  in  Zwiilingsslellung 
steht,  wahrend  diese  beiden  anderen  Krystalle  fi  und  A  sich  unter 
einander  wieder  in  Zwillingsstellung  befinden. 

Infolge  der  Einschaltungen  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die 
l)eiden  Flachenstücke,  welche  unmittelbar  in  einer  Zwillingskante  von 
128®  zusammenstossen ,  gar  nicht  zwei  Individuen  angehören,  die  zu 
einander  in  Zwillingsstellung  sich  befinden  (wieD  und  C),  die  aber  zu 
zwei  anderen  (B  und  A),  deren  Flachen  sich  in  jener  Kante  unter  dem 
genannten  Winkel  schneiden  würden,  in  parallel  verschobener  Zwii- 
lingsslellung stehen.  Man  erkennt  diese  Einschaltungen  leicht  daran, 
dass  die  Flachen,  welche  den  Winkel  von  128®  bilden,  nicht  glatt 
sind,  sondern  eine  Naht  zeigen;  auch  ist  dann  oft  die  Kante  nicht 
scharf,  sondern  zeigt  eine  kleine  Rinne  (einspringender  Winkel  104®, 
innerer  überstumpfer  256®). 

Ich  will  diesen  Fall  durch  ein  bestimmtes  Beispiel  erlautem, 
und  wähle  dazu  einen  von  Leydolt  auf  seine  Structur  untersuchten 
Krystall. 

Ein  einfacher  Durchwachsungszwilling,  wie  solcher  im  Querschnitte 
Fig.  XXXV,  und  in  seinem  inneren  Gefüge  Fig.  XXXIV  abgebildet 
isl,  hat  4  Kantenwinkel  von  1 1 6®,  die  paarweise  auf  jeder  Seile  lie- 
gen, und  ausserdem  (vorn  und  hinten)  zwei  Kanlenwinkel  von  128®. 
Die  vier  Flachen,  welche  die  Winkel  von  128®  einschliessen  sind 
glatt,  wahrend  die  Flachen  zwischen  den  beiden  Kanten  von  116® 
eine  Naht  zeigen. 

Es  kommen  nun  aber  scheinbai^  Durchwachsungszwillinge  vor, 
welche  genau  denselben  Querschnitt  haben,  und  sich  nur  dadurch 
von  dem  vorhergehenden  unterscheiden,  dass  auch  die  Flachen,  welche 
die  Winkel  von  128®  einschliessen  eine  Naht  zeigen.  In  der  von 
Leydolt  gezeichneten  Figur  liegen  diese  Nahte  bei  a,  ß,  f  und  S. 
Dieselben  weisen  darauf  hin,  dass  neben  A  (und  A')  ein  Stück  eines 
Individuums  eingeschoben  ist,    welches  mit  ihm   in  parallel  verscho- 


bener  ZwillingssielluDg  steht,  und  dass  ebenso  neben  B  (und  B')  ein 
Stück   eines    andern  Individuums  D  eingeschaltet,    welches   sich   mit 
B  in  parallel  verschobener  Zwillingsstellung  befindet.  A  und  B',  sowie 
A'  und  B,  ebenso  B  und  D,  B'  und  D',  A  und  C,  A'  und  C  berüh- 
ren sich  in  kammförnjigen  (durch  die  Striche  angedeuteten)  NSihten;  ^ 
soweit  A  und  B,  und  andererseits  A'  und  V  zusammenstossen,  ist  die^ 
Zusammensetzungsfläche  (von  b  bis  b')  eben ;  wo  aber  D  und  C  zu- 
sammenstossen   (längs  bg  und  b'g)    verlaufen  die  Beruh rungsflächei 
unregelmässig.    Die  betreffenden  Krystalle  sind  also  keine  Zwilling^^, 
sondern  Vierlinge. 

Der  Bau  der  meisten  zusammengesetzten  Aragonitkrystalle  i^si 
wahrscheinlich  viel  complicirter,  als  die  im  Folgenden  gezeichnete^ 
Umrisse  erkennen  lassen.  Schon  Senarmont*)  hat,  wie  bereits  otp^^ 
S.  390  erwähnt,  bei  Krystallen  von  Mol  in  a,  besonders  aber  vc^^ 
Basten nes  eine  eigenthümliche  faserige  Structur  auf  angeschliffer^^^^ 
Flachen  wahrgenommen.    Er  sagt: 

Des  fibres  paralleles   et  de  longueur  in^ale,   s^par^es   par    ^^^ 
petits  canaux  vides   et  irr^guliers,  sont  group^es  par  faisceaux,   f 
uns  normalement  aux  deux  bases  hexagonales,   les  autres  normaB 
ment  aux  six  faces  verticales  des  prismes,  de  fagon  que,  quand 
brise  un  pareil  crystal,  ces  faisceaux  se  s6parent,    imitant  grossier'^ 
ment  huit  pyramides  oppos6es  par  le  sommet  vers  le  centre  du  cryst^-^ 

Or  les  caracteres  optiques  prouvent  que  toutes  les  fibres,  ^  ^ 
verticales,  soit  horizontales,  ont  leurs  axes  crystallographiques  pri 
cipaux  paralleles.  Les  prismes  rhomboidaux,  qui  composent  ces  gro 
pes  sont,  comme  toujours,  macles  par  heraiotropie,  mais  tous,  et  sa 
exception,  verlicaux.  La  direction  divergente  des  divers  groupes 
libres  n'est  donc  pas  produile  par  une  inversion,  et  cette  structu 
tient  ä  quelque  autre  cause  qui  ne  parait  pas  facile  ä  decouvrir. 

In   Fig.  LXXV   habe   ich   die   angeschliffenen  Flächen   abgebild^^^  ^' 


welche  auf  einem  aus  Aragonien  stammenden  Krystalle  durch  einen  ii 


der  Hauptaxe  parallelen  Schnitt  entstanden  w  aren.  Der  dem  Freiberg"^^ 
jMuseum  gehörige  Krystall  ist  ein  Drilling  von  dem  Fig.  XLVIII  u«^^' 
LVll  gezeichneten  Querschnitte;  seine  Structur  erscheint  sehr  faset"*c? 
und   aus    seinen   Seitenflächen    ragen    die  Köpfe    zahlreicher  kleia<^^' 


*)   Annal.  de  chim.  el  de  phys.  3.  Scr.  1854   Bd.  41.   S.  63. 
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Krystalle  hervor.  Der  Schnitt,  durch  welchen  der  Krystall  in  zwei 
Hälften  geiheilt  wurde,  ging  durch  die  stumpfen  Winkel  von  A  und  A'. 
Während  die  nach  oben  und  unten  laufenden  Fasern  grauweisslich 
aussehen,  zeigen  die  seitwärts  gehenden  eine  mehr  ins  Röihliche 
ziehende   Färbung. 

Die  eben  beschriebene  Structur  findet  sich  aber  nicht  blos  bei 
Krystallen,  welche  ein  sehr  faseriges  Aussehen  zeigen  und  aus  deren 
Seitenflächen  kleine  Krystalle   hervorragen;   es  zerbrach   bei  meinen 
Versuchen  ein  mit  fast  überall  glatten  Seiten-  und  Endflächen   ver- 
sehener Krystall  Nr.  48  von  dem  Fig.  LXI  gezeichneten  Querschnitte  in 
d^r  Richtung  von  dem  einspringenden  Winkel  i  92*^  links  vorn  nach  der 
^i^sht  zwischen  A'  und  C  rechts  hinten  mit  ziemlich  ebenen  Flächen; 
Mjf  beiden  Bruchflächen  ist  selbst  im  ungeschlifienen  Zustande  eine 
linliche  Structur,  wie  sie  Fig.  LXXV  gezeichnet  ist,  deutlich  zu  er- 
onen. 
Auf  Schnittflächen  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  erscheint  nach 
cnarmont  ein  sechsstrahliger  Stern,  bei  welchem,  wenn  der  Schnitt 
durch  die  Mitte   des  Krystalles   gefuhrt  ist,   die  Strahlen   im  Mittel- 
punkte sich  trefien,   während   in   einem  weiter  nach  dem  Ende  hin 
gelegenen   Querschnitte    die   Strahlen    nicht    bis    zur   Mitte    reichen, 
sondern    von    den  Eckpunkten    eines  Sechseckes    ausgehen,    dessen 
Seilen  dem   äusseren   Umfange    des  Krystalles  parallel  sind.      Diese 
\etetere  Structur  habe  ich  bei  sehr  vielen  Krystallen  schon  auf  den 
natürlichen  Flächen  OP  deutlich  wahrgenommen;  bei  manchen  Kry- 
stallen scheinen  auf  eben  diesen  Flächen  die  Strahlen  sich  auch  bis 
zur  Mitte  zu  erstrecken. 


b.    Thermoelektrisches  Verhalten    der   Drillinge, 

Vier-  und   Funflinge. 

Das  thermoelektrische  Verhalten  der  mehrfach  zusammenge- 
setzten Aragonitkrystalle  lässt  sich  um  so  leichter  und  kürzer  über- 
sichtlieh zusammenstellen,  als  auf  ihnen  ähnlich  elektrische  Vorgänge, 
wie  auf  den  Durchwachsungszwillingen  beobachtet  werden. 

Die  Endflächen  sind  stets  negativ,  oft  in  nicht  unbeträchtlicher 
Stärke;  ebenfalls  negativ,  wenn  auch  nur  schwach,  erscheinen  die 
freistehenden  schneiden  förmigen,  von  Brachydomen  begrenzten  oberen 


M.  G.  Hakkbl, 


wdvUiitaiW  BHdett'dMi  ftluelDeai  Individuen,   wofern  di«  Verwacb'  ' 
8110«  del«dbe»lttcltt  wUsUndig  ist '(A%'i('  bei  Ni.  33.  ;U  iiiul  39). 

. -JDiO'SeilenflaiAfHi  ■d*r  auairamenpcsctzion  Kiyslalli*  wynlpn  vor-     _ 
zagmiMBe  vod  dbniFM^n  db&  Rnsmas  aoP  £{i-liil<Ii<l.   und  nur  sehr 
untergeordnet   kommen    auch  die  Fladicn  ool^cx)  auf   der  ihisKertti  .^^ 
nitt)»  aal» jVoraokeiiK '; 

)  .'iBeii  d^^iolbdien  An«f|;ooilkFyjBtBllen  wawn  nun  die  Riti-hc-n  «(..^^ 
iniA;  fa»fiondera>  iÜB  vo»    ihnw  gsbtkk'lcn    l)i'ueli>diH^-niiat(;n   Seilitk^s^ 
kaoteni  (iTOa  i<iB°)  posilir,    »nd  diei  Sljlrkc  der  posiliven  elektri.srk-'Wi    | 
SpaDMi«^  vahfDi  tea:  diesen   Kante»   nns   niicli   don  Flüchen  not>oc 
od6r^aohi'deQaiakrsdi«9oaaleB  Kanten  liiii  üb;    die  Kliichen  oof*<^?>c 
zeigtM^  difl' '«Dlfiiegeiigäsetzte  ;negeliive  l*nlnril!il.      Bei  dnn  ziKiHmiiiCO' 
g«aQ(2liMl!  KryAtalleH'  werdea  wir  Blsa>el>enralls  auf  den   Flachen  ro  V 
tt»d  bes49adwa;«uJ  den,  hraohydiagonaten  Kanicn  (von  llti")  der  einz4?r 
nen  Individuen  posiUve Elektriciifil  zu  erwiuton  )iid>en,  während  opfz^' 
täW'PoJapitfit.nuv'dSii-srei^ineB  kana,  wn  Tlieile  der  Fl»chen  00  1*  ^^^ 
oderi  äiakrodiaganale  Ssiteokanten  iih  der  OlierfllielK'  bef2;(^n. 

Die  Flanheii,  eo  P  oo  treten,  bisweibm,  \vic  liei  Nr.  27  und  :*  ^ 
an*  dem.  einen;  öden  anderaB  ladiTidavni  in  ^r(>s.serer  oder  £;cnnfi;er^*<^ 
BneÜe  aof,  uiad  zeigeardann  in  denriThtil  ncä;ative.  Sinmnun^cn. 

'"-Makrodiagonale  Kanten  (auch. wobi  vorsohnn  init  kleinen  FlHdic" 
ooPoo),  oder   wenigstens   die  Grenzen  zwischen    den    Flachen:  oo     " 
Uad  ooPoo  stossen   in    den  Zwillingskanlen    von  I^S"    und    in  d^^^ 
Nahten,    in   welchen  sich   zwei   in   parallel   verschobener  Zwillings^^ 
Stellung    befindliche    Individuen  berühren,    aneinander.    Daher  kav*^ 
unter  geeignelen   Umstunden  an   diesen   Kanton  (nebst  den  benac^Ä*' 
harten  Flächenstucken)  und  an  den  Nähten  ncgalive  Polarität  hervo*"' 
treten.     Sehr  begUnsligt  wird  dies  Hervortreten    durch  eine  im  V^* 
haltnisse  zur  Dicke  grössere  Höhe  {oder  Lunge)  des  Kryslalies,  ur»*^» 
wie  es  scheint,  auch  durch  eine  stark  fascngc  oder  stängelige  Stn*'^' 
tur.    Doch  tritt  auf  diesen  Zwillingskanten  auch  bei  einigen  ziemli^^'' 
dicht  scheinenden  kurzen  Krystallen  (Nr.  35,  36  und  37)  die  negativ* 
Elektricitat  auf,  so  dass  wir  die  beiden  angcruhrlcn  Umstände  nid'' 
als  die  fUr  das  negative  Verhallen  dieser  Kanten  allein  maassgebeO' 
den  Ursachen  betrachten  dürfen.*)     Durch  eine  sehr  grosse  Länge  <1^-* 


Welchen  Einiluss  Jie  S.  101  beschriebene  und  in  Vig-  LXXV  im  Durclwolmil" 
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APvird  endlich,  um  zwischen  den  positiven  und  negativen 
^  Gloichgovvicht  herzustellen,  ein  üebergreifen  djer  negativen 
t,  von  don  natürlichen  Endflüchen  OP  auf  die  anliegenden 
r  Seitenflächen  bedingt. 

riach  zeigen  also  die  Seitenflächen  bei  kurzen  Krystallen, 
ttie  Zvvillingskanten  von  128**  vorhanden  sind,  auf  ihrer  gan- 
flyicho  positive  Polarität;  auch  die  Nähte  sind  noch  schwach 
der  höchstens  unelektrisch.  Auf  den  mit,  Nähten  versehenen 
:*hen  ninunt  dann  die  positive  Spannung  von  den  an  beiden 
lor  Fläche  liegenden  brachydiagonalen  Kanten  (von  116") 
r  Naht  hin  ab.  Finden  sich  an  den  kurzen  Krystallen  Zwil- 
teu  (von  1:28%  so  sind  sie  bei  sehr  diqhtem^)  Gefügo  mei- 
och  schwach  positiv  oder  auch  unelektrisch;  die  positive. 
lg  der  beiden  anliegenden  Seitenflächen  nimmi  dann  gegen 
ante  hin  ab.  liisweilen  erscheinen  diese  Kanten  nebst  den 
den  Thoilen  der  sie  bildenden  Flächen  aber  auch  negativ, 
ite  zeigen  sich  schwach  positiv  oder  unelektrisch  oder  auch 
I  noij:ativ. 

nnit  die  Höhe  (oder  Länge)  der  Krystalle  zu,  und  erscheint 
Ige  mehr  faserig  oder  stängelig,  so  zeigen  die  Zwillingskan- 
I  128"]  stets  negative  Elektricität,  welche  sich  über  immer 
Stücke  der  sie  bildenden  Flächen  ausbreitet,  je  länger  der 
wird.  Die  Nähte  sind  entweder  unelektrisch  oder  mehr 
miger  negativ. 

I  noch  grösserer  Länge  der  Krystalle  werden  auch,  wie  schon 
,  die  Seitonflächen  am  oberen  und  unteren  Rande  durch 
eifen  der  Polarität  der  Endflächen  negativ, 
der  Tiefe  der  einspringenden  Kanten  von  1.92^  welche  durch 
ichen  ooP  gebildet  werden,  die  zweien  zu  einem,  drittoa  in 
sstellung  befindlichen  Individuen  angehören,  findet  sich  ge- 
ll keine  elektrische  Spannung  (z.  B.  Krystall  Nr.  34,  40);  je^ 
?i  sehr  langen  Krystallen  (wie  Nr;  38)  erscheint  auich  in:  die-^ 
le  negative  Elektricität. 


e  Struclur   auf  das   IJervorlreten  der  negativen  BlekiriciUSt  auf  den  Zwil- 
n  haben  kann,  bleibt  noch  zu  ermitteln, 
oviel  sich  äusscrlirh  beurtheilen  Itisst. 


(ton  488^   an  soichm  -  KryrtaUeii, 

negativ  sein  würden,*  dnrch  Kn- 

(«fie  I.  B.  Kiystall  Nr.  39  und  S9)  ge- 

nogatiT;  vei^ssem  sich  düeap'SuidEe, 

I  dnrcb  die  positive  BIdctrioiUt  dw 

jwtiydiagonalen  Kanten  der  eingeiKliobeBen 

■LbysCattNr.  43). 

nicUt  erwähnten  TheOe   der  S6ifenfllehen 


lUyttan  Nr.  27    (Fig.  LUI  und  UV), 

ijjMi  «feWt  lliB>gygw  Maseam  gehörige  farbloae  Krjntall  von 
Id  flu  nteren  Ende,  wo  er  angesessen  hat,  verbrochen; 
llln^lllllllll^t  nimmt  g^^  das  untere  Ende  hin  ab.  Er  Ist 
Jlimnt  Fig.  LDI  gebildet ;  die  Lacke  zwischen  B  und  C 
^  keilförmige  Stack  eines  vierten  mit  B '  in  ZwiHings- 
IsJriHirhtr  Individnams  D  aosgefMIt.  Dnrdi  dm  ArdUetaä 
.j^nulll^  mdien  ooPoo  findet  sich  auf  der  von  A  ond  B  gebHdMen 
teM^tiM^  kleine  Rinne;  dieCante  zwischen  A  nnd  G«  wo  ebdnAAs  die 
l^glnii  00 1^00  erschemen,  ist  etwas  mangelhaft  ausgebBdet."  Ober^ 
^ll^  #r  Fliehen  oo  (  oo  erscheinen  kleine  Flachen  von  BrachydonMta.' 
|i|»  ipbofo  Endfläche  OP  ist  glänzend  nnd  zeigt  diri  7nnhmninnsniinrtft 
^ulyf  bNÜmmt;  jedes  dor^  drei  grossen  Individuen  A,  B  und  C '  faigt 
^jh^yitH'  Fluche  eine  deutliche  mit  der  Brachydiagonale  parallele  Strei- 
(^11^,  Fig.  LIV  stellt  das  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar. 

Dio  Kanten,  in  denen  A  und  B,  sowie  A  und  G  zusammen- 
sUütstMi,  nebst  den  benachbarten  Flachenstttcken,  und  ebenso  die  LOcke 
iiul  ihrer  Ausfüllung  erscheinen  negativ,  wahrend  die  drei  stumpfen 
hraohydiagonalen  Seitenkanten  (von  1 1 6^)  der  drei  grossen  Individuen 
iMUiitive  Polarität  besitzen.  Auf  dem  Umfange  wechseln  also  drei  po- 
sitive Zonen  mit  drei  negativen  ab.  Die  obere  Endfläche  zeigt  keine 
diMitiich  ausgesprochene  Elektricität. 

Krystall  Nr.  28  (Fig.  LV  und  LVI).  F 

Der  in  seiner  Masse  farblose  Krystall  ist  in  den  oberen  Theilen 
stellenweise  mit  einem  röthlicben  Thone  impragnirt.  Er  ist  an  beiden 
Enden  ausgebildet  und  tragt  daselbst  die  ebenen,  nur  wenig  glanzenden 


N, 


^1 


f 
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Flüchen  0  P.  Auf  der  unteren  Fläche,  etwas  seitwärts,  ist  ein  an- 
clc^rer  kleiner  Krystall  fast  senkrecht  gegen  die  Axe  des  grossen  an- 
gewachsen. Fig.  LV  slollt  die  Form  seines  Querschnittes  und  Fig.  LVI 
sein  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar.  Die  Höhe  (Länge)  des  Krystal- 
les  misst  28,8  Mm.,  d(»r  Abstand  dci*  stumpfen  Seitenkanten  des  In- 
dividuums A  von  der  gegenüberliegenden  Zwillingskante  BD  aber 
1  4,6  Mm.    (Verhaltniss  der  Höhe  zur  Dicke  i  :  0,507.) 

Da   der    Vierlingskryslall   drei   Seitenkanten    von    128"   trügt,   so 

xvechseln  auf  seinem  Umfange  ebenso   wie   bei  dem  vorhergelienden 

drei  negative  Zonen  mit  drei  positiven  ab;  es  sind  nUmlich  die  drei 

Kanten  zwischen  A  und  B,  B  und  D,  A  und  C  negativ,  dagegen  die 

stumpfen   brachydiagonalen    Seitenkanten   der   Krystalle  A,   B,  und  C 

und   D  positiv.     Die  beiden  RndIlUchen  zeigen  negative  Polarität. 

Krystall  Nr.  29   (Fig.  LVII). 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall 
Nr.  29  (aus  Aragonien)  hat  ein  dichles,  nicht  faseriges  Aussehen;  seine 
Farbe  ist  durch  eingesprengte  Thontheilchen  etwas  röthlichbraun.  Die 
Seilen-  und  Endflachen  sind  ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  nur  aus 
der  einen  SeitenflJiche  ragt  unter  einem  Winkel  von  ungefähr  70" 
ein  kleiner  Krjstall  und  aus  der  oberen  Flache  0  P  die  Ecke  eines 
zweiten  solchen  Krystalles  hervor. 

Die  Gestalt  des  Querschnittes  dieses  Krystalles  stellt  Fig.  LVII 
dar;  in  der  Nähe  des  unteren  Endes  zeigt  sich  an  der  Zwillingskante 
^Nvischen  A  und  B  unterhalb  der  äusseren  Hülle  noch  ein  kleines 
^iogefichobenes  Stück  eines  Individuums  D,  wie  solches  in  Fig.  LX 
abgebildet  ist.  Die  H()he  des  Krystalles  betragt  16,6  Mm.,  seine 
Dicke*)   18,2  Mm.  (Verhaltniss  der  Höhe  zur  Dicke  1  :  1,09.) 

Bei  der  geringen  Höhe  des  Krystalles  im  Verhältnisse  zur  Dicke 
sind  die  Seitenflächen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv;  auch  die 
beiden  Zwillingskanten  von  128"  und  die  beiden  Nikhte  (zwischen 
A'  und  B,  und  A'  und  C)  zeigen  noch  schwache  positive  Spannungen. 

Die  Endfll&chen  0  P  sind  stark  negativ. 


*)  Als  Dicke  dieses  und  der  folgenden  Krystalle  ist  der  Abslnnd  der  hracliydia- 
gonalen  Kanten  der  beiden  Stiicke  A  und  A'  genomnton. 

Abkandl.  d.  K.  S.  GeRelUch.  d.  Wissennch.  XV.  28 


4M  W.  6.  HA5KEL, 

Das  eMrtrisehe  Va4uA«i  der  Sciienflächen  ist  durch   eine  fan^-^ 
bige  linie  aar  dem  UraÜBnige  des  Qucrsclmitics  angcdeuIoL 


Krysull  Nr.  30  (Fig.  LVU). 

Der  etwas  gdWiehe  Krjrstal)  Nr.  30  ans  Angetäm  ^ftiÜBlf  J—to 
Fr^iOTger  Husmmi;  erbat  an  dichtes 'Aosst^iea:  mid  dl«  TMi  »6^ 
nes  QwischaHleB  wird  ebenfalls  dordi  Fig.  Wü  dargeaUM.  Mfee 
EtÜM  misst  6,6,  Hrn.,  seine  Dicke  10,6  Mm.    (VerMlnln  4  i-^lt.} 

In  seinem  ^dctrisdien  Verhalten  gleicht  er  don  vorhergdMiadeBi ; 
seine  Bltmmtlidien  Seit^iflacben  sind  positiv,  in  dHiebmettder  SObke 
nach  den  ZwilKngdcantea  von  1ü8*  bin;  die  KiKll1ücli<-n  simi  tu  ihrer 
ganzen  Ausdebnong  staric  negativ. 

Krystall  Nr.  31  (Fig.  LVH  und  LVill) 

Der  ans  Aragcmien  stammende  and  gleiclifiills  dem  Freiberger 
Moseum  gehörige  Krystall  Nr.  31  hat  «ne  hk^Ih-  fuserigß  Stiui'luT- 
Seine  BObe  (Unge)  ist  S8,0  Mm.,  seine  Dirke  10,6  Mm.  (VcrhMI^ 
ttiss  1  : 0,i8S.)  Die  Form  seines  Qnerschnittes  gletchl  Kig.  LVK; 
F^   LVin  stellt  sein  Netz  in  natürlicher  Griisse  i\a\ 

Infolge  der  im  VerhUttnisse  zur  Dicke  grosseren  R(ihe  und  ^^ 
faserigen  Struclur  tritt  auf  den  beiden  Zwillingskanten  von  1S8*  ti*^** 
deren  Umgebung,  so  wie  auf  den  Nüht^tn,  in  welchen  sich  A'  >^'^ 
B  und  C  berührt,  negative  Polarität  auf.  .  Die  übrigen  Theile  <**' 
Seitenflächen  sind  positiv,  die  Endflächen  ziemlich  stark  negativ.  '" 
dem  Netze  Fig.  LVIII  ist  diese  Veitheilung  specieller  dai^esl^lt. 

Kryslall  Nr.  32  {Fig.  LIX). 

Auch  die  Structur  dieses  Krystalles  aus  Aragonien  ersehe'* 
etwas  faserig.  Fig.  LIX  siellt  die  Form  seines  Querschnittes  <i^'' 
an  der  ZwilHngskaale  von  A  und  B  linden  sich  kleine  EinschieL»^''^ 
von  G  und  D,  wie  solche  die  Zeichnung  nachweist.  An  der  bracl*^' 
diagonalen  Kante  von  C  ist  ein  kleiner  Kryslall  aufgewachsen.  V^'' 
Krystall  Nr.  32  ist  9,7  Mm.  hoch  und  9,6  Mro.  dick  (Verhalioi-*"" 
1  : 0,99).  '  J 


Aragonien  Nr.  34  ist  stark  mit  einer  rothbraunen  Thonmasse  inipräg- 
nirt  und  besteht  aus  vier  grossen  Stücken  A,  A',  B,  C  und  einem 
etwas  kleineren  D.  Dieselben  sind  an  ihren  Enden  frei  aasgebildet 
und  zeigen  am  unteren  Ende  besonders  vier  durch  steile  rauhfldchige 
Biachydomen  zugeschUrfte  Schneiden,  wahrend  am  oberen  Ende 
einige  dieser  Schneiden  sich  in  mehrere  kleinere  auflösen.  Die 
Höhe  des  Krystalles  misst  52  Mm.,  seine  Dicke  23  Mm.  (Verhäll- 
niss  1  :  0,44.)     Fig.  LXI  stellt  die  Form  seines  Querschnittes  dar. 

In  dem  Fig.  LXil    in  halber  Grösse   gezeichneten  Netze   ist  die 
elektrische    Vertheilung    dargestellt.       Die    vollkommen    ausgebildete^ 
Zwillingskante  (A,  C)   ist  negativ;   die  Zwillingskante  (AB)  ist  durcl^ 
D  gespalten,  und  an  der   daselbst  hervortretenden   brachydiagonalei^ 
Kante  von  D  erscheint  positive  ElektricitUt;  dagegen  tritt  die  negativem 
wieder  auf  den  Nahten  auf,    in   welchen   sich  A'  und  C,   A'  und  ^^ 
B  und  D  berühren;    der   einspringende  Winkel,    in   welchem  A  unO 
D  zusammenstossen,  zeigt  sich  unelektrisch.     Alle  übrigen  Theile  de^r 
Seitenflächen  sind  positiv.     Die  an  den  Enden  hervorragenden  Schnei- 
den besitzen  negative  Polarität. 


Krystall  Nr.  35  (Fig.  LXIII). 

Der   mit  einer   braunlich rothen   Thonmasse   imprägnirte  Kryst»  ^\ 
slanmit  gleichfalls  aus  Aragonien  und   gehört   der  Freiberger  Sarnft^»' 
lung.     Bis  auf  eine  kleine  Stelle  an  der  rechten  Flache  von  A,  y»^'^  ^ 
er  angelegen  hat,  ist  er  ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  an  beiden  ^ 
Enden  wird  er  von  sehr  (»benen,  wenn  auch   nur  wenig  glänzende^" 
Flachen    OP   begrenzt.      Die   Zwiliingskanle   zwischen  A    und  B  \c^^ 
128^'  ist   in  der  Mi((e  des   Krvstallcs   un^cPähr   zwei    Millimeter  l)r<^'' 
vollkommen  von  den  Flachen  A  und  B  ausgebildet;  dagegen  tritt  obe*«"" 
hall)  und  unterhall)  dieser  Stelle  ein  Kinseliiebsel  D  hervor,  wie  sol- 
ches in  dem  Querschnitte   Fig.  LXIII  gezeichnet   ist.      Der  Krystall  i^' 
23,2  Mm.  hoch  uml  25,6  Mm.  dick   (VerhUltniss   I  :  1,10). 

In    der    Fig.   LXIII,    welche    die   Gestalt   des   Querschnittes  d'^^'' 
stellt,   ist  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Seitenllachen  durch  d'^ 
Farben  angedeutet.      Schwache    negative  Elektricitat    findet   sich  ai'^ 
(l(»r  Zwilliiigskaute  (A,  B)   und  auf  den  Nahten,  wo  A'  und  B,  A'  "i^^^ 
(1,  und  C  und  E  zusammenstossen;  alle    übrigen    Theile  der   Seilen- 
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flücheü  sind  positiv.     Die  beiden  Endflächen  zeigen   sehr  starke  ne- 
gative Polarität. 

Kry stall  Nr.  36  (Fig.  LXIV). 

Der  Krystall  Nr.  36  aus  Aragonien  gehört  dem  Würzburger 
mineralogischen  Museum.  In  der  oberen  Hälfte  ist  er  vollkommener 
ausgebildet  als  in  der  unteren.  Fig.  LXIV  stellt  die  Form  seines 
Querschnittes  dar;  an  der  Stelle,  wo  A  und  B  sonst  die  Zwillings- 
kante bilden,  finden  sich  zwei  Einschiebsel  C  und  D,  und  ein  drittes, 
einem  zu  C  in  Zwillingsstellung  befindlichen  Individuum  E  angehö- 
riges  Stück  ist  zwischen  A'  und  B  eingeschaltet.  Aus  zwei  Seiten- 
flüchen ragen  die  Köpfe  kleiner  eingewachsener  Kry  stalle  heraus. 
Der  Krystall  ist  18  Mm.  hoch  und  19,8  Mm.  dick  (Verhältniss  1  :  1,1). 
Die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Seitenflächen  ist  in  dem  Quer- 
schnitte angedeutet.  Die  Seitenflächen  sind  positiv,  mit  Ausnahme 
der  Zwillingskante  (A,  C)  und  der  anliegenden  FIftchenstücke ;  es  tritt 
also  bei  diesem  Krystalle  trotz  seiner  im  Verhältniss  zur  Dicke  nur 
geringen  Höhe  auf  dieser  Kante  negative  Polarität  hervor;  dagegen 
sind  die  Nähte  noch  positiv  oder  unelektrisch.  Die  beiden  Endflächen 
ö  P  sind  stark  negativ. 

Krystall  Nr.   37   (Fig.  LXV). 

Der  mit  bräunlichrothem  Thone  stellenweise  imprägnirte  Krystall 
*^^s  Aragonien  gehört  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum.  Er 
'^^  ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  die  beiden  Endflächen  0  P 
^^^gen  massigen  Glanz.  Fig.  LXV  stellt  die  Form  seines  Querschnittes 
^^^.  An  der  brachydiagonalen  Kante  von  C  ist  ein  anderer  kleiner 
''^•"^gonitkry stall  eingewachsen.  Die  Höhe  des  Krystalls  Nr.  37  be- 
^'^St  16,5  Mm.,  die  Dicke  16,7  Mm.   (Verhältniss  1  :  1,01.) 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Seitenflächen  ist  in  dem 
^^^rschnilte  Fig.  LXV  angedeutet.  Die  einzige  überhaupt  vorhandene 
^^v  illingskante  (A,  B)  ist  negativ,  ebenso  wie  die  drei  Nähte,  in  wel- 
^"^^n  sich  A'  und  B,  A'  und  C,  und  A  und  B'  berühren;  der  ein- 
^l^»^ingende  Winkel  zwischen  B'  und  C  zeigt  keine  deutlichen  Spuren 
^^n  Elektricilät.  Die  übrigen  Theile  der  Seitenflächen  sind  positiv, 
*i^  Endflächen  0  P  stark  negativ. 


Der  durch  seine  beträchtliche  Länge  ausgezeichnete  und  den 
Freiberger  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  38  stammt  aus  Aragonien  m 
er  ist  durch  eingemengte  Thonmassen  bräunlich  geförbt,  und  zeigt  ^ 
eine  stark  stängliche  Zusammensetzung,  so  wie  sehr  tiefe  Nähte  aui  m 
seiner  Oberfläche  an  den  BerUhrungssteilen  zweier  in  parallel  ver — - 
schobener  Zwillingsstellung  befindlicher  Individuen.  Fig.  LXV  steilS^  j 
die  Form  seines  Querschnittes  dar,  während  in  Fig.  LXVl  sein  Net^. 
in  halber  Grösse  abgebildet  ist.  Die  beiden  Endflächen  0  P  siiHEu 
eben.  Seine  Höhe  misst  75,4  Mm.,  seine  Dicke  17,0  Mm.  (Ver— — 
hältniss  1  :  0,186.) 

Die  elektrische  Vertheilung  ist  in  das  Netz  Fig.  LXVl  eingetrage 
Die  Zwillingskante  (A,  Bj,  die  Nähte  zwischen  B  und  A',  A'  und 
B'  und  A,  so  wie  der  einspringende  Winkel  zwischen  B'  und  C  sin 
negativ;  die  übrigen  Theile  der  Seilenflächen  erscheinen  positiv,  j 
doch  mit  Ausnahme  der  an  dem  oberen  und  unteren  Ende  gelegenem  x 
Stucke,  auf  welche  (ebenso  wie  bei  dem  langen  ZwillingskrystalB  e 
Nr.  2G)  die  negative  Elektricität  von  den  Endflächen  her  tibergrci 
Auf  den  Endflächen  selbst  ist  die  negative  Spannung  ziemlich  slar! 


Krystall  Nr.  39  (Fig.  LXVll). 

Der  Krystall  Nr.  39  gleicht  den  beiden  unter  Nr.  33  und  *  * 
bescliriebenen;  er  besteht  aus  einer  geringen  Anzahl  von  IndividueiC^i 
deren  Enden  frei  zu  Schneiden  ausgebildet  sind;  sein  Fundort  i^^ 
Jedenfalls  Aragonien.  Fig.  LXVII  stellt  die  Form  seines  QuerschniU^^^ 
dar,  in  welchem  die  elcktrisclie  Vertheilunii;  auf  seinen  Seitenfltiche  ^^ 
durch  Farlu^n  ani^edeulet  ist.  Die  Ausbildung  auf  der  rechten  Seil  ^ 
bei  D  und  IV  erscluMnl  etwas  mangolhafl.  Seine  Höhe  misst  38,  ^ 
Mm.,  seine  Dicke  10,7  Mm.    (Verhällniss  1  :  0,27.) 

Die  durch    die  Einschiebsel  (1  und  D   gespallene  ZwillingskaiA  ^ 
(A,  B)  zeigt,  weil  diese  eingeschobenen  Stücke  nur  schmal  sind,  nocr  l 
negative  Polarität;  eben  dieselbe  lindet  sich  auf  den  Nähten,  in  yn^^' 
chen  A'  mit  B  und  A  mit  B'  zusammenstossen.     Die  tlbrigen  Thcil<' 
der  Seitenflächen  geben  positive  Spannungen. 
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Krystall  Nr.  40  (Fig.  LXVIII). 

Der  Querschnilt  des  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gc- 
iiiirigen  Krystalles  aus  Aragonien  Nr.  40  hat  die  Form  Fig.  LXVIII. 
Seine  Farbe  ist  graulich  und  seine  beiden  Endflächen  0  P  sind  mit 
oiner  graulichen  Thonmasse  überzogen.  Er  ist  16,7  Mm.  hoch  und 
4  8,4  Mm.  dick  (VerhUltniss  1  :  1,10). 

Da  die  Zwillingskanten  zwischen  A  und  B  durch  die  eingescho- 
benen Stucke  D  und  C,    und  die  ZwilHngskante  zwischen  A  und  C 
durch  das   eingeschaltete  fünfte   Individuum  E   weit  gespalten  sind, 
^>€  kann  auf  ihnen  keine  negative  Polarität  erscheinen;  es  zeigt  sich 
auf  den  daselbst  hervortretenden  brach j diagonalen  Kanten  der  betref- 
fenden Individuen  die  diesen  Kanten  entsprechende  positive  Elektricitüt. 
Die  sämmtlichen  Kanten  und  Seitenflachen  sind  also  positiv,  mit  Aus- 
nahme der  auf  den  Flächen  vorhandenen  Nahte,  welche  eine  schwache 
negative  Spannung  zeigen,  und  des  einspringenden  Winkels  (von  1 92") 
zwischen  A  und  E,   welcher   keine  Elektricitat  besitzt.     Die  beiden 
Endnuchen  sind  stark  negativ. 

Krystall  Nr.  41   (Fig.  LXIX). 

Der  Krystall  Nr.  41  (aus  Aragonien)  gehört  dem  Würzburger 
^luseum.  Fig.  LXIXi» stellt  die  Form  seines  Querschnittes  dar.  Auf 
don  Endflachen  0  P  findet  sich  eine  Andeutung  eines  sechsstrahligen 
Sternes,  des.sen  Strahlen  von  der  Mitle  aus  gegen  die  Nahte  und  den 
einspringenden  Winkel  nach  der  Peripherie  hin  mehr  oder  weniger 
geradlinig  laufen.  Der  KrysUll  ist  9,8  Mm.  hoch,  und  16,6  Mm. 
dick  (Verhaltniss  1  :  1,69). 

Auf  den  Seitenflächen  ist  nirgends  negative  PolarilUt  zu  finden, 
weil  der  Krystall  nur  kurz  ist  und  keine  ausgebildete  Zwillingskante 
von  128*  besitzt;  jedoch  nimmt,  weil  das  eingeschobene  Stück 
D  nur  schmal  ist,  die  positive  Spannung  nach  der  Stelle  hin,  wo 
die  Zwillingskante  zwischen  A  und  B  entstehen  würde,  und  ebenso 
gegen  die  Nähte  hin,  in  welchen  die  KrystallslUcke  aneinander  stossen, 
ab,  so  dass  mehrere  der  letzteren  keine  elektrische  Spannung  zeigen. 
Die  Endflachen  sind  stark  negativ. 


Krystall  Nr.  42  (Fig.  LXX). 

Der  von  Bastennes  bei  Da\  im  Dep.  de  Lande  stammende  Kn — ■ 
stall  gehört  der  Freiberger  Sammlung.  Er  hat  die  ob.  S.  396  be- 
schriebene Bildung;  seinen  Querschnitt  stellt  Fig.  LXX  dar.  Die  ein — 
zeincn  mehr  oder  weniger  starken  StHngel  oder  Fasern,  aus  welcher-- 
der  Krystall  zusammengesetzt  ist,  haben  zwar  fast  genau  gleich 
lullnge,  doch  sind  ihre  Köpfe  nicht  in  eine  Ebene  verschmölze 
sondern  die  Köpfe  der  einzelnen  Fasern  treten  als  von  einem  Brachy 
doma  gebiklele  Schneiden  deutlich  hervor.  Aus  ihnen  ergibt  sie 
die  Zusanmiensetzuni'  des  Krvslalles  in  seinem  Innern  als  nn't  d 
Fig.  LXV  nach  Leydolt  gezeichneten  übereinstimmend.  Seine  Höl^  < 
betrügt  31    Mm.,  seine  Dicke  32  Mm.  (Verhähniss  1  :  1,03.) 

Die  SeitenflUchen  sind   positiv,   die  einspringenden   Winkel  urM- 
elektrisch,  die  Endflächen  negativ. 

Krystall  Nr.   43  (Fig.  LXXI). 

Der   Krystall  Nr.    43   stammt   aus  Aragonien    und    gehört  dem 
Freiberger  Museum.     Fig.  LXXI  stellt  die  Form  seines  Qucrschnitles 
dar.     Auf  den  Endflächen  erscheint  ein  sechsstrahliger  Stern;  in  der 
oberen  FlHche  0  P  steckt   ein  anderer   kleiner  Krystull,    dessen  eine 
Seilenfläche    fast    im   Niveau    der  Ebene   0  P    liegt.      Die  Höhe  des 
KrysUilles  Nr.   43    misst    12  Mm.,   die   Dicke    17,3  Mm.   (Verhällniss: 
1  :  1,44.) 

Die  Seitenfluchen  sind  positiv,  zwei  Nahte  unelektrisch,  die  Enil- 
fliichen  stark  negativ. 

Krystall  Nr.   4i  (Fig.  LXXII). 

Den   Querschnilt    dieses   Krvstallos    von    Bastennes   slellt   sei^^^^ 
Form  nach  Fig.   LXXII  dar.     Auf  seinen  Endnuchen  0  P  sind  stt^*'^^' 
förmige  Zeichnungen    sichtbar.      Seine    Höhe   missl    20,3  Mm.,   •ri^'**^^' 
Dicke  25,7   Mm.   (Vcrhiiltniss    1  :  1,20.) 

Die  elektrische  Verlheilung  gleicht  im  Allgemeinen  der  auf    ^'^'^ 
vorhergehenden  Krystalle  beobachleten. 

Kryslall  Nr.  45  (Fig.  LXXIII). 
Die  Gestah  des  Querschnillc^s  des  ebcMifalls  von  BasliMino??  ril*''''' 
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/uenden  Krystallcs  Nr.  45  stellt  Fig.  LXXIIl  dar.  Auf  den  Endlliichen 
erscheinen  sl^jmförmige  Zeichnungen.  Seine  Höhe  betrügt  18,2  Mm., 
seine  Dicke  25,6  Mm.  (Verhaltniss  1  :  1,41.) 

Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  der  auf  den  beiden  vorher- 
gehenden Krystallen  beobachteten. 

Kry stall  Nr.   46  (Fig.  LXXIV). 

Die  Form  des  Querschnittes  dieses  Krvstulles  von  Bastennes  ist 
Fig.  LXXIV  abgebildet.  Seine  Höhe  misst  20  Mm ,  seine  Dicke 
26,5  Mm.  (Verhaltniss  1  :  1 ,32.) 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  seiner  Oberfläche  gleicht  der  auf 
dem  vorhergehenden  Kryslalle  beobachteten. 

Krystall  Nr.  47  (Fig.  LXXV). 

Der  aus  Aragonien  stammende  und  dem  Freiberger  Museum  ge- 
hörige Krystall  Nr.  47  ist  schon  oben  S.  402  beschrieben  worden. 
Er  zeigt  einen  Querschnitt  von  der  Form  Fig.  LVH  und  eine  sehr 
faserige  Slructur;  aus  seinen  Seitenflächen  ragen  zahlreiche  kleine 
Aragonitkryslalle  hervor. 

Infolge  seiner  Zusammensetzung  muss  sich  also,  wie  bei  Krystall 

Nr.  31   Fig.  LVIII,  auf  den  Seitenflächen  negative  ElektricitHt  an  den 

beidea  Zwillingskanten  zwischen  A  und  B,  und  A  und  C   nebst  den 

anliegenden  FlöchenstUcken  und  auf  den  Nähten  zwischen  A'  und  B 

■    und  A'  und  C  finden. 

Der  Krystall  ist  in  einer  durch  die   brachydiagonale  Seitenkante 
der  Stücke  A  und  A'  gehenden  Ebene  zerschnitten.      Diese  Schnitt- 
flächen, welche  polirt    worden    waren,    sind    Fig.    LXXV   abgebildet, 
üDd   zeigen   die    eigenthUmliche    faserige  oben  S    402    beschriebene 
Bildung. 

Auf  den  äusseren  Begrenzungsflächen  der  beiden  Hältlen  stinimt 
die  elektrische  Vertheilung  mit  den  obigen  Voraussetzungen  Uberein; 
die  negativen  Zonen  treten  daselbst  in  grosser  Ausdehnung  und  In- 
tensität hervor.  Infolge  dessen  zeigen  die  beiden  Schnittflächen  fast 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positive  Spannungen;  nur  auf  der  Hnken 
Schnittfläche  fand  sich  oben  noch  eine  kleine  negative  Stelle. 


Krvstiiil  Nr.   48. 

Der  schon  oben  S.  403  nwulmie  Kiysiall  ^l■.  iS  am-  Aragimioiir»-^ 
besitzt  anscheinend  ein  dicliics  Gctfiigc;  \\.  lAt  siolli  die  Form  soi — ■ 
nes  QuerscbniUes  dar.  Seiiir  Hrilic  niisüt  1(>,G  Mm.  tind  seine  Dicke  t> 
20  Mm.  (VerhaUniss  1  :  1,ä.} 

Der  Ki-ystall  war  in  der  UifhUinfi  \<m  dem  ciiis|irinyc>n(len  Win-  — 
kel  links  zwischen  A  and  1)  Ms  zur  Nahl  rcclils  icwiäclieii  A'  und  I 
C  in  einer  ziemlich  ebenen  i-'Iiiche  durrligelirocliun.  Auf  drr  nilu>n  i 
BruchiBSche  sieht  man,  wii-  t^leiclirallä  S.  iO.I  sclion  liervurgeliobuii. 
auch  ohne  Politur  die  Faserbildung,  ähnlich  ww  sin  Fig.  LXXV  diir- 
slellt;  die  Ton  dem  Mittel|>>inkie  seiilicli  verlaufenden  Kascro  irelen  i 
nach  dem  einspringenden  Winkel  zwisclien  A  und  l)  clwas  starker  -; 
,  hervor,  als  auf  der  andern  Seile  na<di  der  Nahl  zwischen  A'  und  C,  hin. 

Da  auf  den  Süsseren  Seilendilc-licn  dieses  Kr^slailes  inrolgc  sei-  — 
ner  Zasammensetzung  die  |>().siti\e  Klekiricitjil  vorherräeht,  so  i<in(l  g-_ 
die  Bruchflfichen  negfOiv,  ail  .Vu;^naliuie  iluä  Stuckes,  anr  welciiein  die  *^. 
stärkere  seilliche  FaserMldunf{  Nich  zeigt,  also  von  der  .Mille  der  Bnioli — .^ 
fhtche  bis  zu  dem  ein^trin^'enden  Winkel  zwiNchun  A  und  l>;  dicM'^^^^ 
Stück  i^  iiuf  beiden  Hallten  positix,  und  zwai'  er\veileri  »ich  '''"*- ^ 
positive  Zone  von  der  Mitte  nach  demjenigen  Rande  der  BruchHarln— ^-^^ 
welcher  in  dem  einspringenden  Winkel  zwischen  A  und  1)  lioe;!,  »-  ^ 
weit,  dass  sie  ungefähr  dii'  ElHiric  dieses  Itande»  etnninnul,  und  a!,-^« 
nur  das  obere  und  imteru  Viertel  dessollien  noch  lutgativ  hluiliC 
Diese  l)eiden  positiven  Zonen  t'.illi'u  beim  Xiiüummunlegi'n  der  )>eiile/f 
Kryslallhülften  aurcinander. 
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Crescunt  dincfplifuie  lerUe  tardeque ,  per  varhs  errore»  $ero 
pervenitur  ad  veritatem.  (hnnia  praeparata  esu  debent  dhUitmo 
et  amduo  Labore  nd  inlroUum  veritatU  novae.  Jam  iUa  certo 
iempori»  momento  dhyma  quadam  neee»$itate  coacla  emerget. 

C.  0.  J.  JACOBJ. 

Ilie  tlurch  eleklrischo  Str()ino  provocirten  Kräfte  können  mit 
Rücksicht  auf  die  Art  und  Weise  ihrer  Wirkung  in  folgende  Classen 
emgetheilt  werden: 

(a.)  die  von  Ampere  (1820)  entdeckten  Kräfte;  sie  sind 
ihrem  Ursprünge  nach  als  elektrodynamische,  ihrer  Wir- 
kung  nach  als  pond eromotorische  Kräfte  zu  be- 
zeichnen ; 
[f.)  die  von  Faraday  (1831)  entdeckten  Kräfte;  sie  sind 
ihrem  Ursprünge  nach  wiederum  als  elektrodynamische, 
hingegen  ihrer  Wirkung  nach  als  elektromotorische 
Kräfte  zu  charakterisiren. 

Dass  das  von  Ampere  selber  für  die  Kräfte  (a.)  aufgestellte  Ele- 
nientargesetz  mancherlei  Bedenken  unterworfen  ist,  und  dass  durch 
solche  Bedenken  das  sich  anlehnende  von  Weber  für  die  Kräfte  (/*.) 
gegebene  Elementargesetz  mitei'scliüttert  wird,  unterliegt  keinem 
Zweifel.  Ich  werde  daher  die  wirklichen  Elementargesetze  dieser 
Kräfte  (a.)  und  (/*.)  einstweilen  als  völlig  unbekannt  ansehen;  ihre 
Auffindung  ist  das  eigentliche  Ziel  der  nachfolgenden  Untersuchungen. 

Die  Voraussetzungen,  auf  denen  diese  Untersuchungen  beruhen, 
siod  ausgezeichnet  durch  ihre  Einfachheit;  und  wenn  auch  von  einer 
absoluten  Sicherheit  derselben  selbstverständlich  nicht  die  Rede 
sein  kann,  so  dürften  doch  (bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  unse- 
rer Kenntnisse  und  Vorstellungen)  schwerlich  andere  aufzuQnden 
seiD,  welche  einen  höheren  Grad  von  Sicherheit,  gleichzeitig  aber 
auch  die  für  den  verfolgten  Zweck  ausreichenden  Mittel  darbieten. 

(1 .)  Die  erste  Voraussetzte^  besteht  in  der  Annahme  des  allge- 
meinen Princips  der  lebendigen  Kraft,  sowie  in  der  Annahme 
desjenigen  Gesetzes,  welches  von  Joule  aufgestellt  worden  ist  für 
die  durch  einen  elektrischen  Strom  hervorgebrachten  Wärmemengen. 


niiler  AnwüiKlmii;  dos  PriQci|);t  lUir  lubcniliyL'ii  KruTt,  sie 
drei  reihiciieu  ladseo,  nämlich  Hut  (;,  (T,  la.  Hieran  schlifssei 
(in  §.  5)  gewisse  Summatione»  und  Transformationen,  welch 
diu  weiter  folgonden  Betrachtungen  von  NuUten  sind. 

äodami  werden  von  mir  (§.  6,  7)  die  boidoQ  lnlogr> 
sotzu  zur  Anwcnduug  gebraclit,  und  zwar  in  der  Wcii«,  du 
gewisiicir  Spccialfali  des  einen  GuäClzuM  als  Vuhicul  zur  wuf 
Entwickeluat;  der  Theorie  dient,  hingegen  alles  nhrigo  in 
beidun  Gosetzen  enthaltene  Material  als  (lonlrole  benutzt  win 
l'ruriing  der  gefundenen  Resultate.  Hiebei  redueiren  sich  die  i 
kannten  Functionen  q,  (7,  a>   auf  eine,   niinilich  auf  to. 

Nunmehr  künnon  (§.  8)  die  für  die  Krötle  (ö,)  und  [f.)  ( 
tonen  Formeln  uamlicli  die  diosca  Kräften  zuzuschreihonde» 
menlargcsetze,  abgesehen  von  der  noch  unbekannten  Functic 
in  völlig  bestimmter  Fassung  ilargelegt  worden. 

Es  handelt  sich  endlich  (§.  9)  um  die  Ermittelung  der  Kur 
w.  —  Das  in  den  beiden  Integralgesetzon  enthaltene  Q  (das 
nannte  Potential,  bezogen  auf  die  Strouieinlieit)  ist,  in  Folge  i 
riiuenleller  Untersuchung,  seinem  analytischen  Ausdrucke  nuci 
Sicherheit  bekannt  für  den  Fall  belrili'hll  ichcr  linlfornungen. 
Kennlniss  führt  zur  Bestimmung  von  o>,  selbstverständlich  wied 
nur  für  den  Fall  belrStchtlicher  Entfernungen.  Bei  Substiluttot 
in  solcher  Weise  für  'o  erhaltenen  Werthes  wird  das  den  Krtiflei 
entsprechende  Eleraentargesetz  identisch  mit  dem  Ampere'si 
Gesetz,  wahrend  gleichzeitig  das  den  Kräften  (f.)  entsprec^ 
Elemeatargesetz  identisch  wird  mit  demjenigen,  zu  welchem  icl 
reits  bei  einer  früheren  Gelegenheit  auf  anderem  Wege  gelangt. 

Schliesslich  theile  ich  (§.  10)  gewisse  Resultate  mit,  zu  t 
man  durch  Anwendung  der  gefundenen  Elemenlargesetze  auf 
perliche  Leiter  gelangt,  —  Resultate,  welche  ausgezeichnet 
durch  ihre  Einfachheit,  und  als  Verallgemeinerungen  der  von  mc 
Vater  fUr  lineare  Leiter  aufgestellten  Integralgesetze  anget 
werden  können. 

Der   vierte  Abschnitt  enthält  eine    mit  der   des    vorhei^hf 
Abschnitts  im  Ganzen  parallel  fortlaufende  Untersuchung,    von 
verschieden  durch  etwas  andere  Grundlagen.   —  Jn  neuerer  Z( 
nämlich  der  Gedanke  aid'get^iucht,  dass  die  gegenseitige  pondei 
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lorische  Einwirkung  zweier  elektrischen  Stromelemente  möglicher- 
weise nicht  nur  in  gewöhnlichen  Kräften,  sondern  daneben  viel- 
leicht auch  in  gewissen  Drehungsraomenten  l>cstehen  könne. 
Einer  solchen  Möglichkeit  entsprechend  bedürfen  alsdann  die  den 
ponderomotorischen    Wirkungen    (a.)    zuzuschreibenden    Grundeigen- 

« 

schallen  einer  etwas  anderen  Fassung,  während  die  Grundcigen- 
schaflen  der  elektromotorischen  Einwirkungen  (f.)  dieselben  bleiben, 
wie  früher.  Es  erschien  mir  nun  von  Interesse  zu  sein,  diejenige 
Theorie  zu  entwickeln,  welche  sich  ergiebt,  wenn  man  die  Voraus- 
setzungen (1.)  und  (2.)  ungeändert  lässt,  die  Voraussetzung  (3.) 
hingegen  in  der  angedeuteten  Weise  modificirt. 

Diese  Theorie  führt  hinsichtlich  der  Wirkungen  (a.)  und  {f.)  zu 
zwei  Elementargesetzen,  welche,  bezogen  auf  den  Fall  beträcht- 
licher Entfernungen,  noch  behaftet  sind  mit  einer  unbekannten 
Constanten  k.  Uebrigens  ist  die  Gestalt  der  beiden  Gesetze  eine 
abschreckend  complicirle.  Auch  zeigt  sich,  dass  eine  wesentliche 
Vereinfachung  nur  in  dem  einen  Falle  eintritt,  dass  man  jener  Con- 
slanlen  k  den  Werth  ( —  1)  zu  Tlunl  werden  lösst.  Alsdann  aber 
werden  die  in  Rede  stehenden  beiden  Gesetze  identisch  mit  den- 
jenigen, zu  welchen  der  vorhergehende  Abschnitt  hingeleitet  hat. 

Erster  Abschnitt. 

Ueber  eine  gewisse  Classe  von  Integralen. 

§.  1. 

Priil  irni  niiricn. 

Kino  geschlossene  C.urve  mag  im  Folgenden  kurzweg  mit  dem 
Namen  Ring  bezeichnet  werden.  Auf  einem  gegebenen  Ringe  wollen 
W  uns  jederzeit  auch  eine  bestimmte  Umlaufsrichtung  festgesetzt 
denken,  in  welcher  (von  einer  feisten  iMarke  aus)  die  Bogenlängen  zu 
rechnen,  und  gleichzeitig  auch  die  Integrationen  auszuführen  sind. 
Die  Bogenlängen  zweier  (in  dieser  Richtung)  aufeinander  folgenden 
Punkte  mögen  mit  s  und  *•  +  Ds.  ihre  Coordinaten  mit  x^  y^  z  und 
x-k-  Dx^  y  +  Dy^  z  +  Dz  bezeichnet  sein;  zugleich  sei 

fi  \  Dx     Dy^ P  ^  , 

l'v  Ds     ~  '  Ds  ~°'  Ds   —    '      • 


SO.  datts.alsQ  A,  ,8^.  r  .diie!.,  RichliijiigacQsidus    ij^ij 

vojr^tellw- .  .'.-.    ,.  -  ..  :•■'  K-^-;  t-'--v-   <■-■:  ■■ 

„,$ind  itwai  Riiic;e.  {<)  wd  («)  igegdwDf^,  «Mi  aiia^  Oti-VäA  f  Ün 

irijp^Dd  zw«.  «Blemeole,  denwtoe»,,  ao.  mOffln  dfe^flochplrt**  «^vt^j 

/ift,  «  io  derBettien.Bedeutiuif;  wie  bigi  Anap^e 

I$6  sei  «ttmlicb:  «      :         .t*-  i^.fi 

'     ■'       r>^  fit'günseilifie  Kntt'prniinft  ilfir  Klemeiilp  Ob,  /)»(,; 

(qt.)    -  ^,  ^  (lit;  Winkel,  iinl^i'  welrhen  0»,   Oki  j^ontfigl  sind  ge^etf* 

die  Richtung  r  '//»i  —*■  Dt): 

''^'der  Winkel,   den  Oh  und  Üsi  mit  einander  uin8chli(w<Gn. 

f&nuST,  wei-de  geselzt:  "'  ?:* 

,  Diese  .Gi-össen  r,  d.  *i,  f  oder  fl,  6,  Ö,.  E  mögen  kurzweg 
de  den,  ballen  Elementen  enläiirechenden  Ampere'schen  ArgQ- 
nvBute  bi^iuen. 

,  DiS<nwixirt  man  die  GnttemuDg  r  nach  h  und  »i ,  il.  i.  lütch 
d^  Bi^eiiUl^eD  ihrer  beiden  Endpunkte,  ao  erhalt  mau  dif  tKikano- 
toa.RelatioMa: 


(*-; 


brhr 


-e„ 


'"SSi, 


5=66,  — E, 


Sre, 

-«»«., 

Mi« 

—  »Jiee,, 

ss^  — 

—  SE.  ■ 

Ist  /'  irgend   eine  Function  von   r ,   so   mögen   die  Differential- 
quotienten  von  f  nach  r  mit 

(s.a)  r,r,r,--, 

andererseitti  aber  die  nach  R  genommenen  Differentialquotienten  ni' 

(5.b)  f,  /■",  r.  •  ■  ■  ■ 

bezeichnet  werden ,    so  also  z.  B.   zwischen  f  und  /''    die   Relatio" 
stattfindet:  f"^  trf^. 
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§•  2. 

Tebcr  diö  Transforiiia  lion  von  R  i  n^-l  lUegralen  in  Flarhen- 

I  iilej^riili». 

Sind 

hf^liebiüie  Fiincticuien  der  ("oordinalen  .r,  ;/,  z,  so  kann  das  über 
ii'i;end  einen  Ring  (geschlossene  Curve)    erstreckte  Integral 

siUDx  +  VDy  +  WDz] , 

nüch  einem  von  H.  Hankel "")  aufgestellten  Satz,  umgewandelt  wer- 
cltiD  in  ein  anderes  Integral,  welches  sich  ausdehnt  tiber  alle  Ele- 
tiiente  Üot  einer  von  dem  Ringe  begrenzten  Flache.  Diese  Umwand- 
ItiDg  druckt  sich  aus  durch  die  Formel: 

Dabei  sind  linker  Hand  unter  />.r.  ß;/,  \h  die  rechtwinkligen 
Projectionen  des  Elementes  \h  des  gegeJ)enen  Ringes  zu  verstehen; 
andererseits  repi-ösentiren  a^  [i^  y  die  Richtungscosinus  derjenigen 
aiif  Bot  errichteten  Normale ,  welche  zur  Richtung  Dh  ebenso  liegt, 
wie  die  ^ Achse  zur  ay Rieht ung.  ^"^  —  Die  Formel  f6.  kann  Ubri- 
f?6ns  für  gewisse  Zwecke  bequemer  auch  folgendennaassen  ausge- 
drückt werden. 


'=  H.  Hankel:  Zur  all^.  Theorie  der  Bewegung  der  Klüssig- 
^«ilen.  eine  voü  der  plniosopln:ichen  Facultat  der  Georf?ia  AuRUsla  am  i.  Juni 
'^6|  gekrönte  Preisschrift.  Göttingen),  daselbst  pag.  35. 

Ein  etwas  anderer  Beweis  für  diesen  Satz  ist  von  mir  gegeben  worden  in  meiner 

"T^heorio    der    elektrischen    Kräfte«     'welche   demnächst    im   Verlage    von 

'«uboer  erscheinen  wird)  ,   daselbst  pag.  88.    WiMin  ich  Hank  eis  Namen  dort  nicht 

^^*^'a1iDt  hai>e.  so  findet  solches  darin  seine  Krklärung ,   dass  ich  Jenen  Satz   [den   ich 

^^t   langer  Zeit   gefunden    und    in    meinen    Vorlesungen    beimtzt   habe)    als    mein 

^^genthum  betrachten  zu  dürfen  glaubte.    In  der  That  bin  ich  erst  ganz  neuerdings 

^^^^  die  betreffende  Stelle  der  Hankel'schen  Schrift  aufmerksam  geworden. 

'*•    Denkt   man  sich    um    den   Anfangspunkt    des  (iOordinatens>stems    in    der 

jyEbene  eine  Kreisperipherie   besclirieben ,   und  längs  dieser  Peripherie  einen  Punkt 

in  Bewegung,   welcher  \on  der  positi>en  jr  Achse  ausgehend  nach  Durchlaufung  von 

^ö'^  zur  positiven   t/ Achse  gelangt  ,  so  soll  die  in  solcher  Weise  dcfinirte  Bewegungs- 

/ichtung  kurzweg  die  xj/ Richtung  genannt  werden. 


Enitr  Salt.  B>  Ul: 

(7.)'  ,  >xtfJte.+  Tos*  wni]-  f[^+._^':f^^,fl^,.^  _ 

'WO  alsdann  j^,  r,  ^  diesymbolisohenBedeatihigeBhaSri 

dabei  repraBentiren  A«  ein  Blefaeol  d(;i  vom  Kingp  t»-'- 
gf0ttz<i0ll''FCVt!fi«y'bBd"afV  /9i  y  die  ,Ui<:litting8cosinuR  d«r- 
jMigdf' aiif  >-i>«' WirPättetötf  Noribale,  wnlche  Kur  UmUufi 
rtMkrftttii  döij  lEliilre'a  «b«tiso'  Uvf^-,  wie  diu  zAcUe  «< 
«yRiebtung.  ' 

Bringt  man  die  Formel  (6.)  oder  (V;).  siait  auf  l'.  V,  W 
ber,   aOt  s^>'sJ*  ^  in*  Anwendoj^,  so  golaagt   man    tstrfbrl    ^ 


,/.  JÖie  f  örinel  (7.)  bleibt  ricbüg^  weuk.iMkai'»^ 
.b^49«;SeitQii-,.an^r  .dem  lotegralzeiclie«.,D«cii.«  id»^4^' 
sirt,  biebei  aber  «»ß^jr  als  Coostanten  behand«llr^  Uitl^'' 

eher  Weise   darf   aalUrlich   nach   y  oder   z,    oder    mehrmals 
hiolereinander  D^ch  j;,  j/,  z  differenzirt  werdeo. 
Zusatz  IL   Das  Integral 

^'[VDx  +VDy+  WDz] 
ist  immer  Null,   sobald  U,   V,   >V  Conslanleu  »Ind. 
Sind  nun  ferner: 

L^L{x,y,z,  x,,y,,z,). 


Pt=P{x,y,z,  St,  j/i,  zi), 
(?=*(?{*,  y,  z,  a^i,  j/i,  Zi), 


beliebig  gegebene  Functionen  von  den  Coordinaten  zweier  PunW'f- 
x,yt  z,  Xi,  y\,  z,,  so  kann  das  über  irgend  zwei  Ringe  («)  und  ('" 
hioerstJ'eckle  Integral: 

;L^S[LDxDxt  +...-§.  PlhjDz,  +  QDzlhji  +....] 
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üer  analogen  Transformation  unterworfen  werden.  Dabei  mögen 
Qter  dem  Zeichen  im  im  Ganzen  neun  Glieder  gedacht  werden, 
nkprechend  den  Combinationcn 

DxDxi^  DyDxi^  DzDxi^ 
DxDyi ,  ByDyi ,  DzDyi , 
Dxüzi ,       DyDzi ,       DzDzi ; 

dass  also  die  Anzahl  jener  gegebenen  Functionen  L ,  . .  . ,  P,  (?, .  .  . 
»enfalls  gleich  neun  ist.  —  Der  grösseren  Uebersichtlichkeit  willen 
Uten  wir  das  Integral  an  durch 

V2i[{UUijüxDx,  +  .  .  .  +  [VW,)üyDz,  +  {WV,)Dzüyi  + ] ; 

dass  z.  B.  L  bezeichnet  ist  durch  das  Symbol  {Ulli) ,  ebenso  JP 
rch  (FWi),  u.  s.  w.  —  Solches  festgesetzt  führt  eine  zweimalige 
iwendung  der  Formel  (7.)  sofort  zu   folgendem  Resultat. 

Zweiter  Salz.    Es  ist: 

)  £2\{UUi}l)xDxi  +  .  .  .  +  {VW,)Dyl)z,  +  (»VV,)I>z%  +  ...]  = 

^  ^'  1/'  Ä    »"^'   A  '  Ä^'  Aai  ^*^^'  Bedeutungen  haben: 

Aac  ~  '^äa  ~  y  02/  '  Ax^  ~  P^  hzi        ^*  Öl/,  ' 

A  b  ^h  A  ^i?^ 

er  repräsentiren  Dw  und  Ihoi  zwei  Elemente  der  von  den 
2iden  Ringen  begrenzten  Flächen,  ferner  a,  /5f,  y  und 
)  /^ii  ;^f  die  Richtungscosinus  derjenigen  auf  Dio  und  Dcui 
richteten  Normalen,  welche  zu  den  ümlaufsricblungen 
er  Ringe  ebenso  liegen,  wie  die  zAchse  zur  a;yRichtung. 

in  ahnlicher  Weise,  wie  bei  (7.)  ergiebt  sich  auch  hier  ein 
Qlsprechender 

Zusatz  L  Die  Formel  (9.)  bleibt  richtig,  wenn  man  unter 
em  Integralzeichen  auf  beiden  Seiten  nach  oj,  y,  z,  d?i,  yi,  Z\ 
beliebig  oft)  differenzirt,  falls  man  nur  bei  einer  solchen 
Operation  die  Grössen  a, /?,  y,  «i,/?i,yi  wie  Constanten  be- 
handeil. 


«.) 


it:r^:-'JmttHittL    Uaslaiugral    '.).)  w'wti   iiiiiiicr 
(BDI),/«  .•  i  tiVW,),  {WV,} j  -Unimre  KuuiUi.uuii 


8:,?^ 


ü«b«r  gewiss«  Intflgrsle;.  wolcblB'flbbSii^B*Voa  i 

1.    ■(  ,    ,     ..,  ,r    JMl»»?l.  ;,    ;.       '.x,,,; 

'    ''   Fdr  mMMiebiggflgeteiie  FMeüanen      "'   " 

.      ■'  *    "'  0  =  0(iC.'»,  »,'«i,  Ji.  "l)     "" 

MH~oiM>ir'  jednieii'  die  FoiUmI  attODodat:'        '^■ 

m 

Bs  mOgea  tfbdich*  (ebenso  wie  iHidker)  b,  t/,  i  und  a,  j/i 
lenkte  xvnM|Pr  ^iMUebig  SBgefaMen^'NflK^,  tmrl  x  nm\  m,  iht-c  Bogen-' 
testen  Tontdlen.  Aw  (14.)  toif^  durch  Inlegration  über  heid^' 
Rmge  miiott: 

Nimmt  man  fUr  P  die  Werthe:  i*=  i ,  Paea:  — «i,  P«y*i— rsfi. 
so  erhftlt  man  successive  die  Formeln: 

wo  A,.6,  r,  A,,  B, ,  r,   die  Richtungscogiaus  von   Dg,  n$i   rorslel)^'^' 
Sind  nun  r,  &,  tt,,  *,  fi,  9,  e,,  E  die  Ampere'schen  Ai^inei^'* 
för  Ö»,  D«i    (2.},    und    bezeichnet   f  eine    nur  von   r  aM]llngen^EP*< 
Fanction,  so  wird  [vergl.  (5.)"i : 

df  ,.|  Sfi 

äi  —  I  Ts- 


also 

mit 

Raclisicbt  auf  (i.) : 

w  _ 

■  kHf'ee, 

_2/-. 

E 

Elektrodynamische  Untersit.hlingen.  429 

<iii  also  in     13.'  für  Q  <lio  Function  j\    so  gelangt  man  zu 

I  I    Hesiiitat  : 

i0*r  Salz.     Kür   jede    Function   f^s^pr,     und    für  jedes 

II  Ringen  geltiMi  die  Formeln: 

"ee,  x  —  x.lhDH,  =  —  yyßfE[x  —  xi]D8l)si. 

Ä<rationen  In'nerstreckt  über  zwei  beliebig  gegebene 

€^r    Satz,     Für    jede    Function   f  ss  f[r     und    für    jedes 
»^     Riniij:en  gilt   die   Formel: 

'    ,   T  die  Bedeutungen  haben: 

^  =  (iiy  —  ßy\, 

tl  «,  ^y,  y  und  «i,  /^, ,  /i  die  Normalen  von  Do)  und  flf'i, 
früher     10.    angegebenem  Sinne  bezeichnen. 

'Weis.     Das  vorgelegte  Integral 

J  =  :ti'fDynz,  —  nzjyyx 

durch  Anwenduns:  der  Formel    ^9.)    die  (le.stalt  an : 


rgiebt  sich  nach    ilO.»   sofort: 
^eil  f  nur  von  r  abhüngt : 

Aviv   =    -   «1  (/öxäV  -  ''bibyj  -^  /^»  (./S^^  — «57da  j 


Ay    _       _dy 

AyAsi  ^ 


dy     .     ö  /^      ÖA  bf  a  ^f\ 


*  ■  ■ 


««* 5i5  -^  öC/'y^aL  -  y*«S  -^  «^S 


Aos  diesen  Formeln  aber  (q^,  divtfb  SqbtFactiQjn  ijttHlJttil  flW*fPI|e 
der  Bezeichnungen  ^^  o,  r  (46.)  sofort: 


■»■»^'-v'*. 


;'*»'>ijfcpslr.  ;^Sdll  'feine  nooH    uiib^kann'te^  Fnnöttonvif  «il/Yit 


*a7  '• 


von  solcher  Beschaffenheit  sein,  da«s  daiä  Integral. 

(4^1)»,    i.w    in  ..     .  >  'SJef{BffDi^i*^  Dtßjft)    ^'  •       •'-^..  '^^"  ^ 

fUr  jede»  bdiMge  Paar  von  Ringen  verschWindei,  so  ist  er* 
for«»i^liaJi  iifid  atif  r««ebieii4r^«s«  /*  tiM*  QoiiiWHl^iiiL    <  > 

Bewe  i  s.  Nehmen  wir  a^D»  .das  Iqte^  (i  7,),  ypr^^W^^  ftP  Wr 
des  beliebige  Pijiar  von  Riqgen,  üso  z.  B.  aach  fbr  xv»ei  os- 
endlich  kleine  Ringe.  Alsdann  folgt,  dünoh  Anwendung  derTilPlf* 
ftrmation  (46.),  dass  der  Ausdruck 

Null  ist  für  zwei  beliebig  im  Räume  zu  wahlende  FiacheieieiiMto 
Dio  und  Dcoi.  Diesen  FlUcheneleiuenten  können  wir,  nachdem  ihre 
Orte  im  Räume  willkührlich  gewählt  sind,  solche  Stellungen  geben, 
dass  von  den  Grössen  p,  o,  t  (16.)  die  beiden  letzten  Null  sind; 
somit  folgt 

In  analoger  Weise  erhält  man  im  Ganzen  die  drei  Gleichuhgea: 

da;^  '         bxdy  '         bxbi 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  sofort: 

/  =  Const. , 

oder  weil  /'  lediglich  von  r  abhangt: 

f  £z^  =  Const. 
Dieser  Gleichung  aber   kann,   weil  die  Orte  von  Dta  und  Dwi  wilr 
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'\Nalill    werden    durften,    mithin  x  und  X\    von    einander 
^      srin  dürfen,  nur  dadurch  Genüge  geschehen,  dass  man 

/*  =  Const. 

^^ie  Annahme,    das  Integral   (17.)    verschwinde   für  jedes 
5  ^-   Paar  von  Ringen,  zieht  also  als  nothwendige  Consequenz 
^^    die  Formel :  f  =  Omst. ;  w.  z.  z.  w. 
^^fier  Satz.     Für  jode  Function   f  =  f{r)    und    für  jedes 
^n  Ringen  gilt  die  Formel: 

'  \  -{ir  +  i  Rf")  {•«>,+ ß/i,  +  rr,)l 

bezeichnen  />w  und  I)wi  die  Elemente  der  von  den 
n  Ringen  begrenzten  Flächen,  ferner  «,  /S,  y  und 
,  y\  die  auf  /)o>  und  Don  errichteten  Normalen  in  dem 
•  (10..  angegehiMiem  Sinne.  Endlich  stehen  f,  i^,  f  zur 
zung  für  X  —  Xi ,  //  —  j/i ,   z  —  Zi . 

T  Beweis  ergiebl  sich  unmittelbar"^)  durch  Anwendung  der 
'inen  Formel  (9.) ;  denn  «las  hier  zu  behandelnde  Integral 
')sl)s\  kann  ausgedrückt  werden  durch 

yyfiDxDx,  +  %%,  +  DzDz,), 

3merkung.  Die  Formel  (18.)  kann,  wie  Beltrami  *^)  ge- 
at,  in  folg(Mi(le  el(\i>;ant(»re  Gestalt  vei'setzt  werden: 

2'2yEas/Av,  =  -  2' N-  [^%^  +  A/- .  cos  {v ,  v,)]D,oDu>t , 

md  P\  die  durch  «,  /^,  y  und  ofi,  /?i,  yi  determinirten  Rieh- 
bezeichnen, und  wo  andererseits  A/'  zur  Abkürzung  steht  für 

i!  +  a  2  •  —  Ninuut  man  in  (19.)  für  f  die  specielle  Function 
erhalt  man  die  bekannte  Formel: 


d^  1 


^.yEDsDs,   ^  _  ^,^,       r    jy^^^j^ 


di'd 


>'i 


'Cöi 


)ie  nähere  Ausführung  des  Beweises  fniüet  man  in  meiner  »Theorie  der 
sehen  Kräfte«  pag.  91. 

teltrami:  Sui  principii  fondamentah  deUa  idrodinamlca  razionale.    Bologna, 
ag.  45. 


.(tt  4  1...-.-.::.   Cuoi  Nimnax, 

/■wate  /.    Soll  eine  noch  unbekanate  Punotioa  fmf(rj 
von  «olcber  Bescbvffenheit  sein,  ilaitfi  ilaK  Integral       V  » 

iiir  Udmidn^igePMp  yoaiiinßen  versehe  imlci,  sei  isi  tirlW-l 
d'ertich  und  ausreichend,  dass  jf  eine  Cnnstanie  \s\. 

Von  diesem  Er^bniase  aus  geluigt  man.  nnif^r  Anwpndiiiig  <lt'i 
emäi  Kännel'  (ii.),  leitet  m  folji^eoden  weilfiPii  /iis»t»>n 

Awote  //.  Soll  eine  noch  unbekannt«'  Fuiu-iinn  f  =  -i ' 
VOf^.^olcfiel^Bäs^iifrenh'äit-s^in.  da««  das  Inioi^ial 

niV'j^fer'6«Ael)^  ^aair  von  Ringen  versch  windet,  so  ist  iTfor- 
deflic^ 'und  ausreichend,   dass  qp,  identisch  mit  Null  ist. 
"~ '    Arndt  ' In. '  Soiliin    zwei    noch    nnbckiiiiiitc    Kiiiu'iii)n''ii 

^im^r)  and' v*  ■*  ip(r)  von  solcber'BescIuUTi'iilicii  sei»,  dii'" 
das  Integral 

fnr ' jede»  bdi^ige  Paar  von  Ringen  verscbw  riulci.  so  isi  err^r- 
derlich  und  ausreichend,  dass  ff,  ^  duicli  diu  Uelutiou 
(23.b)  fp  =  np 

mit  einander  verbunden  sind. 

Die  Vormel  (18..  darf"  auf  beiden  Seiten  unter  dem  Int^'" 
zeichen  nach  a;  Hifferenzirl  werden,  falls  man  nur  bei  Ausführung 
diesw  Operation  «,  ß,  y  und  «i,  ^i,^  y,  als  Constanle  behande"- 
Somit  ergiebt  sich,  dass  für  jede  Function  f  =  f[r.  und  jedes  f*^ 
von  Ringen  die  Formel  stattfindet : 

.if"it;aa  +..■  +  V"«,  «1  +. .  .;\ 
[U.)   ^'^■iflEDsÜ»^  =  ^'v+S/-'» ;«!  +  ...  («,f +  ...  f'        ito***- 

'— (l6/'"  +  8/i/^"-    <«(,  +  ...  --  ) 

')  in  Brlrc'ir  r-iiier  iinsfiilirlichemi  B.'Kiiimliinu  iI.t  Säue  lil.  uimI  (M-»''' 
verweise  ich  auf  meini' «Thenrif  der  eieLI  lisrheii  K  rü  ft  m  ,  |mi(£.  9i  hihI« 
Gleichzeitig  sei  hemertt .  dass  die  Wilze  >*(,)  und  (iS.  als  Specinlflitle  des  Si«" 
(»3.a.  b    aiirgefasKl  werden  künneu. 

"i    Wie  aus  einer  frÜUemi  Üemeitimg    Ziisal/,  \,ag.  ii7    uumilielbar  folgt. 
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Subsüluirt  man  linker  Hand  für  f  seine  eigentliche  Bedeutung  x  —  j?, , 
und  setzt  man  ausserdem  2/**  gleich  y,  so  gelangt  man  zu  folgen- 
dem Resultate : 

Sechster  Satz.     Für  jede  Function  y>  =s  (p[r)    und    für  jedes 
Paar  von  Ringen  gilt  die  Formel: 

io.    y^\pE[x  —  xi)  DüDsi  =  y^    +  49)" («f  + . . .)  (aif +. .  .).4/>w/><öi  , 

[_(8(;)' +  4%")  (««,+... )|J 

H'o  öw,  Dcoi,    a,  /?,  y,    «t,  /?!,  yi,    f,  //,  f   dieselben  Bedeu- 
tungen haben  wie  in   -AS.). 

Wir  wollen  annehmen,  die  Function  qp  wUre  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  das  Integral  (25.)  für  jedes  beliebige  Paar  von 
Ringen  verschwindet,  also  z.  B.  auch  verschwindet  für  zwei  unend- 
lich kleine  Ringe.  Alsdann  folgt,  durch  Anwendung  der  Transfor- 
mation (25.),  dass  der  Ausdruck 

29>*«(«if  -♦-...)+  2y^ai  ,af  -♦-...) 
•+•  4qp"(r«f  -♦-  .  .  .)(ai|  +  .  .  .)f 

—  (8(/)'  +  4  V')(««i  +  •    O^ 
\erschwindet    für    zwei   beliebig    im   Räume    zu   wählende   Flächen- 
elemente Dwy  Dwi,    Dieser  Ausdruck   reducirt  sich  aber,   falls   man 
die  Flächenelemente   gleich  weit  von   der  j/z  Ebene  entfernt  annimmt, 
.njilhin  ^  zu  Null  macht,  auf  seine  erste  Zeile.     Somit  folgt,  dass 

y^  =  o, 

«nd  also 

(f,   ==  (]onst. 

s^in  muss.   —  Es  eigiebt  sich  daher  folgender 

Xusatz,    Soll    eine    noch    unbekannte    Function    tp  =  (/»(r) 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,   dass  das  Integral 

26.;  :t'y(pE(x  —  x^)DsDsx 

für  jedes  beliebige  Pnar   von   Ringen    verschwindet,    so   ist   er- 
forderlich und  ausreichend,  dass  (f  eine  (lonstante  ist. 

Wir  wollen  die  Formel  (25.)  zu  verallgemeinern  suchen,  *)    in- 

*)  Diese  Betrachtungen  {il.)  bis  (35.)  sind  für  das  Ver-standnisH  der  vorliegen- 
leii  Abhandlung  nicht  erforderlieli ,  sondern  nur  der  Vollsrandigkeit  willen  auf- 
:eriomnicn. 

Abhandl.  d.  K.  S.  (;e««llMh.  d.  Wisüeiiscb.   W.  *^0 
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fUr  jedes  beliebige  Paar  von  Rinj^en  verschwindet,  so  isl  « 
derlicli  iind  ausreichend,  dasss  ^,  f  dureli  die  Relatio 
(23.b)  9)  =s  n/»' 

mit  einander  verbunden  sind. 

Die  Formel  (18..  darf'*"  auf  beiden  Seiten  unter  dem  IdI 
zeichen  nach  x  differenzirl  w eitlen,  falls  man  nur  bei  Ausfü 
dieser  Operation  u,  (iy  y  upd  ui,  fit^  y,  als  Constaote  behf 
Somit  ergiebl  sich,  dass  für  jede  FimclioD  /' =  fir  und  jede» 
von  Ringen  die  Formel  slattßndet : 

M'\ttii  +..  +  i/"«,  »5+.  ..;\ 
[U:,    Js'i'2/"'fEi>s/J*,  =s  ^•^|+8/'"' «e-  +  ...  ,«,.'  +  ...  p       jfl 

'_;;i6/-"  +  8Ä/^";:  ;«»,-*-....-  ) 

*)  In  Bpirolf  eiiu'i-  ^iusriilirlich«iiMi  Ui-Kniiiiliin{{  ih-r  SHI/e  (H.'  utmI  [i: 
verweiM  irh  nur  meinn  "Tlipnrli-  dfr  elekl  lischen  K  rä  fl  e«  .  patt.9(i 
GleichzeitiK  sei  bemertl.  das,s  die  Awze  lil.j  und  {iS.;  als  SpecidltSIle  des 
(13.0.  b'  aiirgefasRl  «erden  kSnuen. 

"}    Wie  aus  einer  rrillietiin  lloineiiuiiK    ZushIz,  \ia^.  ki7;  unmiUelbtii'  fol 
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istituirt  man  linker  Hand  für  f  seine  eigentliche  Bedeutung  x  —  x\^ 
\  setzt  man  ausserdem  2/**  gleich  y,  so  gelangt  man  zu  folgen- 
m  Resultate: 

Sechster  Satz,  Für  jede  Function  y>  =  (p[r)  und  für  jedes 
lar  von  Ringen  gilt  die  Formel: 

0  öw,  ßwi,  «,  /9,  y,  «1,  /?!,  yi,  f,  ij,  f  dieselben  Bedeu- 
ingen  haben  wie  in   '18.). 

Wir  wollen  annehmen,  die  Function  qp  wäre  von  solcher  Be- 
•haffenheit,  dass  das  Integral  '25.)  für  jedes  beliebige  Paar  von 
ingen  verschwindet,  also  z.  B.  auch  verschwindet  für  zwei  unend- 
^h  kleine  Ringe.  Alsdann  folgt,  durch  Anwendung  dei*  Transfoi- 
alion  f25.'i,  dass  der  Ausdruck 

-f-  4y"(«^-i-  .  ..)(«!&  +  .  .  .)f 

—  (8y*  +  4ßy")(««»  +  '  "]^ 
?rschvvindet    für    zwei   beliebig    im   Räume    zu   wählende   Flächen- 
?mente  Öcö,  üwi.    Dieser  Ausdruck   reducirt  sich  aber,   falls   man 
^  Flächenelemente   gleich  weit  von   der  i/:^  Ebene  entfernt  annimmt, 
thin  ^  zu  Null  macht,  auf  seine  erste  Zeile.     Somit  folgt,  dass 

9.'  =  0  , 

1  also 

(fj   =  (]onst. 

n  nmss.   —  Es  ergiebt  sich  daher  folgender 

Zusatz.  Soll  eine  noch  unbekannte  Function  y  =  (p{r) 
11  solcher  Beschaffenheit  sein,   dass  das  Integral 

5.;  2:y(pE(x  —  Xi)l)sDsx 

r  jedes  beliebige  Pnar   von    Ringen    verschwindet,    so   ist   er- 
►rderlich  und  ausreichend,  dass  (f  eine  konstante  ist. 
Wir  wollen  die  Formel   (25.)   zu   verallgemeinern  suchen,  *)    in- 

*)  Diese  Betrarhdingen  (17.)  bis  [Wö,]  sind  für  das  VorstUndiiisH  der  vorliegen- 
I)  Abhandlung  niclil  erforderlirb ,  sondoni  nur  der  Vollständigkeit  willen  auf- 
lomineri. 

AWaiirll.  d.  "k.  s.  «esrlUrh.  d.  Wisseiisch.    \V.  «^0 
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Somit  ergiebl  sich,   dass  für  jede  Fimclion  /  =  [{r}   und  jedes  PMT 
von  Ringen  die  Formel  siattündei : 

•j  In  Belrclf  einer  itusfülirlicheri-ii  Bi'HiiiiKluiijj  der  SSlzP  111.'  um)  [i3.a,  b) 
verweise  irh  luif  nieiii»-  «Tlieorii'  der  <■!  pk irischen  K  rafiet,  pag.  91  uml  9J. 
Gleichzeitig  sei  bemerkt,  Jaa.s  die  SUtze  \i\.}  und  (IS.)  aJB  SpeeinlffiHe  des  Saiies 
(O.a.  b'  aiirgerassl  werden  künDeii. 

*")    Wie  aus  einer  fruheivn  fiemeiktiiis    ZushU,  pag.  ti'j  unmiUelbar  folgt. 
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Subslituirt  man  linker  Hand  für  f  seine  eif2;enUiche  Bedeutung  x  —  xi^ 
und  setzt  man  ausserdem  ip  gleich  y,  so  gelangt  man  zu  folgen- 
dem Resultate: 

Sechster  Satz,     Für  jede  Function  (p  =  (p[r)    und    für  jedes 
Paar  von  Ringen  gilt  die  Formel: 

Wo  öw,   Da>i,    «,  /?,  y,    rfi,  /l?i ,  yi ,    J,  ?;,  f   dieselben  Bedeu- 
tungen haben  wie  in   f18.). 

Wir  wollen  annehmen,  die  Function  (p  wäre  von  solcher  Be- 
^^ohaffenheit ,  dass  das  Integral  (25.)  für  jedes  beliebige  Paar  von 
Ringen  verschwindet,  also  z.  B.  auch  verschwindet  für  zwei  unend- 
lich kleine  Ringe.  Alsdann  folgt,  durch  Anwendung  dei*  Transfor- 
mation C25.),  dass  der  Ausdruck 

%(p\i[ax^  +  ...)+  2^^«!  («f  -I-  .  .  .) 
+  4qp"(«f  +  .  ..)(«, t  +  .  .  .)f 
_  (8y'  +  4  %") (««1  -I-  .  .  .) f 

verschwindet  für  zwei  beliebig  im  Räume  zu  wählende  Flächen- 
elemente fl€ö,  /)o)i.  Dieser  Ausdruck  reducirt  sich  aber,  falls  man 
die  Flächenelemente  gleich  weit  von  der  i/z  Ebene  entfernt  annimmt, 
niiihin  t  zu  Null  macht,  auf  seine  erste  Zeile.     Somit  folgt,  dass 

9.^  =  0, 
und  also 

ip   ==  C.onsl. 

•'^in  muss.   —  Es  ergiebt  sich  daher  folgendei* 

Zmatz,    Soll    eine    noch    unbekannte    Function    (p  ^=  (p{r) 
>on  solcher  Beschaffenheit  sein,   dass  das  Integral 

26.;  yytpEfx  —  x^)Dsnsx 

für  jedes  beliebige  Pnar   von    Ringen    verschwindet,    so   ist   er- 
forderlich und  ausreichend,  dass  (p  eine  (iOnstante  ist. 

Wir  wollen  die  Formel   (25.)  zu   verallgemeinern  suchen,  *)    in- 

*)  Diese  Betrachiiiiigen  'i7.)  bis  (.15.)  sind  für  das  Vor-ständiiiss  der  vorliegen- 
den Abhandlung  nicht  erforderlich,  sondern  nur  der  Vollständigkeit  willen  auf- 
genommen . 

Abhandl.  d.  1^*.  S.  OmU^Ii.  d.  Winseiiscb.   \V.  «^0 


4Si  ■    ti 

iMd  vrir 'Maß  i;*— Iri)  «iß  beliebige  Funclion  P  von  j,  i/, 
£^,  If'ti  ii^  eftMtetea TtüMwi ;  es  hnndelt  sich  also  um  die  lJntc>rs»clii 
des  Integrals 

oder  vielmehr  um  die  Vergleicb^ng  desselben  mit  deo  beiden  aii 
facherea  Integraten  .      •     .. . 

{27.b)  '   ■    '  ,    _.  [y]»'j^^9ED«fl«,,     '  "-i'-- 

(«Tf)  ,..  .  [F\^  SSP^sB», . 

Zufolge  der  allgeipeinen  Fonnel  (9.)  kaap  jlas  htfigfTt^J^T^  fwi 
gedruckt  wenflea  dvcb: 

Wir  bescbrtokoQ  uns  auf  den  Fall,  dass  die  belracliieU^n  iHidc» 
Rloge  utiendlicb  kte.in,  i^e  von  llmpn  bogrenzlen  Flitclien  ahu 
identisch  mit  Dm  und  l>i»i  sinä.  Al-sdann  reducirt  skh  di<-  vtirsiv- 
bende  Form^  auf: 

»8..).„ ,  m^  (^  *,^;  +  ^)  n»ß,., ; 

Währeod  gleichzeitig  ftfr  die  Integrale  (97, b,  c)  ilro  ana1t)t,'oii  Koiwl" 
sich  ei^ebeo: 

m»      w  =  (Ä + ^Ä-  +  -iÄT)  "»»»■ . 

aus  (28.a,  b,  c)   folgt  sofort: 

(29.)         [^Pl  =  ^[P]  +  (S^  +  J;^f  +  ^  ^)  D.D«, 

Nun  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  ip  nur  von  r  abhängt,  ui»*'  "*" 
folge  der  für  die  Operationen  ^i     ■  ■  festgesetzten  Definition    0*' 


^-  =  2^'«-rv), 

^  =  2yV«-«9, 

AP               flp               Jp 

t  =  2,.' ,„,-,,;  , 

ap  _      .ip       „  äp 

a=,  —  "'  1»,      P'  Sj, 
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und  folglich 

!'•■•)  (^^  +  ■  ■  ■)  - 

ebenso  ergiebt  sich: 

<«)(^i +  ■■■)  = 

--sy((^-i«,)fc+(/»y-Ws  +  'j<f-V.)a)'  '. 

dabei  sind  zur  Abkürzung  X,  Xi,  fi  eingeführt  für  die  Ausdrücke: 

(31.)  Ai=  aif+/?ii?-|.y,f, 

Subsütuirt  man  in  (29.)  die  Ausdrücke  (27.a,  b,  c)   und  (30.a,  b),  so 
gelangt  man  zu  folgendem  Resultate: 

Siebenter  Satz.  Versteht  man  unter  P  eine  beliebig  ge- 
gebene Function  von  x^  y,  z,  ä*i,  yi,  Zi,  so  wird  für  jede  Func- 
tion (p  =r  (fif)  und  für  je  zwei  unendlich  kleine  Ringe  die 
Formel  stattfinden: 

(32.)      S^'tpKDsDsx  = 

=  ip .  l'l'PEDsDsi  +  P .  l'SifEDsßsx 

+  2y^(Guf -At«)  ä;^  +  {j^ri  -V)  4^  +  (/^f- A,y)  j^)  OcoDci 

Hier  sind  unter  Dw,  /)wi  die  von  den  gegebenen  unendlich 
kleinen  Ringen  begrenzten  Flüchen  zu  verstehen;  ferner 
haben  «,  ß,  y,  «i,  ß\,  yi,  f,  i;/,  ?  dieselben  Bedeutungen 
wie  früher  [z.  B.  in  (18.)  und  (25.)];  endlich  reprUsentiren 
A,  Ai,  /i  die  in  (31.)  genannten  Ausdrücke. 

Beispiel.    Für  P  werde  die  Function  x  —  X\  genommen.    Als- 
dann reducirt  sich  die  Formel  (32.)  auf 

-i'^VE(a:  — a:i)D«ifci  ^  'ip^'S(pc -^ Xx)ED8D8\  +  [x  —  Xx):t:^'ipEDsDsx 
(33.)  —  2^'[(/ef  —  Ai«)  +  {/AS  —  Xui)]DwDfai, 

Nun   ist,   wie  aus  einem   frühem  Satze  (Zusatz  II,   pag.  428)    sofort 

folgt : 

30* 


(84.»)  SS(x—xt)£DtDti  —  ll.    ■     ■■"•fe!^.": 

Ferner  wird,  nach  (48.)  und  mit  Benutinng  der  AMHIrni^>i'0l— 
(3*.b)    ,£Sr£Dati-lt<^M,-[W  +  lW>]0'^^- 
Snbstibiirt  man  die  Werthe  (3i.a,  b)  in  (33.),  und  HM  MM  (rinw 
wie.  froher)  |  fOr  (x — ici),  so  ergiebt  sich:  -.  v-. 

oder  amden  geordnM:  •';.-•    ■     •s'^-. 

,3.)  .^.-.....-p^:-:^^;;^-!»^. 

eine  Formel,  welche,  wie  man  aiq;enb1icklich  etkenni,  für  licn  liier 
ItötnräiteteB  FfeU  uneadKch  kl«i)ft«T  Riiige  idcntiRcli  isi  mit  ifn 
auf  ganz  anderem  Wege  geFundenof:  Fninet  (25.). 

::;:■;:';::-■;;/::.;.;;:        är 

lieber  ein  gevtsaeBlDfregral,  weichet  abhSngt  von  einem  Bini^ 
and  daneben  Von  einem  einselhen  Ltnii<nelem«nte. 

Versteht  man  unter  Dg  die  ßleroenle  eines  Ringes  [s),  ferner 
unter  Asi  ein  einzelnes  Linienelement,  welches  (unabhttogig  vom 
Ringe]  eine  beliebige  Lage  im  Räume  besitzt,  und  versteht  mao 
endlich  unter  r,  6,  Qi,  E  die  dem  Paare  ß«,  As  zugehörigen  Am- 
pere'sclien  Argumente,  so  gilt  folgendei'  Satz. 

Achter  Satz.  Sollen  zwei  noch  unbekannte  Functionen 
y  Bi  y{r)  und  v  =  vW  v"  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 
das  Integral 

(36.a)  J  s=  Asi .  2'{ifiQei  +  ^E)/)« 

jederzeit  verschwindet,  welche  Gestalt  und  Lage  man.deP 
Ringe  ig)  und  dem  einzelnen  Elenienl  A«i  auch  xuerlfaeÜ^" 
mag,  —  so  ist,erforderlich  und  ausreichend,  dass  y,  f  durco 
die  Relation 

(36. b)  _  <p  =^  fip' 

mit  einnnder  verbunden  siml. 
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-I* 


'-l^^ 


Beweis.    Dass  die  genannte  Bedingung  qp  =  rip'  ausreichend 
\si,  erkennt  man  sofort.    Denn  ist  diese  Bedingimg  erfüllt,   so  kann 
das    vorgelegte    Integral    successive    in    folgende    Formen    versetzt 
werden : 


=  -M.2-,^(rv;^;)ö*. 


Es  bleibt  übrig  nachzuweisen,    dass  jene  Bedingung  erforder- 
lich ist.    Zu  diesem  Zwecke  hab<3n  wir  anzunehmen,  die  Gleichung 

A«,2'(9;eei  +  yjE'jDs  =  0 

sei  erfüllt  für  jedes  beliebige  Paar  [a) ,  A^i,  und  die  Consequenzen 
aufzusuchen,  welche  aus  dieser  Annahme  für  qp,  ij)  resultiren.  — 
-ius  der  eben  genannten  Annahmen  folgt  sofort  die  Gleichung: 

als  gültig  für  jedes  beliebige  Paar  von  Ringen  (.s ; ,  *i;.  Hieraus 
aber  ergiebt  sich,  durch  Anwendung  des  Satzes  (23.a,b;,  augen- 
bh'cklich,  dass  z\\ischen  ^,  ip  die  Relation  statttindet: 

(p  =  rip' ; 
w.  z.   z.  w. 


§•  S- 

Uebe  r  gewisse  Integrale,  welche  abhängen  von  zwei  gegebenen 
Ringen  und  der  denselben  zuertheillon  Bewegung. 

Die  in  Folge  einer  solchen  Bewegung  während  eines  Zeit- 
eleiuents  dt  eintretenden  Aenderungen  mögen  mit  d  bezeichnet  sein; 
so  dass  also  z.  B.  r,  r  +  dr  diejenigen  Wertiie  vorstellen,  welche 
die  gegenseitige  Entfernung  zweier  Punkte  x^  y^  z  und  Xi,  j/i,  Ci 
der  beiden  Ringe  zu  den  Zeiten  i,  l  -^  dt  besitzt,  während  fi,  R  -¥  dR 
die  analogen  Bedeutungen  haben  werden  für  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung. 

Wir  wollen  annehmen,  zwei  unbekannte  Functionen  O  =  ^(r), 
V  s=s  V(r)   wären  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das  Integral 


(37.)  J  =  i-^t*®®  +  f  E)dfli>sfl», 

ftir  zwei  starre  Ringe  von   beliebiger  Gestalt    und   belicbl 
Bewegung    jederzeit    verschwindet;     und    die    ('.onsequenzen 
suchen,    welche  hieraus  für  jene  unbekannten  Functionen  resulti 

Donken  wir  uns  vorlHuttg  den  Ring  [«i)  f'eslj(ehalten ,  den 
{»)  hingegen  in  einer  beliebigen  (tlioils  forlschreiUinden ,  thoils 
henden)  Bewegung  begrilFen,  so  werden  die  l'onrdinaton  x, 
und  Xt,  i/i,  ii  irgend  zweier  Punkte  der  beiden  Ringe  wAhrend 
Zeit  dl  Zuwüchse  erhallen,  welche  sich  darstellen  lassen  durch 

tlx  ^  da  +  zdßi-  ydy ,  Jj:,  =  0  , 

(38.)  dij  =  db-\-  xdy  —  zdn  ,  di/,  =  0  ,  _ 

dz  =  de  +  yda  —  xdß  ,  i/s,  =  0  ,  " 

wo  du,  db.  de,  du,  dji,  dy  von  einander  unabhUugig.  und  eh 
willkülirlich  sind,  wie  die  dem  Hinge  zuerlheilte  Bewegung. 
Rllcksichl  aur  (38.)   ergiebt  sich  nun: 

(39.)      df\  =  'i\{x  —  x^)d{x  —  x^)'^...\,  1 

SS  %{{x  —  Xi]da-\-.  .  .]  _2[(yz,  — 2iy,)da-f-  .  .  .1. 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  von  dR  in  (37.).  und  beac 
dags  da,  db,  de,  da,  dß,  dy  für  sdmmtliche  Punkte  des  Ringei 
einerlei  Werthe  haben,  so  erhält  man: 

(40.)        J  =  [Kda  +  JA  +  i,dc)  —  {JJa  +  Jfdß  +  J,dr) , 

wo  /,  und  •/„  die  Integrale  repräsentiren : 

/,  =  ^"■^■[(2*96,  +  aVE)  {x  —  xi)]DsDiii , 
J,  =  ^^i'[(2<t>ee,  +  2VE)  (yzi  — ry,)]/>«D«i  , 

wahrend  J^,  J^   und   J^,  J^    von    analoger   Bedeutung    sind.      F 

man  an  Stelle  von  0  eine  etwas   andere  FuDctioa  f  ein,  mit  j 

verbunden  durch  die  Relation: 

(41.)  •       2*^4fl/^, 

so  können  die  Integrale  J„  und  /„  durch  Anwendung  der  Fori 
(H.)  in  folgende  Gestalt  versetzt  werden: 

(42.)     J„  =  ^-^[(2^  — 2/')E(a;  — a:,)]D«D«,, 

(43.)     /.=  ^^[{i'V  ~  if^Ei^yzi  —  zy,)  -  f{Bri~rQ^)]DsD8i , 

wo  A,  B,  r,  A,,  B,,  r,  die  Richtungscosinus  von  Ds,  Dsi  vorstc 
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Nach  unserer  Annahme  ist  das  Integral  J  imiuer  Null,  wie  be- 
schaffen die   beiden    starren  Ringe   hinsichtlich   ihrer  Gestalt,    Lage 
und  Bewegung  auch  sein    mögen.    Gleiches  gilt  daher   nach   (40. \ 
weil  da.  db^  dc^  drt^  dß^  dy  von  einander  unabhängige  willkührliche 
Grössen  sind,  auch  von  J^,  J^,  Z^,  J„,  J^,  «/y. 

Es  wird  also  z.  B.  das  integral  J„  (42.)  Null  sein  für  jedes 
beliebige  Paar  von  Ringen;  ob  dieselben  starr  oder  biegsam  sind 
kommt  beim  Integral  J^  nicht  weiter  in  Betracht,  weil  dasselbe  die 
zeitlichen  Differentiale  d  nicht  enthält,  also  lediglich  abhängt  von  der 
augenblicklichen  Configuration.  Aus  diesem  Verschwinden  des  Inte- 
grals J^  (42.)  folgt  nun  durch  Anwendung  des  Satzes  (26.)  sofort, 
dass 

;».)  ¥  —  /•'  =  Consl.,  etwa  =  C 

ist. 

Mit  Rücksicht  hierauf  kann   das  Integral  J„  (43.)  so  dargestellt 
werden : 

45.^.      J„  =  2 6\  i'2'E(yz,  —  ziß)Dslhi  —  l'^fi Bf,  —  TB,)/)«/)«, . 
.Vun  ist  nach  einer  früher  benutzten  Formel  (12.): 

^'2-(yz.  -  zy.)  £^  DsDs,  -  ^'^Ä  ^«^^  DsDs, , 

oder  ^vei\  ^^  =  -  2E    (4.)   ist: 

—  2  -i'2'(yzi  —  zy,)EDsß«,  =  2'^'fi(Br,  —  rB,)fl«Z)«, . 
iubstituirt  man  diesen  Wcrth  in  (43.),  so  folgt  sofort: 

46.)  J„^  -  ^'^  {CR  +  /'}  ( Bf,  -  TB,)  DsDsy , 

=  —  ^'2'  {CR  +  /■)  [DyDz,  —  DzDyx) . 

Ibenso  wie  J^,  ebenso  verschwindet  auch  J„  für  jedes  beliebige 
'aar  von  Ringen.  Durch  Anwendung  eines  früheren  Satzes  (17.) 
>Igi  daher  aus  (46.)  sofort,  dass 

CA  +  /'  ^  Const. 
il  ;   und   hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach   ß : 
47.)  6'-i-f  =  0. 

k)mbinirt  man  diese  Relation  mit  der  in  (44.)  gefundenen: 

V  —  /^  =  6", 


4iO  (^ARL    NeIIMANN, 

SO  erhält  man  augenblicklich 

V  =  0       und       p  =  —C, 

oder  mit  Rückblick  auf  (41.) 

(48.)  V=0       und        0  =  0. 

Dies  sind  die  ( Konsequenzen,   zu  welchen  die  ursprünglich   über  das 
Integral  J  (37.'   gemachte  Annahme  hingeleitet  hat. 

Jenes  Integral  kann,  weil  dR  =  irdr  ist,  auch  so  gescbriebea 
werden : 

J  =  SlXir^ee,  +  2rVE)rfrZ)«fl«i. 

Setzt  man  daher  2rO  =  ^   und  2rV  =  i/;,/so  gelangt  man  zu  fol- 
gendem Resultat. 

Neunter  Satz.  Sollen  zwei  noch  unbekannte  Functionen 
(p  =:  (p(r)  und  xp  =  \p[r)  von  solcher  Beschafrenheit  sein,  dass 
das  Integral  ' 

(49.)  l^l'iipee^  +  xpE)drüsÜ8i 

für  zwei  starre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  beli  ^' 
biger  Bewegung  jederzeit  verschwindet,  so  ist  dazu  erfoi*- 
derlich  und  ausreichend,  dass  qp  und  tp  identisch  Null  sind. 

Um  dieselbe  LnlcMsuchuug  durchführen  zu  können  für  das  coin- 
plirirlere  Integral : 

öü.        V  =.^'^'l  V©©!  H-  ^P^'dr  +  fede,  +  ;/0,(/0  +  hdE  IhDs^. 

wo  (f,  i/;,  /',  (/,  //  fünf  unb(»kann((»  Kune(ion(»n  von  r  vorslellen  sollen, 
ist  zu  bemerken,  dass  dieses  Integral  auf  die  Form  des  früli^*^**^*" 
Integrals  49.  zurückgeführt  werden  kann.  Vermittelst  geeigtiel**' 
Transformationen,  von  denen  im  folgenden  §.  die  Rede  seio  nn^^^'* 
findet  man  nHmlich: 

(51 .)  y  =  2'2'  [(/.  —  f )  00,  +  ^  e]  drDsD^,  , 

wo   L,  M  die  Bedeutungen   haben: 

(o^.a;  L  =    CF  +  1/^!  -   f  +  ij\  +  rh\ 

M  =  r\p  —  ;/'  -h  ij     +  rh' , 

so  dass  also 
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h    lV 


irfr>  'f  -^i 


HU     £. 


0€3lit  man  nun  wiederum  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  das  Inie- 
trral   Y  für  starre  Ringe   von   beliebiger  Gestalt   und  Bewc^gung    ver- 
schwindet, so  folgt,  durch  Anwendung  des  Satzes   (49.)   sofort,  dass 
L   und  M  identisch   Null  sind.     Mit    Rücksicht   auf  die  Bedeutungen 
von  L,  M  f52.a,  b)   ergiebt  sich  daher  folgender  Satz. 

Zehnter  Salz.  Sollen  fünf  unbekannte,  nur  von  r  ab- 
hängende Functionen  (p,  t/;,  /*,  j/,  h  von  solcher  Beschaffen- 
heit sein,  dass  das  Integral 

53.)     2:2;[{(fjee^  +  ipE)dr  +  /erfe,  +  ge^de  +  hdE^üsDs^ 


für  zwei  starre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  beliebiger 
Bewegung  jederzeit  verschwindet,  so  ist  erforderlich  und 
ausreichend,  dass  jene  Functionen  durch  die  Relationen 

rtp  Ä  (/•+(,)  —rh\ 
ryj'  ^=sz  (p  —  h' 

mit  einander  verbunden  sind. 


i54.i 


2  J     -i 
Vul       ^ 


\.ir  ^ 


It^lk. 


li*  n  - 

^    u\ 

'n    J 

§.  6. 

Fortsetzung.    —    Betrachtung    solcher   Ringe,    welche    biegsam 

und  mit  Gloitstellen  versehen  sind. 

Es   soll    hier  diejenige    Transformation    dargelegt    werden,    von 
welcher  zu  Knde  des  \origen  §.    l)eini  UebiMgang  von  :50.)  zu  <S1.;1 
die  Rede  war.     Für  die  Zwecke  unserer  späteren  elektrodynamischen 
Uotersuehungen  wird  es  dabei  zweckmässig  sein,  diese  Transformation 
io  allgemeineren   Unnissen    durchzuführen,    nämlich    anzunehmen, 
dass  die  betrachteten  Ringe  biegsam    und  ausserdem   auch  mit  be- 
liebig vielen  Gleitstellen  behaftet  sind,  so  dass  also  bei  einer  Be- 
wegung der  Ringe    nicht    nur   ihre   räumliche   Lage,    sondern    (in 
Folge  der  Biegsamkeit  und   der  Gleitstellen)  auch   ihre  Gestalt   von 
Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert.  —  Wir  beginnen  mit  einigen 
Hülfsätzen. 

Hülfsatz  /.  Die  zur  Zeit  t  im  Ringe  .v)  enthaltenen  Ele- 
mente seien  bezeichnet  mit  Ds;  andrerseits  aber  seien  die- 
jenigen Elemente,  welche  (in  Folge  der  Gleitstellen)  wäh- 
rend der  Zeit  dt  in  den  Ring  neu  eintreten  oder  aus  ihm 
ausscheiden,  angedeutet  durch  Aä,    und  zwar  der  Art,    dass 


unter  A«  die  mit  (+  1)  niultiplicirten  Längen  der  einlrelenden^ 
hingegen  die  mit  ( —  1)  multiplicirten  Längen  der  ausscheidenden 
Elemente  zu  verstehen  sind.  Ferner  seien  (p  und  ^  belie- 
bige Functionen  derjenigen  Entfernung  r,  welche  irgend 
ein  Punkt  des  Ringes  von  einem  gegebenen  Centralpunkt  0 
besitzt;  endlich  seien  c/r,  (/</>,  d\p  die  der  Zeit  dt  entspre- 
chenden Zuwüchse*')  von  r,  y,  tp .  —  Alsdann  gilt  die 
Formel: 

(55.)  2'  ^-^  Ds  =   ^  lq>  5J  A*  , 

wo  die  Summe  rechter  Hand  aus  discreten  Gliedern  besteht, 
und  zwar  aus  ebenso  vielen  Gliedern,  als  Elemente  A«  vor- 
handen sind. 

Beweis.  —  Die  einzelnen  Theile,  aus  denen  der  Ring  {s)  be- 
steht, mögen,  wie  sie  in  der  für  den  Ring  von  Hause  aus  festge- 
setzten Umlaufrichtung  aufeinander  folgen,  bezeichnet  sein  mit 

A\  Ä\  Ä\  Ä'\ 

In  derselben  Richtung  sind  die  Bogenlängen  zu  rechnen ;  s  auf  A\ 
s"  auf  Ä' ,  u.  s.  w. ,  und  zwar  von  irgend  welchen  Anfangspunklen 
0,0",....  aus,  die  auf  den  einzelnen  Theilen  A\  A",  .  .  .  .  ein 
für  allemal  festgesetzt  sind. 

Wir  betrachten  insbesondere  die  Stelle 

wo  g  den   zwischen   A   und   A"   vorhandenen   Gleitpunkt  vorstellet 
soll,  und  denken  uns  in  den  Thoil  A'  zwei  Marken  m    und  M'  e\^' 
geschnitten,  welche  die  Lage  des  Gleitpunktes  7  zu  den  Zeiten  l  u*^^* 
/  +  dl  angeben;    in  gleicher  Weise  mögen  die  Lagen,  welche  jef*^* 
Gleitpunkt   g   auf  A"   zu    den  Zeiten    t  und  l  +  dt   besitzt,    ebenf3**^ 
durch  zwei  in  A"  eingegrabene  Marken  m"  und  M"  angedeutet  sc?^**^ 
Sind  .v'    und   s  +  ds    die    (auf  A'  gemessenen)    Bogenlängen    von      '^ 

*)    Donkl  man  sich  Hon  Kin^  (v)  oder  die  einzelnen  Theile,  aus  denen  er  beslt**"*  ' 
materiell,  etwa  dargestellt  durch  ein  System  Non  Drähten,  so  ist  unter  jedem  r    *^ 
Entfernung  eines  bestimmten  Molecüls  >ün  jenem  Centralpunkt  0  zu  \crstel'» *-**'" 
so  dass  also  r  und  r  -^  dr  diejenigen  Entfermmgen  vorstellen,  welche  ein  und  d  **  ^' 
selbe  Molecül  zu  den  Zeiten  t  und  t  -¥•  (U  von  jenem  Punkte  0  besitzt.   Analoge?^    ^* 
natürlich  für  q)  und  ip. 
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uud  M\  SO  wird  d8\  falls  es  positiv  ist,  ein  während  der  Zeit  dt 
aeu  in  den  Ring  eintretendes  Element  vorstellen,  hingegen,  falls 
es  negativ  sein  sollte,  die  mit  ( — 1)  multiplicirte  Länge  eines 
während  der  Zeit  dl  ausscheidenden  Elementes  repräsentiren.  In 
beiden  Fällen  wird  daher  ds  uiit  A«'  zu  bezeichnen  sein,  zufolge 
des  bei  (55.)  für  A  festgesetzten  Gebrauches.  Umgekehrt  verhält 
es  sich  mit  den  (auf  A"  gemessenen)  Bogenlängen  s"  und  /  +  d/ 
der  Marken  m"  und  itf";  man  Hndet  nämlich  leicht,  dass  ds"  iden- 
tisch ist  mit  ( —  1)A*".    Demgemäss  haben  wir  also  die  Formeln: 

(56.)  ds  =  +  Aä'  , 

ds"  =:  —  A«". 

Der  Gleitpunkt  y  bewegt  sich  während  der  Zeit  dl  aus  doppel- 
tem Grunde,  einmal  weil  er  fortgetragen  wird  durch  die  dem  Theile 
A'  zuertheiUe  räumliche  Bewegung,  andrerseits,  weil  er  gleichzeitig 
lüBgs  A  von  der  Marke  m  zur  Marke  M'  fortwandert.  Sind  daher 
fß  und  G  diejenigen  Orte  des  Raumes,  welche  der  Gleitpunkt  g 
zu  den  Zeiten  t  und  l  +  dl  occupirt,  so  wird  die  durch  gG  reprä- 
senlirte  wirkliche  Bewegung  des  Gleitpunktes  in  zwei  partielle 
Bewegungen  zerlegbar  sein,  von  denen  die  erstere  identisch  ist  mit 
der  räumlichen  Bewegung  der  Marke  W,  während  die  letztere  dar- 
gestellt wird  durch  eine  auf  dem  ruhenden  A  von  m  nach  Jtf'  ge- 
hende Verschiebung.  —  Die  Werthe,  welche  die  Function  ^)  für  die 
Marke  m  zu  den  Zeiten  /  und  t  '^  dt  besitzt,  sind  zu  bezeichnen 
oiil  y'  und  y/  +  dy)';  andrerseits  sind  diejenigen  Werthe,  welche  y) 
iöQ  Augenblick  t  respective  für  m   und  M'  besitzt,  zu  bezeichnen  mit 

V'  und  jTds\    wo  ds    das  früher    [bei    (56.)]    besprochene   Bogen- 

^'fferential  vorstellt.    Die  jenen  beiden  partiellen  Bewegungen  ent- 
^^prechenden  Zuwüchse  von  \\)  sind  also  dargestellt  durch 

d\\j   und  -j^  ds  ; 

'^'glich  wird  der  der  totalen  oder  wirklichen  Bewegung  gG  des 
^'^ilpunktes  entsprechende  Zuwachs  von  x^f  den  Werth  haben: 

Ebenso  ergiebt  sich    nun   aber  andrerseits   durch   eine   an   den 
"^^il  A"  angelehnte  Betrachtung,  dass  dieser  der  wirklichen  Bewe- 


gtng  gG  eoupretilinule  Zowtcha.T«  ^  Wnh  aii^ijdraDkl  ««rd^ 
kniii  dnreh-  :.■■■ 

Durch  GlnclKBiniiig  der  beidwl«  Aaadrtkto   (STJaj  b)  M^ 
BdfbrtV    ^  '     ■■  >  ^    ■■  ■  ■ 

eine  Fbnnel,  •miebe  qiil  BluMcl^  «ufi  (S6.]   andi  «o  ganMahaa 
>verden  kaoD: 


Nacb  diesen  Vortter^tut^gen  geben  wir  nuit  üh<n-  iiui   v'^'oi- 
licüto  Ai^be.    Ihw  «i  bdiand^iule  liatognii] 

kann,'  kidein  man  die  IbtegniÜon  der  Reihe  nacli  uIjit  dii'  i-iii/<'l- 
nen  Tbeile  4'» -A"»  jt","  jt",  .  . .  .  hiamtreckt,  ihm)  dit-  R<».iiliaif 
dieser  einzdniERi  hitegraäoneD  nuuunmoifilisst,  iii  fulgendt^  l'um  v 
setiEt  wenlen : 

(59.)  J  =  B{ip'd^'  —  tp'diij')  , 

wo  <p' ,  dtfj' ,  ff" ,  dip".,  ebenso  wie  in  (57. a,  b,  i-,  ä),  die  dem  Gleit- 
punkte g  oder  vielmeiir  den  Marken  m' ,  ta  entspreclienden  Grttssen 
vorstellen,  und  wo  das  Zeichen  ®  andeutet ,  dass  mit  (pd%^'  —  ^'iV 
analoge  Ausdrücke  der  Reihe  nach  für  sänimtliche  Gleilstellen  des 
Ringes  zu  bilden,  und  alle  diese  Ausdrucke  2u  sumuiiron  sind.  1^ 
ip  und  (f"  die  Werlhe  von  tp  für  die  Marken  m  und  m"  zur  Zeil ' 
vorslcllen,  diese  Marken  zu  jener  Zeil  aber  mit  einander  coincidiren- 
so  ist 

(60.)  y  =  9»'; 

so  dass  man  die  Formel  (59.)  also  Huch  so  schreiben  kann: 
(61 .)  J  =  <£  <p'{d}p'  —  dxi>"]  . 

oder  mit  Rücksicht  auf  (57.d)   auch  so; 
(62.)  J  =  -  e  ,,'  (g-'  A«'  +  ?,i:  A.")  . 
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odeir  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (60.)  auch  so: 

63.)  /  =  _  @  (y'  ^^  A«'  +  ,''  ^'  A.^")  , 

wofür  offenbar  kurzer  geschrieben  werden  kann : 
64.)  J=  -©(y^A^). 

Ersetzt  man  endlich  das  auf  sUmmtliche  A^  sich  beziehende  Summen- 
zeichen ®  durch  den  Buchstaben  2',  so  erhält  man  den  in  (55.) 
angegebenen  Ausdruck;   w.  z.  z.  w. 

Bemerkung.  Für  die  Anwendbarkeit  der  Formel  (55.)  ist 
es  offenbar  vollkommen  gleichgültig,  ob  der  angenommene 
Centralpunkt  0  absolut  fest  liegt,  oder  in  Bewegung  begrif- 
fen ist.  Ebenso  erkennt  man  aus  der  für  die  Formel  gege- 
benen Deduction  sofort,  dass  man  in  ihr  an  Stelle  von  y 
jetle  beliebige  längs  den  Ringen  [s)  sielige  Function  zu  nehmen  be- 
fugt ist,  einerlei  ob  dieselbe  von  r  oder  von  irgend  wel- 
chen andern  Argumenten  abhängt. 

Es  sei  nun  ausser  {s)  noch  irgend  ein  zweiter  Ring  (s\)   gege- 
ben, der  ebenfalls  biegsam,    mit  Gleitstellen  versehen  und    in  belie- 
biger Bewegung  begriffen  ist.    Irgend  eines  von  denjenigen  Elementen, 
welche  zur  Zeit  t  im  Ringe  («i)  enthalten  sind,  sei  bezeichnel  mit  Dsi. 
Alsdann  können  wir  die  Formel  (55.) 

in  Anwendung  bringen,    indem    wir    unter  den  r   diejenigen    Filntfer- 
nungen  verstehen,    welche»   die  Elemente    des  Ringes   >;    von   jenem 
speciellen  Elemente  I)s\  des  Ringes   ,si'    besitzen.    Gleichzeitig  können 
wir  statt   y-  die  ebenfalls  längs  (.vi   stetige  Function 

w  <       oder      .- 
eintreten  *     lassen;  so  dass  sicli  also  ergiebt: 

N'  ^.  (h  jy,  ^  j)s  =  —  2'  ^"^  ^'''  A.9 . 


*.    Es  würde  nicht  erlaubt  sein,  die  Function    <'   eintreten   zu   lassen;    denn 
diese  ist,  falls  der  Ring  is)  irgend  welche  Ecken  besitzt,   nicht  mehr  stetig  längs 


soiiilern  in  jeder  Ecke  mit  o'ner  Unstetigkeil  behaftet. 


I 


Durcli  MultiplicaLion  diesei'  Formel  mit  Ih,  uml  IniperiitKm  ftber 
l)s,   folgt  soforl; 

In  solcher  Weise  gelangen  wii-  zu  folgendem  Satz. 

llalfmtz  II.  Sind  zwei  biegsame  und  mit  Gleitslelien  vpr-- 
sehene    Hinge  (s)    und    (s,)     in    irgend    welchen    Bewegungei^^ 
begriffen,    nnd   verslehl    niiin    unler  y  und  ip   betipbig  gegp— — 
bcne  Functionen  von  r,  so  finden  die  Formeln  stall; 

(6r>.b1  -- öUftT'^V')'**'*«!  =  -i.iV'V''0©i'>«AAi  . 

Dabei  isl  A/«  in  dem  bei  (55.)  angegebenem  Sinne  gebraucht 
zur  Bezeichnung  der  während  d«!r  Zeil  dl  in  dun  Hing  iji) 
(Mnlretenden  oder  aus  ihm  ausselieidendcn  El«ni«nte;  und 
andrerscils  ä.x,  in  analogem  Sinne  gebraucht  fllr  den  Ring  («i  . 

Endlich  mag  noch  folgender  llulfsat/  hinzugefttgl  werden. 

Uitlfnatz  in.  Sind  zwei  biegsame  und  mit  Gleilstellen 
verseliene  Ringe  (s)  und  {H^)  in  irgend  welchen  Bewegungen 
begriffen,  so  findet  immer  die  Formel  statt:  ^^H 

™«)  ^-^-IC"  "'»"'  = "  ^ 

Hier  sind  wiederum  unter  ip,  ^  beliebig  gegebene  Functio- 
nen von  r  zu  verstehen. 

Beweis.  Versieht  man  unler  F  einen  beliebigen  durch  die  re- 
lative Lage  zweier  Elemente  Ds  und  Dsx  bedingten  Ausdruck,  so 
vrird  der  Zuwachs,  welchen  das  Über  die  beiden  in  Bewegung  be- 
griffenen Ringe  [g)  und  («i)  ausgedehnte  Int^ral 

^•^FDsDg, 
wührend  der  Zeil  dt  erßihrt,  darstellbar  sein  durch: 
(67.)     di^XFDsDsi)  «  ^'^t^dFDsDs,  +  i-^^FA^D«,  +  i'^^aA«,, 
wo  Ak  und  As]  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  in  (GS.a,  b) .    Setcl 
man 
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wo  f  eine  nur  von  r  abhängende  Function  vorstellen  soll,  so  werden 
offenbar  die  Integrale 

identisch   Null;    so   dass   in  diesem   Fall  die   Formel  (67.)    sich   re- 

ducirt  auf 

(69.)  0  =  l'2;dFDsDsx . 

Diese  Gleichung  aber  nimmt,    falls  man   für  F  seine   ihm  zuertheilte 
Bedeutung  (68.)  wirkUch  substituirt,  die  Gestalt  an: 

;70.^  0  =  2'S  ^  DsDsi  . 

'  050*1 

Hieraus    folgt  sofort  der  zu   beweisende  Satz  (66.),   wenn    man  die 

Function  f  mit  den   gegebenen  Functionen  y,  tp   durch  die  Relation 

f  s  (pyj'  verbunden  denkt. 

Wir    kommen    nun  endKch   zu    derjenigen   Transtbrmation ,    für 

(leren   Begründung  die  vorangescbickten   HüllsHtze   erforderlich   sind. 

Diese  Transformation  ist  folgende. 

Eiifter  Saiz.  Befinden  sich  zwei  biegsame  und  mit  Gleit- 
stellen versehene  Ringe  (ä)  und  {s\)  in  irgend  welchen  Be- 
wegungen, und  versteht  man  unter  y,  i/;,  /*,  jy,  h  beliebig 
gegebene  nur  von  r  abhängende  Functionen,  so  kann  das 
über  jene  Ringe  ausgedehnte  Integral 

(71  .a)      y  =  ^'^'[((^09,  +  v,€)rfr  +  /©d0,  +  gQxdQ  +  hdEiDsDst 

immer  in  die  Form  versetzt  werden: 

(71  .b)      y  =  2'2'  [(L  —  J')  00,  +  ^e]  drDsDsi 

^  1'2.'  [{rh'  —  D  00,/;«Aä,  +  (rh'—g)ee,A8D8i]  , 

wo  L,  M  die  Bedeutungen  haben: 

;7  I  .c)  L  =  (^  +  V;)  —  (/"  +  j^')  +  rh" , 

M=f^  —  (/•  +  y)+  rh' . 

Dabei   sind  As  und  A8\    in   demselben   Sinne   gebraucht   wie 
i  n    (65.a,  b). 

Beweis.    Nimmt  man  Rücksicht  auf  die  Relationen   fi."!: 

(72..)        e_t,   e,  =  -,\'.    E  =  ee,-rj£, 


oad  anf  die  hienou  fliessemje  Fpnnel.:  v  - 

80  kam  d^  rocgelegte  Integral'  (74.a)  so  gesdiHeüenvwaMe*!"! 
(73.)  Y-ss[{lfBeJi^i-k^yr^1i■^  +y+»)^'4;(,44)e,«]xw 

SeM  maa  nan.  mr  Abkürzung    '       ' 

8«  elgieM  aicfc  nitfi^ookiieliiwir  ^«.a}.JiiMU:        ..-^v^.-  .- 

oder  was.  dasselbe  et:  v  '/ 

Aiatog  «igiebt  web :  jj^^^^^H 

Vemet  ei^Blt  iuAD  durch  leiclite  Ti'ai>sroi-Diationeii  *) :  J 

BbiÖ  iriitf  liA  Raiiksichl  auf  (72.«) ; 

{*.)    (^,+,,E_*s^)dr=  -  [(»+*)^;|,>(r.».  +  *);^] 

Substiluirt  man  diese  Werthe  («.),(/?.),(/.),  (d.)  in  der  Formel  (7- 
m  erhllll  man: 

(76.)       V=  ^■^•[l/*  +  ,t,  (^:*)  +i  (»2*)  _  »'»5,-)]  M« 

wo  V,   \\   W  die  Bedeutungen  haben : 

!'6)     "  = sa;r (»'  +  V')ä,5„-»'-+*)a5;' 


od^r  falU  man  ilas  ersle  Glied  linker  Hand  anf  die  rechte  Seile  wirft ; 

Sel/.l  man  liier  aber  Itr  für  0  "ud  rfr  für  P,   sii  eiliüll  man  die  nbige  Fonnel  (y  !■ 
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V=rA-F-Ä,        W=:rÄ  — G-Ä. 

\  9i  A>  F,  G,  H,  also  auch  V,   W  lediglich  von  r  abhängen,  so 
durch  Anwendung  der  Sätze  (65.a.  b)  und  (66.)  sofort: 

£^'  ^  (1^  rfr)  DsDsi  =  i'i-  Wee,A«J[)«, , 
^^^''-^DsDs.       =0; 
ass  also  die  Formel  (75.)  übergeht  in: 

Nun  findet   man  durch  weitere  Entwickelung  des  Werthes  von 
6.)  und  mit  Rücksicht  auf  (74.): 

wj  j  br  br  mg  dV 

[was  dasselbe  ist,  vergl.   (72. a)]: 

I  f/=(L-f)00.+^E, 

* ,  3f  die  Bedeutungen  haben : 

L  =  (y  +  V^)  —  iT+g)  +rh\ 
M=  rip  —  (f  ^  g)  ^rh  . 

jrseits  ergiebt  sich  aus  (77.)  mit  Rücksicht  auf  (74.): 

)  W'  =  rh  —  g. 

man  sich  endlich  die  Werthe  (79. a,  b,  c,  d)  in  die  Formel 
substituirt,  so  wird  diese  identisch  sein  mit  der  in  (71.b,  c) 
ebenen;  w.  z.  z.  w. 

Zwölfler  Satz.  Befinden  sich  zwei  biegsame  und  mit 
stellen  versehene  Ringe  {s)  und  (»i)  in  willkührlichen 
igungen,  und  sollen  die  noch  unbekannten,  nur  von  r 
Agenden  Functionen  y,  i/;,  /*,  g^  h  von  solcher  Beschaf- 
ft sein,  dass  das  über  die  Ringe  ausgedehnte  Integral 

y  =  2:2[[(fQQx  +  i/;E)(ir  +  /Bc/G,  +  ^ydQ  +  ME]  DsDsi 


end  jener  Bewegungen  fortdauernd  Null  bleibt,   so  ist 

•■41.  i.  K.  S.  G«iell«ch.  d.  WiMeiisch.  XV.  31 


i50 


Vaki.   NkiimanN, 


,  /',   if,   h    liurrli  Aw 


erfdrderlich  und  uusreichetid,    dass  i 
R  B 1  a  l  i  0  n  1^  II  ^H| 

(80.1))  t'  =  r^         f  =  h\         /■=,,  =  rV  fl 

mit  einander  verbunden  sind. 

Beweis,     Das    vorgelegte    Integral    Y   kanu    dureli    Anweudiiiii; 
der  Transformation   (71.a,  b,  c)   in  folgende  Gesrall  versetzt  weninj: 

wo  V,   V,    W  gewisse  Integrale    vorstellen,    die    nur   noch  von  den 
Ik,  Ihi  abhängen,  hingegen  unabhängig  sind  von  den  As,  Axg. 

Zu  den  willkuhrlichen  Bewegungen  der  beiden  Ring«'  {h\  und 
(j»i)  gehören  aiieli  solche,  l)ei  denen  die  Ax.  A«i  sänimthch  Null  sind, 
bei  denen  die  Hinge  sich  also  der  Art  verhailon,  als  wären  üli'il- 
stetlen  niclit  vorhanden,  ferner  auch  üiolrhe.  biu  denen  die  A«,  ^i 
alle  versehwinden  mit  Ausnahme  eines  einzigen  An,  o<ler  mit  Auf- 
nahme eines  einzigen  A», .  Soll  also  das  Y  (81.  i  jederzeit  Null  sda. 
so  ist  dazu  erforderlich,  dass  die  Anitdrllcke 
(82.)  V,        VM,        WA«,, 

einzeln  genommen,   jederzeit  Null  sind;    und    se!l)stverst{lndUch  is 
solches  fUr  den  genannten  Zweck  auch  ausreichend. 

Nach  (71.a,b,c)  haben  die  Ausdrucke  (8S.)  aber  folgende  Werlbe 

(83.a)  V  *  ^S  Ul  —  :^  ee,  +  ^  e1  drDsDgi , 

VA»  =  A«  .  2^{rk'  —  y)ee,/>8, , 
WA*.  =  As, .  .5-  {rh'  —  f)  ee,ß« , 

Jlf  die  Aggregate  bezeichnea: 

.  M^r^  _  (/•  +  j)  4-  rA' . 

jederzeitigen  Verschwinden  von  V  erfordeHichen   und  aus 
reichenden  Bedioguligen  sind  daher  folgende: 

(o.) Das  Integral  V  (83.a)   muss  verschwinden   (ür  jedei 

beliebige  Paar  von  Ringen  {«) ,  («i) ; 
(ß.) Das  Integral   VAs  (83.b]  muss  verschwiDden  for  jede 

beliebige  Paar  As,    (st),  d.  i.   fUr   jeden  Ring   («i)    un 

jedes  daneben  angenommene  Linienelement  A«; 


(83.b) 

(83.C) 

wo      Ly 

(84.) 
Die  zu 
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(r-) Das  Integral  WA»,  (83.c)  muss  verschwinden  für  jedes 

beliebige  Paar  A»i,   (»). 

Die  Bedingung  (a.)  ist,  wie  aus  dem  Satze  (49.)  sich  leicht  er- 
giebl,  äquivalent  mit  den  beiden  Bedingungen  L  =  0 ,  Jf  =  0 ,  also 
ttach  (84.)  äquivalent  mit  den  Bedingungen : 

(85.a) 

ri/;-  (/•+(,)  +rA'=  0. 

Aodrerseits  sind  die  Bedingungen  {ß.)  und  [y,)^  nach  Satz  (36.a,  b), 
äquifalent  mit  den  beiden  Bedingungen: 

Soll  also  das  vorgelegte  Integral  Y  für  willkuhrliche  Bewegungen 
der  beiden  Ringe  jedei-zeit  verschwinden,  so  ist  dazu  erforderlich 
und  ausreichend,  dass  y,  v,  f,  g,  h  durch  die  Relationen  (85.a,  /¥,  y) 
mit  einander  verbunden  sind.  Diese  Relationen  aber  sind,  wie  leicht 
zu  übersehen  ist,  äquivalent  mit  den  in  (80.b)  angegebenen.  Somit 
ist  der  vorgelegte  Satz  bewiesen. 

Zweiter  Abschnitt. 

lieber  das  allgemeine  Princip  der  lebendigen  Kraft. 

§.  1. 

Die  ponderomotorischen  Fundainenlalgleichungen. 

Sind  j;,  y,  z  und  x\  y\  z'   die  Coordinaten  und  Geschwindig- 
keiten  eines   ponderablen   Masseneiementes  DM^  so   pflegt  man  die 
^^r  Zeit  dt  entsprechenden   GeschwindigkeitszuwUchse  dx\  dy\  dz 
^^  folgender  Weise  auszudrücken: 

Dk  hiedurch  definirten  X,  Y,  Z  heissen  die  Gomponenten  der  auf 
DM  ausgeübten  ponderomotorischen  Kraft,  bezogen  auf  die  Zeit- 
einheit;   so  dass  also   Xdty  Ydt^  Zdt  zu  bezeichnen   sind  als  die 
Gomponenten  der  wahrend  des  Zeitelementes  ausgeübten  Kraft. 

Setzt  man 

30» 


H.b)  T=DM 

so  folgl  aus  (l.a)   durch  bekannte  Operalionen: 

(l.c)  dT  =  [X.i/  -\-\}f+Zz]dt, 

=  Xdx  -\-  YJy  +  Zdz  . 

Dieses  dT  oder  \iLv  -*-  Vdy  +  Zdz  ist  nacb  Belieben  als  ueu 
entstandene  lebendige  Krall  oder  als  eine  gewisse  Arbeit  aufzufassen, 
und  wird  daher  (geoauer  ausgedrückt)  2A&  dasjenige  Quantum  lelien- 
d iger  K r a f t  oder  ponderoniotorischer  Arbeit  ku  bezeiclinwi 
sein,  weiches  in  der  Masse  OM  wahrend  der  Zeil  dt  von  der  Kraft 
X,   y.  Z  hervorgebracht  ist. 

Dan;  Quantum  dT  ist  in  Bezug  auf  X.    1',  Z  linear,    und  kann 
also,  falls  die  Kraft  A',    V,   Z  aus  irgend  welchen    partiellen  KrilfVn 
X,,,   y»,  Zi,  zusammengesetzt  ist,  in  ebenso  viele  euisprecheude  Theile 
((fT)j,  zerlegt  werden: 
(l.d)  [dT]^  =  [X,x  +  \\y  +  Z^z)dt, 

=  X,dx+  \\ä!,+  Z^dz.  I 

Alsdann  repräsentiren  dT  und  [dT)^  diejenigen  Quanta  lebendiger 
Kraft  ndi'r  ponderoniotorischer  Arbeil,  welche  im  Klcinenle  DM  wali- 
rend  der  Zeit  dl  respective  durch  die  totale  Kraft  X,  F,  Z  und 
durch  die  partielle  Kraft  X^,  Y»,  Z,,  hervorgerufen  sind. 

Die  Fonneln  (l.a)  sind  gültig  für  ein  absolut  festes  Coordinalea' 
System,  und  sind  daher  (wie  aus  den  Foi-meln  selber  durch  Tran»' 
formation  folgt)  nicht  mehr  gltitig  Für  ein  in  Bewegung  begriffeDes 
Coordinalensyslem.  Gleiches  gilt  offenbar  von  den  übrigen  FormelD 
(4.b,  c,  d). 

§■  2. 
Die  elttklromotorischen  Fundamentalgleichungen. 

Es  seien  u,  v,  w  die  elektrischen  Strömungen  an  irgend  ein«' 
Stelle  X,  y,  z  eines  gegebenen  Körpers,  folglich  uDadt,  vDb^, 
wDcdt  diejenigen  Quantitäten  elektrischer  Materie,  welche  aa  jmei 
Stelle  durch  drei  gegen  die  Coordinatenaxen  senkrechte  Ftftchen- 
elemeate  Da,  Db,  De  während  der  Zeit  A  bindurchfliessen.  Alsdano 
pflegt  man  die  Grössen  udt,  vdl,  wdt  in  folgender  Weise  auszu- 
drucken : 
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lla)         udt  =  kSidt,         vdt  =  k^dt ,         w  dt  =  k^dt , 

wo  k  die  elektrische  Leitungsfähigkeit  des  Körpers  vorstellt.  Die 
hiedurch  definirten  3E,  2),  3  heissen  die  Componenten  der  im  Punkte 
j,  y,  z  vorhandenen  elektromotorischen  Kraft,  bezogen  auf  die 
Zeiteinheit,  so  dass  also  Mt^  ^dl,  ^dt  die  Componenten  der  wäh- 
rend des  Zeitelementes  ausgeübten  Kraft  zu  nennen  sind. 

Denkt  man  sich  an  der  Stelle  x^  y,  z  im  Innern  des  Körpers 
ein  unendlich  kleines  Volumen  DV  abgegrenzt,  und  setzt  man: 

IIb)  dQ  =  l!ll±«!!+ «^OF*  , 

SO  folgt  aus   (2.a)   sofort: 

ilc)  dQ  =  {Xu  +  2)t;  +  3u»)  />  y  d/ , 

x=  ^iDVdt, 

wo  i  die  Strömung  selber  (also  die  Resultante  von  m,  v,  m;),  und 
%  die  Componente  der  Kraft  X,  2),  3  ^^^^  der  Richtung  von  i 
vorstellt. 

Die  Grösse  dQ  (2.b)  repräsentirt,  nach  dem  Joule'schen  Gesetz, 
dasjenige  Wärmequantum,  welches  im  Volumen  DV  während  der 
Zeit  dt  in  Folge  der  elektrischen  Strömung  u^  v^  w  oder  (was  das- 
selbe) in  Folge  der  Kraft  3f,  2),  3  sich  entwickelt. 

Das  Quantum  dQ  ist,  nach  (2.c),  in  Bezug  auf  3f,  2),  3  linear, 
und  kann  daher,  falls  die  Kraft  3E,  2)^  3  ^"S  irgend  welchen  par- 
lielleD  Kräften  $*,  2)*^  3a  zusammengesetzt  ist,  in  ebenso  viele  ent- 
sprechende Theile  (dO)*  zerlegt  werden: 

;2.d)  {dQ),  =  f3i,u  +  %v  +  3kW)  D  Vdt , 

=  ^,iDVdt, 

Alsdann  repräsentiren  dQ  und  {dQ)f^  diejenigen  Wärmequantitäten, 
welche  im  Volumen  DV  während  der  Zeit  dt  respective  durch  die 
lotale  Kraft  $,  g),  3  und  durch  die  partielle  Kraft  J*,  ?)*,  3» 
hervorgebracht  werden. 

Die  Formeln  (2.a)  sind  gUltig  für  ein  mit  dem  Körper  starr 
^irnndenes  Coordinatensystem ,  und  sind  (wie  aus  jenen  For- 
leln  selber  durch  Transformation  folgt)  ebenso  auch  noch  gUltig 
r  ein  Coordinatensystem,  dessen  relative  Lage  zum  Körper  von 
igenblick  zu  Augenblick  in  beliebiger  Weise  sich  ändert.  Analoges 
l  offenbar  von  den  Formeln  (2.b,  c,  d). 


Mi 


§.  3. 


Die    gei^onsL>itigc>    Beziehung    iwiscbeu    den    oluktri sehen 
Strömungen  und  Ladungen. 

Finden  in  einem  gegebenen  Kürper  eleklrischc  StrünuingCD  sUitl. 
so  werden  hiedurch  die  elektrischen  Ladungen  der  einzelücn  Ele- 
mente des  Körpers  von  Äugenblick  zu  Augenblick  geändert  \v«nlen. 
Der  gegenseitige  Zusammenhang  zwischen  den  Cuuiponenlen  u^v.v 
jeuer  Strömungen  und  zwischen  dun  Dichtigkeiten  e,  7  dieser  La- 
dungen drückt  sich,  wie  schon  Kirchhoff  gezeigt  hat,  durch  fol- 
gende Formeln  aus: 

(3-a)  äi  =  -  [i. -*■  ü -*-  ötJ  •  I 

(3.b)  ^  =  —  [ucos(A^,a:)  +t>cos^/V,y)  +  tu  coS  (iV,  t}] .     , 

Die  Formel  (3.a)  bezieht  sich  auf  irgend  eine  Stelle  j,  y,  :  im 
lonem  des  Körpers,  und  auf  die  daselbst  vorhandene  räumliche 
Dichtigkeit  t  der  elektrischen  Materie.  Andrerseits  bezieht  sich  die 
Formel  (3.b)  auf  irgend  eine  Stelle  der  Oberlläche  des  Körpers,  und 
auf  die  daselbst  vorhandene  Flüchendichtigkeit  7  der  eloktrisckn 
Materie.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  diese  letztere  Formel,  in  wel- 
cher N  die  innere  Normale  der  genannten  Oberfläche  bezeichne!, 
nur  dann  gUltig  sein  wird,  wenn  der  KOqier  umgeben  ist  von  eÜKD 
isolirenden  Uedium. 

§.4. 
Determination  des  zu  betrachtenden  materiellen  Sysleibes. 

Es  sei  gegeben  ein  System  von  Körpecn  A,  B^C,  .  .  .^  welche 
in  beliebigen  Bewegungen  begriffen  sind,  wSfarend  gleichaeitig  in 
lonera  eines  jeden  irgend  welche  elektrische  Vorgänge  (LadifflgeB 
und  Strömungen)  stattOndeo. 

Das  System  sei  so  eingerichtet,  dass  zwischen  den  ponderablen 
Massenelementen  keine  Reibungen  eintreten  können,  weder  äussere 
noch  innere.  Demgemlkss  wird  z.  B.  anzunehmen  sein,  dass  die 
Körper  A,  B,  C, .  .  .  vm  Laufe  ihrer  Bewegung  niemals  zusammeD- 
stossen  (oder  in  Berührung  kommen) ,  und  dass  jeder  einzelne  Kör- 
per ein  sogenannter  fester  Körper  ist. 
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Ferner  sei  das  System  so  eingerichtet,  dass  in  demselben  keine 
contact-eiektrisehen  Kräfte  auftreten  können;  es  mag  also  ange- 
nommen werden,  dass  jeder  einzelne  Körper  aus  homogenem  Me- 
talle besteht. 

Endlich  sei  jeder  von  den  Körpern  ^4,  Ä,  C,  .  .  .  umschlossen 
von  einer  elektrisch-isolirenden  Hülle,  und  von  Hause  aus  beladen 
mit  irgend  welcher  Elektricitätsmenge. 

Der  Reihe  nach  werden  wir  nun  den  Anfangszustand,  die  ein- 
wirkenden Kräfte  und  Wärmequellen,  endlich  die  Parameter  und  die 
charakteristischen  Argumente  des  Systems  zu  besprechen  haben. 

/.  Der  Anfangszustand  des  Systemes^  entsprechend  der  Zeit  /  =  0. 

Derselbe  sei  willkuhrlich  gegeben;  so  dass  zur  Zeit  0  nicht 
Dur  jeder  Körper  eine  beliebige  Lage  und  Geschwindigkeit  hat,  son- 
dern auch  im  Innern  eines  jeden  Körpers  beliebige  elektrische  La- 
dungen und  Strömungen  vorhanden  sind,  verschieden  an  verschie- 
denen Stellen  des  Körpers. 

//.     Die  inneren  Kräfte^  bezeichnet  mit  [J]. 

Die  inneren  Kräfte  des  Systcmes  A,  ß,  C,  .  .  .  zerfallen  nach 
ihrem  Ursprung  (d.  i.  nach  ihrer  Entstehungsweise)  in  drei  Gat- 
tungen. 

1)  Die  inneren  Kräfte  ordinären  Ursprungs  [/,  ord.  Us]  sind 
dargestellt  durch  die  den  ponderablen  Massenelementen  inhärenten 
Kräfte,  ^Iso  dargestellt  durch  die  Gravitationskräfte,  mit  denen  je 
zwei  solche  Elemente  (nach  Art  der  Himmelskörper,  nach  dem 
Newton'schen  Gesetz)  auf  einander  wirken,  dazu  gerechnet  dieje- 
nigen Cohäsionskräfle ,  durch  welche  die  Elemente  jedes  einzelnen 
Körpers  fest  an  einander  gefügt  sind. 

2)  Die  inneren  Kräfte  elektrostatischen  Ursprungs  [/,  eist.  Us] 
sind  diejenigen  (theils  pondero-  theils  elektromotorischen)  Kräfte, 
welche  ihre  Entstehung  verdanken  den  elektrischen  Ladungen. 

3)  Die  inneren  Kräfte  elektrodynamisöhen  Ursprungs 
[J,  eldy.  Us]  sind  diejenigen,  welche  herrühren  von  den  elektri- 
schen Strömungen,    [also  die  Kräfte  (a.)  und  (f.)  pag.  419]. 
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///,     IHe  äitsseren  Kräfte,  bezeichnet  mit  [A] 
Zur  Dis[K)üiilian  mögen  uns  KrSfte  stehen,  die  wir  von  Ausseo 
her    auf    das    gegebene    System  4,  ß,  C,  .  .  .    nach    Belieben  ein- 
wirken zu  lassen  im  Staude  sind ;  und  zwar  mögen  dieselben  eben- 
falls dreierlei  Gattung  sein. 

1)  Die  äusseren  Kräfte  ordinären  Ursprungs  [^,  ord.  Us^  seien 
dargestellt  durch  irgend  welche  Fäden,  die  an  den  einzelnen  Körpern 
befestigt  sintf,  und  an  denen  von  Aussen  her  beliebig  gczogea  wer- 
den kann. 

2)  Die  äusseren  Kräfte  elektrostatischen  Ursprungs  [A,  «Istlk] 
seien  dargestellt  durch  irgend  welche  Cunduetoren,  die  wir  (dwa 
vermittelst  einer  Reibungs-Elektrisinnaschine)  beliebig  luden,  iiuil 
dem  gegebenen  System  beliebig  nähern  können. 

3)  Die  äusseren  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs  [A, 
eidy.  Us]  möge«  dargestellt  sein  durch  die  Schliessiingsdrahle  galva- 
nischer Batterien ;  denn  es  sei  uns  gestattet,  diese  Schliessungsdrähle 
dem  gegebenen  System  beliebig  zu  nähern,  und  gleichzeitig  die  in 
diesen  Urahtea  vorhandenen  Stromintensitatcu  durch  Verstörkiiiw; 
jener  Batterien  beliebig  zu  steigern. 

IV.  Die  äusseren  WäTmequellen,  bezeichnet  mit  [«]. 
Zur  Disposition  mögen  uns  ferner  stehen  äussere  Wärmequelteo, 
d.-  i.  irgend  welche  Körper  von  beliebigen  Temperatureo ;  es  sei  uns 
nämlich  gestattet,  diese  Wärmequellen  {a\  mit  den  Körpern  des  ge- 
gebenen Systems  in  Contact  zu  bringen,  und  in  solcher  Ayeise  zu 
beliebigen  Zeiten  beliebige  (positive  oder  negative)  Wännequantiläten 
in  die  einzelnen  Körper  hineinzuleiten. 

V.     Die  Parameter  des  Systeme«. 
Die  räumliche  Lage  eines  jeden  Körpers  ist  analytisch  ausdrilck- 
bar  durch  sechs  Parameter.    Diese  Parameter  mögen  fUr  alle  Körper 
A,  B,  C,  .  .  .  zusammengenommen  bezeichnet  sein  mit  n\  n  ,  .  .  .  . 

VI.  Die  charakterisUscken  Constanlen  und   VariiMen  des  Systemes. 

Unter  den  charakteristischen  Argumenten  des  S^tems 
mögen  alle  diejenigen  Grössen  verslanden  werden,  deren  aamerische 
Angabe  erforderlich  sein  würde,  falls  die  Beschaffenheit  des  Sysiemes 
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für  irgend  einen  Zeitaugenblick  in  erschöpfender  Weise  dargelegt 
werden  sollte.  Diese  Argumente  zerfallen  in  zwei  Gattungen.  Die 
einen  sind  constant,  nämlich  im  augenblicklichen  Zustande  des 
Systems  von  genau  denselben  Werthen,  wie  in  allen  übrigen;  die 
andern  sind  variabel,  und  haben  also  im  augenblicklichen  Zustande 
andere  Werthe  als  früher  oder  später.  Die  erstem  mögen  die  cha- 
rakteristischen Constanten,  die  letztem  die  charakteristischen 
Variablen  des  Systems  heissen. 

Zu  den  charakteristischen  Constanten  des  Systems  A,  £,  C,  .  .  . 
gehören  die  ponderablen  Massen  der  einzelnen  Körper,  femer  die 
filektricitätsmengen ,  mit  welchen  diese  (von  isolirenden  Hüllen  um- 
schlossenen) Körper  von  Hause  aus  beladen  sind,  u.  s.  w. 

Zu  den  charakteristischen  Variablen  des  Systems  A,  ß,  C,  .  .  . 

gehören   die   Parameter  n  ^  tt"  ,  .  .  . ,    ferner    die    in    den    einzelnen 

Elementen  eines  jeden  Körpers   vorhandenen   elektrischen  Ladungen 

und  Strömungen,    sowie   die    in    ihnen    vorhandenen  Temperaturen, 

u.  s.  w. 

§.  5. 

Die  in  dem  gegebenen  System   wahrend   eines  Zeitel  enientes 
hervorgebrachten  Quanta  von  lebendiger  Kraft  und  Wärme. 

Das  System  A,  Ä,  C\  .  .  .  beßnde  sich  (während  wir  die  be- 
sprochenen äusseren  Kräfte  und  Wärmequellen  in  beliebiger  Weise 
einwirken  lassen)  in  irgend  welcher  Bewegung.  Die  Körper  A^  ß,  6\.. . 
wögen  zerlegt  gedacht  werden  in  unendlich  kleine  Elemente.  Irgend 
^io  solches  Element  sei  seiner  ponderablen  Masse  nach  mit  Ditfo)  und 
seinem  Volumen  nach  mit  flVo  bezeichnet. 

Ist  To  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  von  Ditfo^  und  dT^ 
'hr  Zuwachs  während  der  Zeit  d/,  so  wird  nach   (l.c): 

(4.)  dTü  =:  Xocteü  +  IWyo  +  ^djJo, 

^'0  ix^^  difo^  dzii  die  VerrUckung  von  DMq^  und  JKo,  Yo,  Zo  die  auf 
trn^  einwirkende  ponderomotorische  Kraft  bezeichnen.  Denkt  man 
^ich  diese  Formel  (4.)  der  Reihe  nach  hingestellt  für  alle  Elemente 
^M^  des  Systemes,  und  alle  diese  Formeln  summirt,  so  erhält  man: 

;5.)  dT=^'dTo, 

Wo  dT  denjenigen  Zuwachs    bezeichnet,    welchen   die    lebendige 

'^^aft  T  des  ganzen  Systemes  während  der  Zeit  dl  erfährt. 


I 


Die  auf  />Mo  ausgeübte  pooderoiiiotorisehe  Kraft  zerföUt,  cnt- 
sprecliend  der  früher  getroffenen  Einlheilung  [J],  [A],  (pg.  45ö),  i* 
zwei  Kralle,  von  denen  die  eine  den  [J],  die  andere  den  [A]  zt*' 
gehürl.  Demgemäss  zerfällt  der  in  Bezug  auf  Xo ,  Vu .  Zo  linear^ 
Auridruck  dT„  i^i.)  in  zwei  entsprechende  Theile,  und  ebenso  aU*^ 
aucb  dT  [ä.j.     Diese  Zerlegungen  seien  angedeutet  durch:  ^_ 

16.}  dT,  =  (dT„)j  +  :uzu,  m 

(7.)  dT  =  {dr)j  +  (dT),  .  ^ 

Die  augenblickliche  Temperatur  ä-^  des  Elecnentes  DM^  verladen  ^ 
sich  wahrend  der  Zeit  dt  im  Allgemeinen  aus  zweifachem  Grunde; 
einerseits,  weil  während  dieser  Zeit  im  Innern  des  Elementes  eine 
gewisse  Wärmemenge  dQa  durch  die  ia  ihm  vorhandenen  elektrischen 
Strömungen  erzeugt  wird,  andrerseits  auch  deswegen,  weil  wührend 
der  Zeit  dt  ein  gewisses  Wärmequantuiu  dQ^  in  das  Element  auti 
seiner  Umgebung  hineiufliessl.  Die  in  Rede  stehende  Temperatur- 
zunahme d&^  besitzt  daher  den  Werth : 

wo  c(i?o)  die  sogenannle  specifische  Warme   desjenigen  Metalls  vor — 

stellt,  aus  welchem  DM^  besteht.     Aus  (8,)   folgt: 

(9.)  ÜMg .  <^(#„)J#o  =  rfOo  +  dQ^  , 

oder  auch: 

(10.)  ,    d{DM,.€{»,))=dQ,  +  dQ^, 

wo  C{&)  (üT  fc{»).d»  steht. 

Summirt  man  die  Formel  (10.)  über  samnitliche  ElemeDte  DM^ 
des  gegebenen  Systems  A,  B.  C,  . .  .,  so  erhalt  maa : 
(11.)  d2{DM,.C{»,))  *  i'rfO,+  i-dOoo. 

Offeobar  ist  2^dQ^  identisch  mit  derjenigen  Wärmemenge  dQ ,  welche 
im  ganzen  System  durch  die  elektrischen  SU^mungen  wafarMid  der 
Zeit  dt  erzeugt  worden  ist,  andrerseits  ^'dQn^  identisch  mit  derje- 
nigen Wärmemenge  {dQ)„,  welche  während  dieser  Zeit  aas  den 
äusseren  Wärmequellen  [a]  in  das  System  hineingeflossen  ist;  so 
dass  man  also  schreiben  kann: 
(*«.)  di-'(i)J^.C(*,))  ^dQ-t-  {dQ)„. 
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Nun  ist  nach  (2.c) 

wo  DVo  das  Volumen  von  DM^^  und  Wq,  t?„,  Wq  die  in  DMo  vorhan- 
denen elektrischen  Strömungen  bezeichnen ,  während  unter  3Ej) ,  2)o  ?  3o 
die  in  irgend  einem  Punkte  von  DVo  vorhandene  elektromotorische 
Kraft  zu  verstehen  ist.  Diese  Kraft  Xo,  2)o9  3o  zerfällt,  entsprechend 
der  früher  getroffenen  Eintheilung  [J] ,  [A] ,  (pag.  455)  ,  in  zwei 
Ki*äfte,  von  denen  die  eine  den  [J] ,  die  andere  den  [A]  zugehört. 
Demgemäss  zerfallt  der  in  Bezug  auf  $09  ^0,  So  hneare  Ausdruck 
dQ^  in  zwei  entsprechende  Theile,  und  ebenso  also  auch  der  Aus- 
druck: 

(14.)  dQ=^'dQ., 

Diese  Zerlegungen  mögen  angedeutet  sein  durch: 

(15.)  dQo=  (d(?o).r+(d<?o)i, 

(16.)  dQ=  {dQ)j  'h{dQ)j,, 

Aus  (7.),  (12.)  und  (16.)  ergeben  sich  schliesslich  die  Formeln: 

dT^{dT),+  {dT),, 

^    '^       d  2-{DMo.C{»o))  =  {dQ)j  +  {dQ),  +  (d(?)„ , 

deren  linke  Seiten  vollständige  Differentiale  sind.  Was  die  rech- 
ten Seiten  betrifft,  so  repräsentiren  {dT)j  und  {dT)^  diejenigen 
Quanta  lebendiger  Kraft,  welche  im  gegebenen  System  während 
der  Zeit  dt  hervorgebracht  sind  respective  durch  die  Kräfte  [J]  und 
A] ;  und  ebenso  repräsentiren  (dO)j»  {dQ)A  und  {dQ)„  diejenigen 
Wärmequanta,  welche  während  der  Zeit  dl  im  Systeme  entstanden 
sind  respective  durch  die  Kräfte  [J] ,  durch  die  Kräfte  [A] ,  und 
durch  die  äussern  Wärmequellen  [«]. 

Um  fUr  lebendige  Kraft  und  Wärme  eine  Collectivbenennung  zu 
gewinnen,  mag  (nach  dem  Vorgange  namhafter  Physiker)  erstere  als 
kinetische,  letztere  als  thermische  Energie  bezeichnet  sein.  Alsdann 
repräsentirt 

(18.)  {dT)j+(dQ)j 

dasjenige  Quantum  von  (theils  kinetischer,  theils  thermischer)  Energie, 
^veicbes  während  der  Zeit  dt  im  Systeme  durch  die  inneren  Kräfte 
V]   hervorgebracht  ist;  und  andr^seits 
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(49.)  {dT)^+{dQ)^-t'{dQ)u 

dasjeaige  Quantum  von  Energie,  welches  wtthrend  jener  Zeit  dem 
System  von  Aussen  her,  tiieils  durch  die  Kräfte  [A]  theils  durch 
die  Wärmequellen  [a],  zugeführt  worden  ist. 

Von  den  gefundenen  Formeln  (17.)  wird  sofort  Gebrauch  ge- 
macht werden. 

§.  6. 
Das  PriDcip  oder  Axiom  der  lebendigen  Kraft. 

Wir  gehen  aus  von  folgenden  Grundsätzen: 

(20.a)  .  .  .  Erster  Grundsatz.     Dasjenige  Quantum  von  kinetischer 

und   thermischer   Energie,    welches   dem    gegebenen    System  von 

Aussen  her  zuzuführen  ist,  damit  dasselbe,  von  einem  gegebenem 

Anfangszustande  aus,   eine   gegebene  Reihe  von  ZusUlndea  durch- 

lauft,  ist  lediglich  abhangig  von  der  Beschaffenheit  dieser  Zustande. 

(20.b)  .  .  .  Zweiter  Grundsatz.   Dajsjenige  Quantum  von  kinetisdier 

und  thermischer  Enei^e,  welches  dem  Systeme  von  Aussen  her  xu- 

ziifbhren  ist,  damit  dasselbe,  von  einem  gegebenem  AnfangisimstaDde 

aus,    irgend  welche  Reihe  von   Zustanden  durchlaufe,   schliesslich 

aber  in  jenen  anfanglichen  Zustand  wieder  zurttckkehre,  ist  immer 

gleich  Null. 

Die  charakteristischen  ConstanteD  und  Variablen  des  Systemes 
(p.  456)  seien  bezeichnet,  die  einen  mit  c,  c",  .  .  ..,  die  andern  mit 
«,/?,...  Gegeben  seien  zwei  unendlich  wenig  von  einander  ver- 
schiedene Zustände  («,/?,..)  und  (a-hda,  /J-f-d/J,  .  .) ,  mit  ein- 
ander verbunden  durch  die  Zwischenzustände  {a  +  nda^  ß^^ndß^  . .), 
wo  n  eine  von  0  bis  1   wachsende  Zahl  vorstellt. 

Wir  nehmen  an  durch  geeignete  Verwendung  und  Regulining 
der  uns  zur  Disposition  stehenden  äusseren  Kräfte  und  Wärmequellen 
[A]  und  [a]  sei  es  möglich,  das  System  zunächst  in  den  Zustand 
(a,  /?,..)  zu  versetzen,  und  sodann  dasselbe  aus  diesem  Zustande 
längs  des  Weges  (a-f-iwi«,  /J-f-iwi/J,  .  .)  übergehen  zu  lassen  in  den 
Zustand  (a-f-da,  /J-f-d/J,  .  .) ;  zugleich  sei  dB  dasjenige  Quantum 
von  theils  kinetischer  theils  thermischer  Energie,  welches  dem  Systeme 
während  des  eben  genannten  Ueberganges  von  Aussen  her  zuzu- 
führen ist.  Dieses  Quantum  dE  kann,  nach  dem  Grundsatz  (20.a), 
nur  abhängig  sein  von   der  Beschaffenheit  der  während  der  Zeil  (ft 
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durchlaufenen  Zustände,  und  kann  also,  weil  die  Beschaffenheit  dieser 

Zustände  durch  Angabe  von   a,  /?,  .  .,  da,  d/J,  .  .,  c\  c\  .  .  in  er- 

iiichöpfender  Weise  dargelegt  ist  (vergl.  pag.  456),   nur  abhängig 

asein  von   den  Grössen    «,/?,..,  da,  d/9,  .  .,  c\  c\  .  .    Solches   sei 

aisgedeutet  durch  die  Formel: 

r^l.)  dE  =  f{a^ß^  .  . ,  da^  dß^  -  ",  c\  c\  ,  .) . 

ESieraus  folgt  durch  Entwicklung  nach  dem  Taylor'schen  Satz: 

^22.)  dE  =  /•(«,/?,..,  0,0,..,c,c",.  .) 

-H  Ada  H-  Bdß  +...., 

^v^o  die  A,  B,  .  .  nur  noch  abhängig  sind  von  den  a,  /?,  .  .  und  den 


c 


Der  Formel  (22.)  zufolge  repräsentirt  der  dort  vorhandene  erste 
"Xerm 
C23.)  /"(a,  /?,..,  0,0,..,  c  ,  c\  .  .) 

denjenigen  Werth,  welchen  dE  annehmen  würde  für  da  =i  dß  ^  ,  .  . 

=  0 ,  also  dasjenige  Quantum  von  Energie,  welches  dem  System  von 

aussen  her  zuzuführen  ist,  um  dasselbe  aus  dem  Zustande  (a,  /9, .  .) 

Übergehen  zu  lassen   in  eben   denselben   Zustand    (a,  /?,..).     Ist 

xnithin   t  der  Zeitaugenblick    dieses   Zustandes   (a,/9,  ..),    so    kann 

jener  Term  (23.)  bezeichnet  werden  als  dasjenige  Quantum  Energie, 

welches  dem  Systeme  zuzuführen  ist  vom  Augenblick  t  —  0  bis  zum 

Augenblick  t+0.    Hieraus  folgt,  dass  jener  Term  (23.)  gleich  Null 

i^,  dass  also  die  Formel   (22.)  die  einfachere  Gestalt  annimmt: 

(U.)  dE  =  Ada  +  Bd/J  +  .  .  . 

Lässt  man  daher  das  System,  unter  Anwendung  der  äusseren 
Kräfte  und  Wärmequellen,  während  eines  Zeitin tervalles  /i  .  .  .  .  fe 
>i%end  welche  Reihe  von  Zuständen 

(ai,  /Si,  .  .)    .   .   .   .    (a2,  /?2,  .  .) 

durchlaufen,  so  wird  das  dem  Systeme  während  dieses  Zeitinter- 
^'^lls  von  Aussen  her  zuzuführende  Quantum  Energie  E,2  den  Werth 
'^aben: 

1^5.)  Ei2  s  I    (Ada  +  Bd/J  +  .  .  .)  , 

^ie  Integration  hinerstreckt  über  die  durchlaufenen  Zustände. 


lU  '•■■■•  Cm.  ümtmi >"i 

'  "t<äi!k''itni'-fl«äuiMI*  '<Jia.4^-  mw  ton  %  'jMier'4hM<iiRk 
sdiMM'  der  bMmd  («^,  ]K, . .)  UmHlii  i»  <■*  «ü^fltM* 
{äri'lft,'.  .)V'  Hit  «MWB  W«fln:  Dal'lMigM)'<M:f:  .S-LHii.,',^,- 
1  "■^  ^>.>;  -yi.    iPjf'  ur^ 

(All« +  B<^J +  .'.-.)-'     ■■'■  '1   "•!•   lH»-**Jf| 


'£• 


mnss  versdiwiiideD,.  sol^ld  es  ^liaerstreold  ist  ,aber  erae  n  lidi^iiH- 
rOoklaofende  Bdibe  von  ZnBUüideD.  ffieraös  fb^  <—  ^rtid^^te^'att 
ziemlicher  Wahrscheinlidikeit*)—,  dass  dM  riftte^  deor  iBtegM- 
Zeichen  siehaide  Aggregat 

ew    votUtandiges  DifrtBre&tial    ist.     Bieraus    aber    eigicbt   ^idi 
weil  (wie  schon  braaerict)  die  A,  B, .  .  mtf  von  den  n,  ß, . 
abhängen«  daas  dtese«  Aggregat  ^  faoB  besiizen  muss : 

(M.)..  .^  +,84?-*-  •  ■ :  ■•  m.<»>P 

m  tt  flHMD  AalHÜHNd^  .bezMshBOt,  der  lediglich  zusammeageseUl  seiu 
darf  aus   den'- ^bdgaMgtm  An^aoMMtw-    Aus   (24.)   und   (26.)  . 
gii^  udi:  . 

ifl'^  'iE  — '«(rf,  p, .'.,  e'i  c\  . .) . 

Der  Ausdruck  ([  ist  lediglich  zusammengesetzt  aus  den  charakte^ 
ristischen  VariableD  und  Gonstaoten  a,  ß,  .  .,  c\  c  , .  .  des  bebvch— 
lelen  Systemes,  bKngl  also  lediglich  ab  von  der  augeDblicklichec» 
Beschaffenheit  des  Systemes.  DemgemSss  kann  die  Formel  (27.)* 
welche  man  als  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  zu  bezeicboei» 
pflegt,  in  Worten  folgendermassen  aiugesproch«)  werden: 
(88.)  .  .  .  Das  Princip  der  lebendigen  Kraß.  Das  dem  betrachtetev* 
System  wahrend  eines  Zeitelementes  von  Aussen  her  zugC" 
führte  Quantum  von  (theils  kinetischer,  tbeils  thermischer^ 
Energie  ist  das  vollständige  Differential  einer  gewisse» 
(anbekannten)  Function  C,  welche  lediglich  abhängt  von 
der  augenblicklichen  Beschaffenheit  des  Systemes. 

*)  Wirkliebe  Sicherheit  wird  dieser  Schlii.ss  nur  dann  besitzen ,  wenn  wir,  t^^* 
tnitlelst  der  uns  zu  Gebote  siehenden  äusseren  KrUfte  und  Wärmequellen  [A]  und  ["}■ 
jedes  beliebigef  Werthsystem  da ,  dß ,  .  .  Iiervorz untren  im  Stande  sind. 
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Diese  FuDction  <C  ist  voo  verschiedenen  Autoren  verschieden 
benannt  worden,  von  Thomson  und  Ciausius  als  die  mechanische 
Energie  des  Systemes,  von  Kirchhoff  als  die  Wirkungs- 
function  des  Systemes,  von  meinem  Vater  als  der  Arbeitsvorrath 
des  Systemes.  Ich  meinerseits  würde,  in  unmittelbarer  Anlehnung 
an  die  letztgenannte  Benennungsweise,  vorschlagen  sie  als  das  Ca- 
pital des  Systemes  zu  bezeichnen. 

Die  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  repräsentirende  Formel 
(27.),  welche  kürzer  durch 

(28.)  dE  =  dd 

angedeutet  werden  kann,  ist  nunmehr  gewissen  Transformationen 
zu  unterwerfen.  Zunächst  ist  das  mit  dE  bezeichnete  Quantum 
(seiner  Definition  zufolge)  identisch  mit  demjenigen,  welches  in 
(19.)  mit  (dr)^  +  (rfO)A  +  (^0)«  bezeichnet  war;  so  dass  man 
also  jene  Formel  auch  so  schreiben  kann: 

r29.)  {dT)j,  +  (dO).  +  (d(?)a  =  du. 

ddirt  man   auf  beiden  Seiten   das  Quantum  {dT)j  +  {dQ)j^    (18.), 
folgt: 

C30.)  [{dT)j  +  {dT),]  +  [(dQ)j  +  {dQ),  +  (dO)«]  = 

=  d«-h(dr)^  +  (dO)^. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  *)  auf  (1 7.)  sofort : 
{ß\,)  dT  +  d^'  {DM.  C{») )  =  dC  +  {dT)j  +  {dQ)j , 

^er  falls  man  zur  Abkürzung 
(31)  «  -  r -  ^^{DM.C{d) )  «  J 

setzt: 
(33.)  {dT)j+{dQ)jm^^dJ. 

t)a  C  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Beschaffenheit  des 
Systemes,  so  gilt  nach  (3S.)  Gleiches  auch  von  J;  so  dass  man 
also  durch  (33.)  zu  folgendem  Ausspruch  gelangt. 

(H.)  .  »  .  .  Dm  Princip  der  lebendigen  Kraß^  in  ekoas  anderer  Form 
dargestellt.     Dasjenige    Quantum    von    lebendiger    Kraft    und 


*]  tn  der  zweiten  der  beiden  Formeln  (H.)  kann  offenbar  der  Index  0  (ohne 
Beeinträchtigung  der  Deutlichkeit)  unterdrückt  werden. 


464  Carl  Nbumann, 

Warme,  welches  im  gegebenen  Systeme  wahrend  eines 
Zeitelementes,  speciell  in  Folge  der  innem  Krttfte  [J],  sich 
entwickelt,  ist  das  vollständige  Differential  einer  gewissen 
(unbekannten)  Function  — J^  welche  lediglich  abhängt  you 
der  augenblicklichen  Beschaffenheit  des  Systemes. 
Das  in  Rede  stehende  Quantum 

{dT)j^{dQ)j      oder      {dT^dQ)j 

kann,  weil  die  inneren  Kräfte  [J]  theils  ordinären,  theils  elektrosta- 
tischen, theils  elektrodynamischen  Ursprungs  sind,  in  drei  Theile  zer- 
legt werden,  —  eine  Zerlegung  welche  angedeutet  sein  mag  durch : 

(35.)         {dT  +  dQ)j  = 

=  (dr+rfO)..ord.uB  +  (dr+dO)..ei.t.ü.  +  (dr+rfO)y.aM,.ü.  - 

Das  betrachtete  System  ist  der  Art  eingerichtet,  dass  die  KrUflt^ 
[J,  ord.  Us]  keine  Wärmeentwicklung  verursachen,  denn  jene  KrSIfl^ 
bestehen  in  den  zwischen  den  ponderablen  Massenelementen  vor-^ 
handenen  Gravitations-  und  Cohäsions-Kräften ,  durch  welche  also 
nur  dann  Wärme  entwickelt  werden  könnte,  wenn  zwischen  diese« 
Elementen  gegenseitige  Reibungen  stattfänden ;  solche  Reibungen  ab^v* 
sind  bei  der  dem  System  gegebenen  Einrichtung  ausgeschlossevB 
(pag.  454).  Das  von  den  Kräften  lJ,  ord.  Us]  herrührende  dQ  is^t 
also  =  0;  und  es  erlangt  daher  die  Formel  (35.)  die  einfachere* 
Gestalt : 

(36.)  {dT+dQ)j  = 

=  [d  T)  j^  „rd.  uh  +  [d  T  -h  dQ)  j^  „,t.  Us  +  {dT+  dQ)  j^  ,wj.  r.  • 

Diese  drei  Bestandllieile  des  Quantums  (dT+dQ  j  sollen  nun  in  don 
foliijenden  Paragraphen  einzeln  in  Betracht  gezogen  werden. 

§.  7. 

lieber  die  inneren  Krilfle  ordinciren  Ursprungs. 

Schliossen  wir  uns  der  {^ewöhnlicJien  Vorslellimg  an,  dass  (lic*>*' 
den    ponderablen   Mass(»nelementen    inhärenten    Kräfte    lediglich   i«'^ 
hängen  von  ihren  Kntfernungen ,    so  sind  die  ('()ni|)onenten    der  von 
einem    Element!»  DM^    auf  ein    Element  1)}^   aiisij:enbten    Kraft  dar- 
stellbar durch  : 
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(37.)  yj  =  -  DM, .  DM, .  ^ , 

WO  f{r)  eine  gewisse  Function  der  zwischen  den  beiden  Elementen 
vorhandenen  Entfernung  r  vorstellt,  und  Xq^  yo^  Zo  die  Goordinaten 
von  DM^  sind.  Diese  Formeln  (37.)  repräsentiren  die  von  DM\  auf 
X>Mo  ausgeübte  ponderomotorische  Kraft  ordinären  Ursprungs. 

Bezeichnet  To  die  lebendige  Kraft   von  DMo^  so  ist  nach  (4.): 

wo  unter  Xq,  Yq,  Zq  die  ganze  auf  DM^  einwirkende  ponderomo- 
torische Kraft  zu  verstehen  ist.  Nimmt  man  für  Xq,  Yq^  Zq  die 
partielle  Kraft  (37.),  so  erhalt  man  denjenigen  Theil  von  (ITq, 
>velcher  seine  Entstehung  verdankt  der  von  DMi  auf  DMo  hervorge- 
brachten Kraft  ordinären  Ursprungs.  Bezeichnet  man  also  diesen 
Theil  von  dT^  mit  ((/To)ord.us.    so  ergiebt  sich 

(38.)  (dn),,,.ü«  =  -  DM,,  DM,  .  (^^^-dx,  +  ...). 

Desgleichen  ergiebt  sich,  falls  man  umgekehrt  die  Einwirkung  von  DM, 
aufDJfi  ins  Auge  fasst,  die  analoge  Formel: 

(39.)  (dT?)  J.„.  =  -  DM,.DM,.(^^dx,  +  ...). 

^^^^  ^1»  Uly  ^\   die   Goordinaten    von   DM,    bezeichnen.     Aus   diesen 
l>€3i(len  Formeln  folgt  durch  Addition  sofort: 

(40.) .  (rfTi  +  dT^  ,,a,  ü.  =  -  DM, .  DM, .  df[r) , 

=  —d[DM,.DM,.f[r)). 

Denkt  man  sich  nun  die  Formel  (40.)  der  Reihe  nach  aufge- 
stellt  ftir  jedwedes  Elementenpaar  DM,^  DM^  des  gegebenen  SysUi- 
1^  A,  Ä,  C,  .  .  .,  und  alle  diese  Formeln  summirt,  so  erhält  man: 

'M-)  m^.o-.ü.  =-  -dii^^^^iDMo.DM^.Hr))] , 

WO  die  linke  Seite*)  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  (36.),  nämlich 

*]  Was  die  rechte  Seite  der  Formel  anbelangt,  so  ist  das  Zeichen  SS  in  sol- 
cbem  Sinne  aufzufassen,  dass  jede.s  Elementenpaar  doppelt  vorkommt  im  Ausdrucke 
S2 ,  mithin  nur  e  i  n  m  a  1  im  Ausdrucke  ^SS  . 

AUhradl.  4.  K.  S.  GeMlItcb.  d.  WiMeuscb.  XV.  32 


dasjeiuge  Quantum  lebendiger  Kraft  btaeiehnett  welches  durch  di 
Kräfte  [/,  ord.  Us]  im  grazen  Systeme  hervoi^bracht  wird, 
man 

(42.)  i  S2\DM^ .  DMi  :A^))^0 

so  wird  0  als  das  ordinäre  Potential  des  Bysteme»  auf  sich 
her  zu  bezeichnen  sein;  gleichzeitig  erlangt  alsdann  dfe  Fortnel  (44 
die  einhche  Gestalt: 

(43.)  (rfT)j.o.4ü.-=--rfO. 


§.8. 
lieber  die  inneren  KrSfte  elektrostatischen  Dirsiii'ätigs. 

Die  repukive  Kraft ,  mit  welcher  zwei  elekirfsdhe  Massen 
und  fix  in  der  Entfernung  r  auf  einander  wirken ,  hM  nach  deifKi 
Coulomb'schen  Gesetz  den  Werth 

wo  igp(r)   gewöhnlieh  m  i  gesetzt  wird.    Indessen  inig,  der  {{rOese- 

ren  Sicherheit  willen,  im  Folgenden  unter  9 (r)  «ine  Function  vex"^ 

standen  sein,  welche  nur  fbr  betrachtliche  r  idenliAsh  nnt  -^hSrnr- 

gegen  für  sehr  kleine  r  von  noch  unbekannter  Beschaffenheit  ist. 

Dieses  Cou1omb*sehe  Gesetz   giebt  an    und   für  sich   über  di^ 
eigentliche  Wirkung  der  in  Rede  stehenden  Kräfte  noch  keinen  Auf- 
schluss;   vielmehr  bedarf  es  zu  diesem  Zwecke   irgend  welcher  ac- 
cessorischer  Annahmen.    Die  Hypothesen,  deren  man  in  dieser  Bezie- 
hung, sich  zu  bedienen  pflegt,  sind  folgende: 

(44.)  .  .  .  Erste  Hypothese.  Die  ponderomotorische  Kraft  eist. 
Us  i{,  mit  welcher  zwei  ponderable  Massenelemente  DMq  und  DM\ 
aufeinander  wirken,  ist  identisch  mit  derjenigen  Kraft,  welche  nach 
dein  Coulomb'schen  Gesetz  stattfindet  zwischen  ihren  augenblick- 
lichen elektrischen  Ladungen,  und  hat  also,  falls  man  diese  I^- 
düngen  mit  /e©  und  fi\  bezeichnet,  den  Werth: 


Elektrodynamiscue  üntebsichungen.  467 

13.)  .  .  .  Zweite  Hypothese.    Die  elektioiuotorische  Kraft  eist.  Us 
Ä,  welche  DMi  hervorruft  in  irgend  einem  Punkte  Wo  des  Elementes 
DM^^  ist  identisch  mit  derjenigen  Kraft,  welclie  nach  dem  Co ulom be- 
sehen Gesetz  stattfindet  zwischen   der   augenblicklichen  Ladung   von 
DMi  und  einer   in  jenem  Punkt  f/»«  concentrirt   gedachten  Elektrici- 
tütSQiengc  Eins.     Sie  hat  also,  falls  man  die  I^dung  von  DMi  wie- 
cl€»rum  mit  //|. bezeichnet,  den  Werth: 

9t  —  —fit  ^^    . 

Von  diesen  Vorstellungen  aus,  lUsst  sich  nun  dasjenige  Quantum 
l€*bendiger  Kraft  und  Wurme  (rfT  +  r/O)  j.eiHt.ua»  welches  im  Sy- 
steme A,  ß,  C,  .  .  .  speciell  durch  die  Kräfte  [J,  eist.  Us]  während 
der  Zeit  dt  hervorgebracht  wird,  näher  untersuchen.  Bezeichnet  man 
das  elektrostatische  Potential  des  Svstemes  auf  sich  selber  mit 

ü,  so  kann  das  Resultat,   zu   welchem   man  gelangt, '^)    ausgedrückt 

werden  durch  die  Formel: 

§.  9. 
Folgerung  aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft. 

Dieses    Princip    konnte    [vorgl.   (33.) ,   (34.) ,   (36.)]    ausgedrückt 
werden  durch: 

{dT+dQ)j=  -rfi, 
oder  auch  durch : 

Sobirahirt  man  von  dieser  Formel    die   in   (43.)    und  (46.)    gefunde- 
Den  Formeln: 

(47.a)  {dT)j^or,.v.  =  -dO, 

SO  erhält  man: 

;47.c)  .    (dr+  dQ)j^ ^ay. u.  =  -  d(^  -  0  -  ü)  ; 

in  Worten  ausgedrückt: 


•)  In  Betreff  einer  ausführlichoren  Darslellung  verweise  icli  auf  meine  »Theorie 
der  elektrischen  Kräfle«,  pag.  24 — 33. 
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(48.)  ....  Dasjenige  Quantum  von  lebendiger  KrafI  uml 
Wftrnie,  welches  in  dem  gegelienen  Systeme  A,  B,  C,  .  .  . 
speciel)  in  Folge  der  KrHrte  [J,  ekly.  Us]  wUlirend  eines 
/eitelementes  sich  entwickelt,  i.st  das  vollsliindige  Dirre- 
rentia!  einer  gewissen  (unbekannten)  Function  —  (^ — 0— I/), 
welche  lediglich  abhi^ngt  von  der  atigenblickliehen  Beschiir- 
fenheit  des  Systems. 

Die  in  Rede  stehende  Formel  (il.c)  bezieht  sich  wesenilirli  aiil 
die  noch  unbekannten  Kritfle  eleklroilynainischen  Ursprungs,  iiimI 
wird  im  Folgenden  zur  nttlieren  Bestimmung  diest^r  Krafle  vun 
grossem  Nutzen  sein. 


Dritter  Absclinill. 

Untersuchung  der  von  Ampere  und  Faraday 
deckten  Kräfte.  —  Erste  Methode. 


i 


Die  Gru  iideigcnschaflen  dieser  KrilflL'.  *J 


\ 


Zwei  lineare  Leiter  «,  «i  und  ein  körperUcher  Leiter  A  seien 
begriffen  in  lM'liel)igeii  Hcwegungi'n ,  wahrend  gleichzeitig  im  Innern 
eines  jeden  irgend  welche  elektrische  Strömungen  stattfinden.  Die 
in  zwei  Elementen  Dg,  Dg\  jener  linearen  Leiter  zu  deo  Zeiten  f 
und  /  -H  dt  vorhandenen  Stromstärken  mOgea  bezeichnet  seiD  respec- 
tive' mit  /,  /i  und  J-^dJ,  Jt-hdJi.     Es  handelt  sich 


einerseits  um  die  Untersuchung 
d^enigen  ponderomotori- 
schen  Kraft  Pdt,  welche  das 
Stromelement  Ds,  wahrend  der 
Z«t  dt  austibt  auf  das  Strom- 
element Dt; 


andrerseits  um  die  Unle^ 
suchung  derjenigen  elektromo- 
torischen Kraft  EtU,  .  weldie 
dag  Stromelement  Dsi  w&hrend 
der  Zeit  dl  hervorbringt  in  ii^end 
einem  Punkte  des  Körpers  A. 


Wenn  wir  von  den  Vorstellungen  und  Gesetzen,  die  man  in 
Betreff  dieser  KrSfte    anzunehmen  gewohnt    ist.    Alles    abscheiden, 

*)  Im  Folgenden  werden  diese  Krärte  l>ald  als  die  von  Ampere  und  Farada) 
eatdeckten  Krüfle,  bald  aber  auch  (nach  ihrem  Charakter)  als  die  pondero-  und 
eleictromo lorischen  Kräfte  eleLtrodynamischen  Ursprungs  bezeichne!  werden ;  es  sind 
diesell>en,  weichein  der  Einleitung  (p.  il9)  respective  mil  {a.)  und  If.)  benannt  waren. 
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IS  irgendwie  misslich  und  zweifelhaft  erscheint,  so  bleU)en  gewisse 
undeigenschaflen  übrig,  die  wir  hier  in  möglichst  Ubersichthcher 
eise  zusammenzustellen  versuchen  wollen.     Es  sind  folgende: 


j.) 


Erste  Grundeigenschafl. 


(a.)  .  .  Die  (auf  die  Zeiteinheit 
zogene)  Kraft  P  ist  propor- 
nal  mit 

JJiDsDsi ; 

schlägt  daher  in  ihr  Gegen- 
m1  um,  sobald  in  einem  der 
iden  Elemente  die  Stromrich- 
ig  umgekehrt  wird,  bleibt  hin- 
gen ungedndert,  sobald  eine 
che  Umkehrung  in  beiden 
imenlen  erfolgt. 


(a.)  .  .  Die  (auf  das  Zeitele- 
menl  bezogene)  Kraft  Edl  ist 
zerlegbar  in  zwei  Kräfte,  welche 
respective  pro[)ortional    sind   mit 

JiDsi     und     {dJi)D8i ; 

von  denen  also  z.  B.  die  erstere 
in  ihr  Gegentheil  umschlägt,  so- 
bald die  in  Dsi  vorhandene  Strom- 
richtung umgekehrt  wird. 


Zweite  GrufideigenschafL 


(b.)  .  .  Abgesehen  von  dem 
nannten  Factor  ist  die  Kraft  P 
r  noch  abhängig  von  der  zur 
il  l  zwischen  Dsi  und  Ds  vor- 
ndenen  relativen  Lage. 

Denkt  man  sich  also  von 
D«i,  Jfl«,  P  das  Spiegelbild 
Ooi ,  /Da,  n  entworfen  in  Be- 
;  auf  irgend  eine  Ebene,  so 
rd,  ebenso  wie  P  die  Kraft 
aJiDsi  auf  JD«  vorstellt,  ebenso 
^h  TT  diejenige  Kraft  repräsen- 
m,  welche  Jiflai  auf  t//)a  ausübt. 


(ß.)  .  .  Abgesehen  von  den 
genannten  beiden  Factoren  ist 
die  Kraft  Edt  nur  noch  abhängig 
von  der  zur  Zeit  t  zwischen  Dsi 
und  A  vorhandenen  relativen 
Lage,  sowie  von  denjenigen  Aen- 
derungen,  welche  diese  relative 
Lage  erleidet  während  des  Zeit- 
elementes dt. 

Sind  diese  Aenderungen  Null 
und  ist  dJi  ebenfalls  Null,  so 
verschwindet  die  Kraft. 

Die  Kraft  Edt  ist  also  (wie 
aus  dem  Gesagten  folgt)  unab- 
hängig z.  B.  von  den  in  A  vor- 
handenen  elektrischen  Vorgängen. 


Ihitle  (liiiinlriiicu/irliiift. 

(c.)  .  .  Die  Kraft  /•  kann  er-  1  (/.)  .  .  Üio    Kiali    Eilt   katis 

setzt    worden    durch    dit-jciiigcn  eiselzl  weiden    durch  diejcnigoii 

[lüodei'Oiriotonschcn  Krilfle.  wel-  '  eleklromotorisclion  Krüfle,  vvi-ldi; 

rlut  die  Uoiiiponciiten  von  /JA)  dio  llotiipniiirnlt'^n    von   Ds,  in 

ausüben  auf  die  l'.üiii|)üneiilen  ,  dem  belmcliteti'»  Piiukk- dosKür- 

von  Ih.  '  pers  vi  burvüihringtm. 

Bei  (e.)  und  (j.)  sollen  die  ("omponenlcn  genommen  gwlmiii 
werden  nach  vOllig  beliebigen  (ruhenden  oder  in  Bewegung  \k- 
grillenen)  Richtungen.  Sei bstverstÜDd lieh  »oll  aber  in  den  couipo- 
nirenden  Elenienlen  dieselbe  SlruniaUIrke  und  dieselbe  Aenderong 
der  SliüHistilrke  vorausgeseli-l  sein,  wie  in  dem  ursprünglichen  Kle- 
mento. 

Im  Folgenden  soll  nun  nnlersurlit  werden,  in  wie  weil  ilif 
Kralle  Pdt  und  tCiIl  ihre  llichluiij;  und  Stürke  noch  ans  iliewn 
Grundcigencichaflen  (49.)  und  aus  dem  I'rincip  der  lebendigen  KrBfl 
(i8.)  sich  buälimmCQ  lassen. 


i 


Diu   iius   Jen   G  riin deigen seil  a fte n    für  die   poiiih'romotorisrhi-n 
Kräfte  sich  ergebenden  Korinoln. 

Es  sei  j,  ^,  j  ein  rechtwinkliges  Axensy stein,  dessen  erste  Axe 
zusammenfallt  mit  der  Verbindungslinie  r  der  beiden  Stromelemeale 
JDs,  J,D$,. 

Wir  bezeichnen  die  diesen  Axen  entsprechenden  Componcnlai 
von  JDs  mit  a,  b,  t,  diejenigen  von  JiDsi  ebenfalls  mit  a,  ti  <' 
und  endlich  jede  in  Betracht  kommende  Kraft,  jenachdem  sie  y>^- 
allel  zu  j ,  ^  oder  j  ist,  mit  i ,  5)  oder  '■] .  Bedienen  wir  uns  df 
Worte  longitudinal  und  transversal,  um  anzudeuten,  ob  eine  ge^ 
bene  Richtung  parallel  oder' senkrecht  zu  r  ist,  so  sind  die  Eleioenle 
a ,  a  und  die  Krafl  S  longitudinid  ,  andrerseits  die  Elemente  b,  b ,  c,  < 
und  die  Kräfte  2) ,  3  transversal  zu  nennen. 

Aus  den  Grundeigenschaften  (i9.a,  b,  c)  der  ponderomolorischen 
Kräfte  ergeben  sich  mm  zunächst  fünf  einzelne  Sätze,  die  Wn 
{50.  t,  II,  III,  IV,  V;    der  Reihe  nach  besprechen  werden. 
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(50.  I)  .  .  .  .  »Die  ponderoniotorische  Einwirkung  von  a  auf  a  ist 
»dargestellt  durch  eine  Kraft  X.  —  Mit  andern  Worten:  Zwei  lon- 
»gitudinale  Elemente  üben  aufeinander  iongitudinale  Kräfte  aus«. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ergiebt  sich, 
unter  Anwendung  des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde,  unmittelbar 
aus  den  Voraussetzungen  {49.a,  b). 

(50.  II)  ...  .  »Die  Wirkung  von  b  auf  b  ist  dargestellt  durch  eine 
»Kraft  $.  —  D.  h.  zwei  [)arallele  transversale  Elemente  üben  auf- 
»einander  Iongitudinale  Kräfte  aus«. 

Beweis.  —  Bezeichnet  man  die  von  b  auf  b  ausgeübte,  vor- 
läufig noch  völlig  unbekannte  Kraft  mit  3E,  $,  3^  ^^  ^^'■'d  das 
Spiegelbild  von 

{(f^)  b b,  J,  2),  3 

nach  der  Richtung  \)  (d.  i.  in  Bezug  auf  die  jtj- Ebene)  dargestellt 
sein  durch 

(«.)  b' v,x,  2)',  3, 

WO  unter  den  accentuirten  Linien  solche  zu  verstehen  sind,  welche 
mit  den  ursprünglichen  gleiche  Länge,  aber  entgegengesetzte  Rich- 
tung haben.  Aus  diesem  Spiegelbilde  (a.)  ergiebt  sich  mit  Rück- 
sicht auf  (49.b),  dass  die  von  b'  auf  b'  ausgeübte  ^-Componente 
=s  ^'  ist.  Andrerseits  aber  folgt  aus  ((>.)  mit  Rücksicht  auf  (49.a), 
dass  jene  von  b'  auf  b'  ausgeübte  ^-Componente,  genau  ebenso  wie 
die  von  b  auf  b  ausgeübte,  =  ^  ist.  Somit  ergiebt  sich  also 
2)' =  2),  d.  i.  2)  =  0. 

Es  sei  nun  ferner  das  Spiegelbild  von  {q.)  nach  der  Richtung 
)  angedeutet  durch: 

(t.)  b b,«,2),3'; 

alsdann  folgt  aus  (p.)  und  (r.)  sofort,  dass  die  von  b  auf  b  ausge- 
übte j-Componente  sowohl  =  3^  ^'^  '^^^^  =3'  *st,  dass  mithin 
3  =  3'  öder  (was  dasselbe)  3  =  0  ist. 

Somit  ist  nachgewiesen,  dass  g)  =  0  und  3  =  ^  sein  muss, 
dass  also  die  Kraft  X,  Jj),  3  ^»f  X  sich  reducirt;  w.  z.  z.  w. 

(50.  III)  ....  »Die  Wirkung  von  a  auf  b  ist  dargestellt  durch  eine 
»Kraft  ^J).  —  D.  h.  die  von  einem  longitudinalen  Element  auf  ein 
»transversales  ausgeübte  Kraft  ist  dem  letztern  parallel«. 


Beweis,    —    Oip  vorl»u(ig  iiocli  unbekaonlc,    von  a  auf  V    avs- 
^vulile  Knifl  sei  lipzuichnei  mit  X,  *^,  3-     Das  Spiegclhikl  von 

W  0 b,s,S,3 

nach  ilur  Richlung  l)  wird  alsdann  dargctitellt  sein  durch : 

(o.)  a K,Ä-,2)',.^- 

Aus  {«.)  folgt,  iiiil  Uüi-'köiohl  auf  (49. b),  dass  die  von  a  auf  b'  aiis- 
gOUbic  Kraft  die  Coinponenlen  X,  5)',  3^  andrerseits  ai>er  folgt  aus 
(p,),  unter  Rücksicht  auf  (iO.a),  dass  die  Coinjjonenlen  der  ehenge- 
nannlen  Kraft  gleich  I',  ?)',  3'  »'"*'■  Somit  ergiebt  sich  S  ^  S'  und  I 
3  =  3' ,  d.  i.  S  =  0  und  3  =  0 ;  w.  z.  z,  w. 
(50.  IV)  ...  .  »Die  Wiikung  von  b  auf  a  ist  dargestellt  durch  eine 
"Kraft  ;I) .  —  D.  h.  die  von  einem  transversalen  auf  ein  longitudv- 
»nales  Element  ausgeübte  Kraft  ist  dem  erslern  parallel«. 

Der  Beweis  ist  derselbe  wie  bei   (50.  Uli. 
(öO.  V)  -  .  .  .  »Die  Wirkung  \un  b  auf  c  it-t  Null.  —  D.  h.  zwischen 
»zwei  zu  einander  senkrechten  transversalen  Elementen  findet  keine 
»Einwirkung  statt". 

Beweis.    —    Die    vorläufig    unbekannte   Kraft,    welche    b    auf  c 
ausllhl.   sei  bezeichnet  mit  X,  Jlj ,  3-     '^'f'  Spiegelbilder  von 

W  b c,3E,g,3 

nacl)  den  Bichlungen  ^  und  j  werden  alsdann  dargestellt  sein  re- 
spective  durch 

{«•)  b' c,*,9)',3, 

und  durch: 

W  b cM,g,3'- 

Aus  {().)  folgt,  mit  Rucksicht  auf  (iO.a),  dass  die  von  b'  auf  <,  und 
ebenso  auch  die  von  h  auf  c'  ausgeübte  Kraft  dargestellt  ist  durch 
^>  S)'i  3-  Diese  Componenten  X",  ^',  3'  uiUssen  daher,  mit  Hin- 
blick auf  (o.)  und  (t.)  ,  identisch  sein  mit  X ,  S)* ,  3 1  *">d  ebenso 
auch  identisch  sein  mit  S,  ^,  3'.  Somit  folgt:  X'  =  X,  ^'  ss  ^, 
3'  —  3 ,  d.  i.  S  =  0 ,  3)  =  0 ,  3  =  0 ;  w.  z.  z.  w. 

Die  Ergebnisse  (50.  I,  II,  111,  IV,  V)  können  vereinigt  werden  zu 
folgenden  Sätzen: 

(51.)  ....  Die  Wirkung  zwischen  zwei  longitudinalen  Ele- 
menten ist  longiludinal. 


ns. 
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Die  Wirkung   zwischen  zwei    transversalen   Elementen 
longitudinal  oder  Null,  jenachdem  die  Elemente  paral* 
.  oder  senkrecht  zu  einander  sind. 

Die  Wirkung  zwischen  einem  longitudinalen  und  einem 
ansversalen  Element  ist  dem  letztern  parallel. 

Die  Componenten  der  beiden  gegebenen  Stromelemente  JDs  und 
Ds\  mögen  fortan  (genauer  als  bisher)  bezeichnet  werden  mit 
b,  c  und  ai ,  bi ,  Ci ;   so  dass  also  die  Formeln  stattfinden : 

a  =  JDs  cos  {Ds ,  j) ,  ai  =  JiDsi  cos  [Dsi ,  j) , 

b  =  JDs  cos  {Ds ,  ^) ,  bi  =  J\Dsi  cos  {Dsi ,  ^) , 

c  =  JDs  cos  {Ds ,  j) ,  Ci  =  JiDsi  cos  {Dsi ,  j) . 

Zufolge  (49. c)  ist  die  von  JiDsi  auf  JDs  ausgeübte  Wirkung 
^1)93  identisch  mit  der  Summe  derjenigen  Wirkungen,  welche 
bi,  Ci  ausüben  auf  a,  b,  c.  Diese  letztem  Einwirkungen  aber 
sen  sich  mit  Rücksicht  auf  (49.a,b)  und  (51.)  augenblicklich  an- 
l)en.  So  wird  z.  B.  die  von  ai  auf  a  ausgeübte  Kraft  longitudinal 
n,  und  den  Werth  (ki<if{r)  besitzen,  wo  f{r)  eine  unbekannte  Func- 
n  der  Entfernung  vorstellt;  ferner  werden  die  von  bi  auf  b  und 
n  Ci  auf  c  ausgeübten  Kräfte  gleichfalls  longitudinal  sein,  und  die 
erthe  besitzen  biby(r)  und  CiC q){r),  wo  (p{r)  wiederum  eine  unbe- 
onte  Function  der  Entfernung  vorstellt. 

Wir  wollen  nun  jene  Componenten  3E,  ^,  3  der  von  J\Ds\  auf 
)s  ausgeübten  Wirkung  der  Reihe  nach  in  Betracht  ziehen.  —  Die 
ngitudinale  Componente  X  kann,  nach  (51.),  nur  herrühren  von 
in  drei  Wirkungen  (aj ,  a) ,  (bi ,  b)  und  (ci ,  c) ;  sie  besitzt  daher 
in  Werth: 

2.a)  3f  =  Uiap  +  (bib  +  Cic)  p  , 

)  Q  und  Q  für  die  unbekannten  Functionen  jlr)  und  (p{r)  gesetzt 
id.  Ferner  kann  die  Componente  g),  nach  (51.),  nur  herrühren 
n  den  beiden  Wirkungen  (bi ,  a)  und  (ai ,  b) ;  so  dass  man  erhält : 

!./?)  2)  =  biaa  +  aibr, 

•  a,  r  neue  unbekannte  Functionen  von  r  sind,  die  von  einander 
-schieden  sein  können.     Endlich  erhält  man: 

L/j  3  =s  Ciaa  +  aiCT, 


*«  '•>■"•""  «i»!  IM«««; "•*'•■' 

wo  0,  T  iinthwf^ridi^er  Weise  j^enau  dieselben  Functionen  sind,  wit 
in    {)ii.ß]. 

An  Stelle  des  Axensy Siemes  j,  l),  \,  dessen  ersle  A\h  mit  r  zu- 
üiitiinient^lll,  und  die  Ki^rhUmg  {Ihi  —  ^lh)  besitzen  mag,  soll  gegen- 
wHilig  ein  boliebigM.s  reclitwinkliges  Awnsysteni  .r,  y,  z  eingefilhrt 
werden.  Sind  Ä',  1',  Z  die  dicsoin  neuen  System  «[ilü|ircchen(len 
Conipononttju  dor  Kruft  .V,2),  ,J    -'i^.«.  ^, /,  so  orgiobt  sieh  süfoii 

.V  =  M  +  |))A'-|-  .iA", 
wo  A.  A',  A"  die  Richtiingseosinus    von  r   in  Bi^ziif?   auf  J,  1).  Ü  vor- 
stellen,     Hierau«  l'olgl  durch  Substitution  der  WerUie  (5S.r, /:/,  yl: 

.V  =  Aaiijp  +  A'bbi  +  tcj^ 
^  +  (A'bi  +A"ci;i\o  +■   Kb  -*-  A"()aiT  , 

Tider  iwaK  dasselbe  ist): 

X  =  Anai(j  — e"—  o  — t)  +  A  iia,  +  bbi  +cci)7 

+  [hui  +  A'b,  +  A"c,)a<»  +  (Aa  +  A'b  +  A't)a,T. 
Nun  werde  gesetzt: 

ka  =  JD^.e.  ü,  =  JiD«,  .  0, .  ^ 

b  =  J/>s.e',  b,  =  ./,««,.  e,',  ^^ 

c  =»  JDs.e",  u  =  ^jOsi.e/, 

wo  6,6',  6"  und  6, ,  6,',  6,"  die  RichtungscostDUS  vod  JDs  undi|ö»i 
in  Bezug  auf  ;,  ^, ;  vorstellen.     Alsdann  folgt: 

x  =  JDs.JtDs,.  [Aee,(p— f— o  — t)  +A[e6,  -I- 6'e,' +  e^e,'!! 
+  (Ae,  -4-  A'6,'  +  A"e,'')eo  +  (ab  +  a'G'  +  A-e^^^e,!]. 

NuD  ist  A  =  cos  {i,  x)  =  cos  (r, -x) ,  also  ausdrUckbar  durch 

WO  alsdann  x,  y,  z  und  X| ,  ^i ,  Z|  die  dem  neuen  Asensysleoi  eul- 
^prechenden  Coordinaten  von  JDs  und  JiDs,  vorsteUen.  Bezeicbnet 
man  mit  Bezug  auf  eben  dasiselbe  System  die  Hiobtungscosinus  voe 
JD«^  J\Ds\  mit  A,  B,  r,  A, ,  B, ,  r, ,  und  mit  E  den  Cosinus  des  zwi- 
schen JDs,  JjDst  vorhandenen  Neigungswinkels,  so  wird: 
A  11=  A6  +  A'G'  +  A-e"  , 

A,  =  Ae,  +  Ae,'+ A"e,", 
E  =  6e,-»-e'e,'+e"e,". 
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^nigemUss  kann  die  Formel  für  X  auch  so  geschrieben  werden: 

+  Ai0a  + A0it|  . 

aloge  Weribe  resultireu  für   \\  Z\    und  man  gelangt  daher,   falls 

•  Abkürzung  q  —  q  —  o  —  r  schlechtweg  =  (>  gesetzt  wird ,    zu 
[pudern  Resultat: 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten,  die  Richtungscosinus 
d  die  Ampere'schen  Argumente*)  zweier  elektrischen 
omelemente  JDb^  J\D8\  respective  mit  x^  y,  z^  Xv^  j(j,  Z\^ 
t  A,  B,  r,  Ai ,  Bi,  Ti,  und  mit  r,  6,  öi,  E,  so  werden  die 
inponenten  X,  Y,  Z  der  von  JiD«i  auf  JDs  ausgeübten 
oderomotorischen  Kraft  die  Werthe  besitzen: 

X:=  JDs.  JxDs,  [((>e0,  +  ^E)  :^^  +  (aSAi  +  rO^A)  |  , 

3.)  Y=:  Jus.  J.Ds, [(pee,  -f. qE) ^-^  +  (oesi -t- Te,B)J , 
z  =  JDs.  JiDsi  [ ((>ee,  +  ^E)  i^  +  (aer,  +  reif)] . 

abei  sind  unter  p,  p,  a,  r  vier  noch  unbekannte,  lediglich 
>n  r  abhängende  Functionen  zu,  verstehen. 

Jene  ponderomotorische  Kraft  kann,  wie  aus  (53.)  folgt,  in  die 
ei  Kräfte  zerlegt  werden 

JDs ,  J,Dsi[(jee,  +7E) 
JDs  .  JiDsi  .  00  , 

n  denen    die  erste  die  Richtung  r  [Dsi  *- — ►  Ds) ,    die   zweite    die 
htung  Ai,  Bi ,  T],  die  dritte  die  Richtung  A,   B,  T  besitzt. 

Ehe  wir  auf  die  Bestimmung  der  unbekannten  Functionen 
J^  a,  r  uns  einlassen  können,  müssen  wir  zuvor  eine  analoge 
ersachung  anstellen  über  die  elektromotorischen  Krttfle.  **) 


*j   Vergl.  p.  424. 
*')    pie  in  diesem  §  angewandte  Methode  ist  im  Wesentlichen  identisch  mit 
enigen,  deren  Stefan  sich  bedient  hat  in  seiner  ausgezeichneten  Arbeit  über  die 
iidfonneln  der  Elektrodynamik.    (Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie,  Bd.  59, 
ile  Abtheilung,  pag.  693., > 


^6  -i-tjH   ^    Carl  Neiimakh, 

.i^.|...A   vM.t^h   -^  .-  §.   3. 

Die  aus  dflU^GrnndelgeDScbaflen  für  dt^ 

Krilfto  sich  ergebenden  Formeln. 

Ebenso  wie  in  {iÜ.a,  [i,  y),  sei  Eilt  diejenige  eleklroiiiotonsrlie 
wiifl,  welche  das  inducirende  Stromeleiiient  J,/)si  wahrend  der  Zeil 
^~  hervorbringt  in  irgend  einem  Punkte  m  des  inducjrten  Küi'[ier» 
A.  Auch  sei,  ebenso  wie  damals,  vorausgesetzt,  dass  wahrend  der 
^ek  dt  die  Stromstarke  J,  und  die  raumlichen  Lagen  *on  JJh,  iiml 
'jl'in  beliebiger  Weise  sich  äadern.  —  Ferner  seien  Xdl,  gVl,  '^ä 
(He  Komponenten  von  Edt  nach  drei  aufeinander  senkreohlen  Axcn 
t'i'^i  j,  wek'he  vom  Punkt«  m  ausgehen  und  mit  der  pondembks  | 
llHese  von  A  starr  verbunden  sind. 

Lassen  wir  nun  vom  Punkte  m  in  willkührljchen  Riclilliogea 
ii^nd  welche  Linieoulemenio  />«,  Dg  ,  Ds" ,  ....  ausgeben,  di< 
ebenfalls  mit  der  jionderablen  Masse  von  A  starr  verbunden  «iod, 
äod  deren  Kichtungscosinus  in  Bezug  auf  dio  Axen  ^,  9,  j  mil 
%,  «,  e,  ^\  93',  (S',  r,  *B",  6",  ,  .  .  liezeiclmut  sein  mögen,  x 
werdeo 
--.     i-,.'     ,      .;,-r'-fldi  ^mdl -i~m)dl -t-(.S.3dt, 

(54.)  €'(ü  =  %'m.+  'S'M •*■  a'3(ü,   -^^-, .-■„.,  -., 


die  den  Richtungen  Ds ,  Z)«  ,  Ds" ,  .  .  .  entsprechenden  Componeutai 
von  Edt  vorstellen,  oder  (was  dasselbe  ist)  diejenigen  eleklrümotori- 
schcn  Kräfte  vorstellen,  welche  JiDs,  in  den  Drahtelementen  D»,ft', 
/)»",...  hervorbringen  würde.  Diese  Kräfte  aber  können  auf  Gnial 
der  Eigenschaften   (49.«,  j5,  y)  näher  bestimmt  werden. 

Sind  nämlich  r,  6,  6| ,  E  die  Äaipere'schcn  Argumente  ""l  iUr 
die  beiden  Elemente  JyDs,  und  Ds,  so  ist  die  relative  Lage  dw 
beiden  Elemente  zu  einander  und  die  Aenderung  dieser  relatiu'O 
Lage  wahrend  der  Zeit  dt  vollständig  bcstmimt  durcb  Angabe  J^ 
acht  Grössen 

r.   0,  0,,   E,  ,/r,   ,/0,   (/O, ,   (/E. 
Die    von  JiDs,   wahrend    der   Zeil   dt    im    Drahl Clement   D$  erzeugt« 
•)   Vergl.  pag.  iH. 


^llU.l,V.i)9B'-^Pd.8li,  ^,.Si-di&  Richtungi^msinus  voii  r  und  J,lk 
in  Bezog  aaf  die  Axen  j,  \j,  j  vorstellen;  wahrend  ^I .  2J.  (J  dii- 
Riebt» ngacosious  des  mit  diesen  Axen  starr  verbimdoiien  Elemfnto> 
Ds  vorstellen  :so  dass  also  91,  2).  fö  iinvcründorlicli,  milliin  ifS, 
rf«,  </6  Null  sind). 

Die   beiden    PrOdnctP    l.ilQ    und    iVrfE   sollen    honiot^ene    line^ 
Pundionen  von- 91,  39.  (i  sein:  hieraus  folgt,  mit  Kücksicht  auf  rfii' 
.  Werlhe  von  rfö.  dE  [57.1,   dass   L  und  A'  von  91,  ©,  (S  unab- 
hängig sind. 

nie  Übrigen  ProdiK^lo  Kdr,  StdQi,  OiiJ,  sollen  ol>ßnr<ilU  lionin- 
gene  lineare  Fnnclionen  von  91 , 'iß ,  Ü  -sein;  hioraiii:  fülgl,  mil  Kilck- 
sieht  auf  (IJ7.;,  dass  A'.  M,  0  gleiciiralls  homogene  liiiuurc 
Functionen  von  9t,  94,  l£   sind. 

Nun  hangen  aber,  wie  vorhin  bemerkt  wurde,  die  fünf  Fimc- 
tionen  L.  iV  und  A',  M,  O  lediglich  ab  von  r,  @,  3,,  E;  so  liak« 
also  91,  S.  6  in  jenen  Functionen  nui^  insot'cni  enlhaltfin  sein  köo- 
Dt>n,  als  sie  Ue«tan{ll heile  von  6,  E    Ö7.)  sind. 

lue  /,,  A'  werden  dabei,  weil  sie  unabhängig  von  2.  41,  ß 
\sind,  auch  unabhängig  von  3.  E  sein.  ^f. 

Und  «oUrerseitei  werden  die  K,  .1/,  0,  weil  sie  boniogflM 
-lineare  Functionen  von  91,  9i.  (S  sind,  ebensolche  Funclione«  am 
von  3,  E  sein. 

DemgeuiHss  besitzen  also  die  L,  iV  und  K,  M,  0  (oli^oif 
Formen : 

K  =  0.K(r,  G,j  -H  E.K(r,  0.'  ,  L  =  Mr,  0,), 

[38.)       M=  G.M(r,3,)  +  E-M(r,  6,),  iV=  N(r,  6,), 

Oas^.Q(r,0,)  +  E.5[i-.3,), 
wo  die  K,  R,  A,  M,  M,  N,  Q,  Ü   lediglich  abhängen   von  den  bei- 
gefllgten  beiden  Argumenten  r,  3i. 

Nach  (49.^-)  ist  das  inducirende  Element  JiDg,  ersetzbar  dort* 
seine  nach  beliebigen  Richtungen  genommenen  Compontaiieiii 
einerlei  ob  diese  Richtungen  absolut  fest  oder  in  irgend  welchen  Be- 
wegungen begriffen  sind.  In  der  That  werden  wir  jene  Eigenschafl 
(49.^)  in  zwiefacher  Weise  anwenden:  zuvörderst,  indem  wif 
(zu  der  in  Rede  stehenden  Zerlegung)  drei  aufeinander  senkrechte 
Riclilungen   £,  r^,  C  benutren,    welche    mit    dem  Elemente  h^^ 
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starr  verbunden  sind,  an  seiner  etwaigen  Bewegung  also  theil- 
nehmen;  sodann  später,  indem  wir  drei  aufeinander  senkrechte 
Richtungen  o?,  y,  %  benutzen,  welche  ein  in  irgend  welcher  eige- 
nen Bewegung  begriffenes  System  bilden,  dessen  relative  Lage 
zu  /iD«i  von  Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert. 

Unter  Anwendung  der  mit  /iZ)«i  starr  verbundenen  Axen  f,  ?/,  f 
führt  die  Eigenschaft  (49. y)  zu  einer  genaueren  Kenntniss  der  Func- 
tiooen  JT,  L,  ilf,  iV,  0,  nämlich  zu  dem  Ergebnisse,  dass  die  For- 
melo  (58.)  zu  erselzen  sind  durch  ^) : 

(59.)  M=/ie,  N=v, 

0  =  cü©ei  +  flJE, 

wo  X,  7,  A,  /i,  r,  (0,  öl  nur  noch  von  r  abhängen. 

Ob  in  dem  inducirten  Drahtelement  Ds  schon  von  Hause  aus 
ein  elektrischer  Strom  vorhanden  ist  oder  nicht,  bleibt  gleichgültig. 
Denn  zufolge  (49./?)  ist  die  inducirte  elektromotorische  Kraft  völlig 
unabhängig  von  denjenigen  elektrischen  Processen,  welche  in  dem 
inducirten  Körper  statttinden.  Demgemäss  gelangt  man  durch  Sub- 
stitution der  Werthe  (59.)  in  die  Formel  (55.)  zu  folgendem  Re- 
sultat: 

Befinden  sich  zwei  Stromelemente  JDs  und  JiDsx  in 
irgend  welcher  Bewegung  und  die  in  ihnen  vorhandenen 
Stromstärken  J  und  Jj  in  irgend  welchem  Zustande  der 
Veränderung,  so  wird  die  während  der  Zeit  dt  von  JiDsi  in 
irgend  einem  Punkte  des  Elementes  JDs  (und  zwar  in  der 
Richtung  dieses  Elementes)  hervorgebrachte  elektromo- 
torische Kraft  Q^dt  den  Werth  besitzen: 

[60.)     Qdt  =  Dsi[Ji{{xe6i  -f-  7E)c/r  +  ABirfe  +  fiBdet  -f-  vdE) 

+  (weei  +wE)dJi]; 

hier   sind    r,   6,  Oi,  E    die    Amp^re'schen    Argumente,    und 
«,  X,  A,  /u,  r,  0),  7ä  sieben  unbekannte  Functionen  von  r. 

Wir  bringen  die  Formel  (60.),  welche  zur  augenblicklichen  Ab- 
kürzung angedeutet  werden  mag  durch: 


*]   Die  näliere  Ausführung   Gndet  sich  in  der   »Th.  der  elektr.  KrSflea, 
auf  pag.  H7 — \tt. 


Caül  Neuhakn, 

insbesondere  in  Anwendung  auf  den  Fall,  dass  die  StromslUrke  «leg 

iadiieirenden  Glenienles  wülirend  der  Zeil  dt  einen   endlicben  Zu- 

wacliri    von    0    auf  J\    erlang).  '}     Jene    Formel   («.)    uiuimt   aWann 

folgende  Gestalt  an: 

iß.)  m  =  Ds,{\\df  +  i^>J^)  . 

Uuaa  iui  zweiten  (jliedc  Ji    (an  Stelle   des   früheren  ilJ,)   zu  9eüen 

ist,    unterliegt    keinem    Zweifel.     Fraglich    aber    erscheint,    welcher 

Werth  im  ersten  Gliede  dem    Vi  beizulegen  ist. 

In  der  früheren  Formel  {«.)  iwl  es,  mit  Bezug  auf  jenes  prste' 
Glied,  einerlei,  ob  dort  J\  selber,  oder  statt  dessen  J,  -+■  dJ,  gesetzt 
wird,  also  einerlei,  ob  daselbst  der  Werth  der  Stromstärke  zu  An- 
fang oder  zu  Ende  der  Zeil  dt  nommen  wird;  denn  der  UDte^ 
schied  zwischen  J]  und  J\  +  dJ, 
iß.)  hingegen  seheint  eine  solche  ' 
hier  die  Stromstärke  zu  Anfang 
verschiedenen  Werthe  0  um  Ji 
<ler  Formel  iß.)  ftir  Y,  der  V 
ge\visser  Millelwerlh  zu  nehmen 
würtle  die  Zeit  dt  von  Neuem  in  unendlich  viele  (etwa  n)  Zeilele- 
meole  zu  zerlegen  sein,  u.  s.  w. 

Glucklicher  Weise  sind  indessen  solche  ErörteruDgen  nicht  er- 
forderlich. Denn  man  iiemerkt  sofort,  dass  das  erste  Glied  der 
Fonnel  {ß.)  verschwindend  klein  ist  gegen  das  zweite,  und  diesem 
gegenüber  also  vernachlässigt  werden  darf;  wodurch  jene  Fonnel 
sich  reducirt  auf: 

(y.)  m  =  Da,  .(pJi. 

Substituirt  man  fUr  fp  seine  eigenllicbe  Bedeutung,   so  ei^ebt  sich 
also,  hinsichUich  des  Satzes  (60.)  folgender  Zusatz: 

Erlangt  die  Stromstärke  des  iDducirenden  BlementeB 
D$i  wShreud  der  betrachteten  Zeit  dl  einen  .endtichen  Zuwachs 
von   0  auf  /■,    so  wird    die  von    ihm    während    dieser    Zeit 


unendlich  klein.  In  der  Forint 
rwcchselung  nicht  gestattet,  weil 
d  zu  Ende  der  Zeit  dt  die  üchr 
sitzt,    ßs  fragt   sich  also,  ob  in 

0 ,  oder  Jt ,  oder  vielleicht  eiD 
ist.     Um    ralionell    zu    verfahri'ii. 


*)  Solches  wird  z.  B.  stall  finden ,  wenn  wir  uns  einen  mit  Gleilsteüen  bebatle- 
ten  Slromrlng  von  der  SlSrke  /|  vorstellen ,  und  unter  Dii  ein  Element  vemeben, 
welches  wülirend  der  Zeil  dl  in  die  Slrombahn  neu  eintn'U. 
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JDs    hervorgebrachte    elektromotorische    Kraft    (^dt    den 
erth  besitzen: 

1.)  6rf(  =  Dsi{(üee^+wE)J^  , 

0  0,  6|,  E,  (ö,  w  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  in  (60.). 

Um  Näheres  zu  erfahren  über  die  noch  unbekannten  sieben 
netionen  x,  x,  ^,  /i.  i',  o),  ö),  benutzen  wir  von  Neuem  die 
;enschaft  (49.y),  indem  wir  diesmal  zur  Zerlegung  von  JiDsx  ein 
;htwinLliges  Axensystem  x,  y,  z  in  Anwendung  bringen,  welches 
^iflen  ist  in  einer  beliebig  gegebenen  eigenen  Bewegung. 
Bezug  auf  dieses  System  seien 

ü,   F,   W  die  Richtungscosinus  von  r{Dsx  - — ►  Ds) , 

A,  B,  r  diejenigen  des  inducirten  Elementes  Ds^ 

Ai,  B|,  Ti  diejenigen  des  inducirenden  Elementes  Ji/)«i; 

dass  also  6 ,  ö, ,  E  sich  darstellen  durch  die  Formeln : 

e  =  l/A  +  VB  +  HT, 

2.)  0,  =  f/A,4.  yBi+  wr,, 

E  =  AAi  -f.  BB,  +  rn  . 

Die  Eigenschaft  (49./)  spricht  sich  aus  durch  die  Gleichung: 
•3.)  ^dl  =  (S'd/  -f.  &dt  -f.  Q'dt , 

tls  wir  nämlich  unter  ^dl  und  Q.'dt ,  &dl ,  Q'dt  diejenigen  elektro- 
otorischen  Ki^fle  verstehen,  welche  in  Ds  während  der  Zeit  dt 
irvorgebracht  werden  würden  respcctive  von  JiDst  selber  und  von 
inen  drei  Componenten  JiAiD^i,  JiBiDsi^  JiTiDsi.  Die  Kraft  Q^dl 
it  nach  (60.)  den  Werth : 

14.)     gd(  =  D8i[Ji ((x00i  +  7E}dr  +  A0ide  -f-  /ied0,  +  vdE) 

-f-  (a)0ei  +  wE)d/i]. 

Was  die  Kraft  (S^dl  betrifft,  so  ist  zu  beachten,  dass  das  Ele- 
ent  JxDsi  gegen  das  Axensystem  x^  y,  z  in  beliebiger  relativer 
iwegung  begriffen  ist,  folglich  A^  B,  f  in  irgend  welchen  Aende- 
Dgen  begriffen  sind.  Zerlegt  man  also  /iD^i,  entsprechend  den 
ien  X,  y,  z,  in  drei  componirende  Stromelemente,  so  werden 
^se. letztem  während  der  Zeit  dl   ihrer  Länge   nach  sich  ändern. 

Das  dkr  «rAxe  entsprechende  componirende  Element  besitzt  zu 

1  fang  und  zu  Ende  der  Zeit  dt  die  Längen  AiD^i  und  {fi^  +  dAxjDsx, 

AUuodL  d.  K.  8.  GeaeUMh.  d.  WitMDSch.  XV.  33 


^^ 


(gä  Carl  NstTiiitM^, 

und  kann  dahf.'r  Hiifticfiis^l  wcnii'n  Mn  o\n  Xni^iVi^tü  \nn  zwpi  Kle- 
nienten;  von  dicseti  lic^^ilzl  d;is  i'inc  dii>  roiislunt  lileihi'ndp  l^rute 
A,Üs,  und  eine  von  J,  auf  7,  -:-  f/J|  anwatrliRPhde  SlioinsWrkp.  ilat 
andere  hingegen  die  Lüiijfi*  u/A,!Hw,  und  eine  von  0  9ü{  Ji+ii, 
anwactisende  StronisUlrke.  Üementsfireoliend  zerftlllt  die  Krafl  (*^ 
ebenfalls  in  7.wei  Titeile,  von  denen  ilei-  eine  naeli  (ßO.i  iImi 
WeHli  hal: 

A,/>j(,[./,fxer'  +  "A;:(/r  +  Wile  +  /iQ<lf'  +  r-/A) 

+  ,(„er  +  :r,Aj'W,i, 

widii-fttd  dei'  andere  nach    flil.l   dai'^eslelll   isl  <lureli 
(dA,)/)«,(oje(/+ wA)  (J|  +</J,). 

wo  im  Ictzlon  Faetor  das  .n^'g''"  -^i  verscliwindend  kleine  ilJ,  fort- 
gelassen werden  darf.  Man  erlilllt  also  fiir  die  yanze  Knifl  1W( 
den  Werlli: 

(S'di  =  HN*|iJ,A,(i«er  +  7A)'/r  -H  ;r(/e  + /<e</r  +  jWa) 

+  (wSt'-l- wA)(/:'"A,J|)], 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann: 

fS^ill  =  fls,y,{(x0r  +  7A,A,Jr  +  P.rA,</0  +  /'0(/r'A|'  +  rJiAAi;) 
+  («er  +  «A  A,<M  +  f  J,./A,l  . 

Analot^e  Werllie  resultiren  füi-(5"rf/,  6*(/(;  und  ilurch  Addition  dieset 

Werihe   folgl   mit   Rueksielit   auf   (62.)   sofort: 

(65.)     Q.'dt  ■+■  Q.'dt  +  ft'dl  s 

=  Ds,  [J^  {{xeQi  -¥■  7E)dr  -t-  )iQ,de  +  fiQde,  +  »JE) 
+  {f-.öe,  +  wE)(a,  +  J,(/*dA,  +/«(/B,  +/^rfr,)l . 

Hier  sieht  /*'  zur  Abkürzung  fUr  den  Ausdruck 

so  dass  mdn  also  hat: 

(6G.)  /*  =  (o)  —  ^)eF  +  (S  -  »-jB  , 

Bei  beliebigen  Lagen,  Bewegungen  und  Vei^nderua^o  der  be 
trachteten    beiden   Elemente  JDs  und  /■/>«■   3o4l   nun,   Bofolge   d« 


n 
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Eigenschaa    (49.y) ,    zwischen    den    Kräften    ßrfl,  ^/dt,  @^//,   Q'dt 
Jederzeit  die  Formel  (63.): 

(67.)  mt  =  r*  +  &dt  +  ^'dl 

stattfinden.  Diese  Formel  gewinnt  durch  Substitution  der  gefundenen 
Werlhe  (64.),  ^65.)  folgende  Gestalt: 

(68.)  0  =  f  rfAt  +  /^(/B,  +  f'dr^ . 

Sie  führt  daher,  wenn  man  (Wr  f,  f^,  f  ihre  eigentlichen  Bedeu- 
tungen (66.)  einsetzt,  und  beachtet,  dass  dA, ,  r/Bi,  dfi  durch  die 
Relation  AirfAi  +  B,(/B|  +  Mri  mit  einander  verbunden  sind,  zu 
folgenden  drei  Gleichungen: 

{(o  —  fi)eU  +  (S  — y)A  =  <t>Ai, 
(69.)  (co  — ^)eV+  (S  — i/)B  =  <t>B,, 

(a>  — /i)ew+  {w  —  v)r  =  <t>r, , 

wo  0  einen  unbekannten  Factor  repräsentirt.  Aus  diesen  Gleichungen 
(69.)  aber  folgt  sofort,  dass  die  Functionen  (w  —  /j)  und  (S  —  v) 
identisch  Null  sind.  Detin  wären  beide  von  Null  verschieden,  so 
Würde  aus  (69.)  folgen,  dass  die  Richtungen  r,  D*,  Dsi  stets  in 
derselben  Ebene  liegen,  was  nicht  der  Fall  ist;  und  wäre  andrer- 
seits von  jenen  Functionen  nur  eine  von  Null  verschieden,  so  würde 
*üs  (69.)  folgen,  dass  entweder  r  oder  Ds  stets  mit  Dsi  parallel 
bleibt,  was  ebensowenig  der  Fall  ist. 

Wir  gelangen  also  zu  dem  Resultat: 

(70.)  /i  s=  0)  1/  =  ^ , 

wodurch  die  sieben  unbekannten  Functionen  auf  fünf  reducir!  sind. 

Der  in  (60.)  gefundene  Satz  kann  daher  gegenwärtig  folgendermassen 
ausgesprochen  werden. 

Befinden  sich  zwei  Stromelemente  JDs  und  JxDsi  in 
irgend  vvelcher  Bewegung  und  diei  in  ihnen  enthaltenen 
Stromstärken  /  und  Ji  in  irgend  welchem  Zustande  der 
Yeränderang,  so  wird  die  während  der  Zeit  dt  von  JtDsi  in 
irgend  einem  Punkte  des  Elementes  JDs  (und  zwar  in  der 
Richtung  dieses  Elementes)  hervorgebrachte  elektromoto- 
rische Kraft  (Jrf<  einen  Werth  besitzen,  welcher  sich  dar- 
stellen lässt  durch: 

33* 


+  IW00,  +Ü,E]'IJ,: 
■  auch  iIli-cIi: 

sind    r,   0,  9, .  E    ilie    Aru|M're'schen    Argumente,    und 

<  A,  (u,  öi  rilnT  nucli  iinbukßiinle  KuactJonen  von  r. 

BeilSrifige  Benierkuni^.  Wir  bringen  die  Formel  (72.)  io ' 
I  Anwendung  auf  folgende  spi-cielle  Aufgabe: 

»Es  seJ  m  irgend  ein  Punkt  im  Innern  eines  (beliebig  ge:;!»!- 
iteteni  feöriierlicheu  Leiters  A.  Ferner  seien  1.^,5  drei  von  1»  aiigge- 
•bende  auf  einander  swikreclit«  und  mil  A  starr  verbundene  A\cn,  Iter 
•Kßr{)er  A  saiuuit  dem  Axniifiystt^m  x,,  \)t  i,  nmg  (der  be<{uenivruD 
»AutidruckMweisu  ^\illen)  ah  »liKotul  unlieweglicli  Hnges''hi>a 
■•werden". 

»Ausserhalb  A  und  zwar  in  der  ;[^l'3beue  befinde  sich  ein  cnn- 

•stanter    elektrischer   Strom    ( Jj ,  a,).     Der   ponderable    Ti-ager  des 

»SlromeA  sei  von  starrer  (Anstalt,   durch  irgend  welche  starren  Arnif 

lit  der  ^Axe.  verbunden,  und  um  dieMj  Xxa  in  RntuLiun  begrilTeai. 

»Es  sollen  die  (den  Aven  r,  li,  \  enlsprecliendc;nl  t]oiJi[iüm'Tilöii 
»Sdt,  3)rf/.  3'"  derjenigen  elektromotorischen  Kraft  Edt  ermittelt 
»werden,  welche  irgend  ein  Clement  J,l)st  des  Stromes  während' 
»der  Zeit  dt  im  Punkte  m  hervorbringt". 

Sind  91,  ©,  0  die  llichtungscosinus  einer  beliebigen  von  "i 
ausgebenden  (mil  A  starr  verbundenen)  Linie,  so  wird  die  diesw^ 
Linie  entsprechende  (Komponente 

"nx  ■+■  m  +  e3W/ 

der  Kraft   Edl  nach  (72.)  den  Wertli  besitzen: 

=  l>Xi'\Jti{«eQt  +  7E]dr  ■+■  le,de)  +  aQdiQji)  +  ^(EJ,)]t 

WO  r  die  Hntfemung  von  in  nach  J,fhi  und  9,  9,,  E  die  der  Unie 
r,  der  Richtung  *?!,  ©,  fö  und  der  Richtung  ß»i  eutsprechendaa 
Ampiire'schen  Argumente  vorstellen.  Bei  der  gegenwUrtigen  Auf- 
gabe sind  r.  9i,  J\  cunstanl,  ko  dass  also  die  Formel  (n.)  siel 
rfHlueirl  auf: 

I^r/E]. 


liesBf. 

i 


j»-) 


;H  +  'B3J  +  (ij,Ji  =  J,/).,,;.e,rfe  - 
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Setzt  man  nun 

0,  ^  cos  1%  , 

E  =  wu  +  9393i  +  aa. , 

iU,Ö,2i^  und  *)(|,  "öl,  Gl  die  Richtungscosinus  von  r(m-^^f)Ai) 
1  Dsi  vorstellen  sollen,  und  beachtet  man.  dass  91,  ÜB,  (£  con- 
iDt  sind,  so  folgt: 

iM  +  .  .  .dl  =  J,/>*i  A  cos/l,rJWU  +  .  .  .    +  ro%il%i  +  .  . .)!. 

raus  aber  folgt,  weil  die  Richtung  91,  iP,  (£  eine  beliebig  gc- 
hlte  war,  augenblicklich: 

Xdt  =  JiDsi  >.  cos  ^,  (AI  +  wMi^  , 
2)rf/  =  ^1««,^;.  cost'>,(/«  +  Srf93il , 
3(//  =  Ji/>if,[Acos^ic/33+  wrf(5i1 . 

Zufolge  der  gemachten  Festsetzungen  liegen  r  und  D»i  in  der 
i;i)ene,  wahrend  gleichzeitig  der  Winkel  />i,  unter  welchem  Dsi 
[60  r  geneigt  ist,  constant  ist.     Somit  erhält  man: 

=  cosy,  J\X  =  — sin^c/y,  9li  =  cos(</+iV|  ,  (/9li  =  —  sin(y+»'/|  r/y, 
=  sin  ^ ,  c/it  =  cos  y  r/y .     5)i  =  sin  (y  +»Vi  •  <ß^i  =  cos  y  +  »'>i}  r/y, 
=  0,       c/©=0,  6i=0,  rf(l,=  0, 

y  den   Drehungswinkel,    nümlich   den  Winkel   zwischen    r   und 
lAxe  bezeichnet.     Somit  foiirt  aus    d." : 

Xdt  =  —  i/iö«!  X  cos />!  sin  y  +  w  sin  [(p  +  ihYdq^ , 
jj)d/  =  +  JJ)h\X  cos»V|  cosy  +  öIcos(y  +  Ox^^dif  , 

ilflullg  bemerkt,  ist  diesen  Formeln  zufolge  die  Kraft  Edl  zerleg- 
r  in  zwei  KriUte 

!  J\Üs\  .  A  i:osi}\d(f     und      JiWi^i  .  ü)(/c/  , 

)  denen  die  erstere  senknu'ht  gegen  i^  und  r,  die  letztere  senk- 
bt  gegen  j  und  lh\  steht. 

Wir  gehen  über  zu  dem  eigentlichen  Zwecke  dieser  Betrach- 
gen.   —    Nach   den    su|)[)onirlen  Grundeigenschaftxm   {^d.(i)    wird 

von  einem  Stromelemente  conslanler  Stärke  hervorgebrachte 
ilroraotorische   Kraft   Edl   immer  Null  sein,    sobald    die    relative 


Lage  des  Elementes    zur    inducirten   Stelle  constaot   bleibt    DaM 
erscheint  noch  fraglich,  ob  unter  der  imlHcirten  Stelle  das  betnf- 
fende   unendlich   kleine  Element  des   inducirten  Körpers,  oder'] 
der  daselbst  befindliche  fpathematiscbe  Punkt  zu  verstehen  isL 

Wir  werden  an  der  ersteren  (als  der  weiteren)  AufEBissunp- 
weise  festhalten.  Alsdann  haben  die  Formeln  («.)  nichts  UngereiooteB. 
Denn  die  relative  Lage  des  dort  betrachteten  Stromelementes  J\lk 
zu  dem  in  m  befindlichen  KOrperelement  ftndert  sich  von  Aogei- 
blick  zu  Augenblick,  wie  deutlich  sichtbar  wird,  wenn  man  die  b 
dieseci  Element,  eingefbgten  Axen  I»  9»  )  etich  verge^wUtigL 

Wollte  man  hingegen  die  letztere  (eqgefe)  ApfhamngrawB 
adoptiren,  so  wurden  ifn  hier  betrachteteii  falle  die  Krttfte  («.)  Dott- 
wendig  Null  sein  mdssßn,  weil  die  relative  Lage  4^  Stromelemeotei 
JiDsi  zu  dem  mathematischen  Punkte  m  fqr^lauenid  ein  ind 
dieselbe  bleibt  Alsdann  wurde  also  folgen,  dass  die  Functio- 
nen X  und  m  identisch  NnU  sind. 

Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft. 

Es  sei  gegeben  ein  System  starrer  Drahtringe,  der  Reihe  oacb 
bezeichnet  mit  A,  0,  C, .  .  .  .  Dieses  System  A,  A,  C,  .  .  . .  mag, 
hinsichtlich  seiner  näheren  Beschaffenheit,  hinsichtlieh  seiner  Bewe* 

gungen   und  elektrischen  Vorg&nge,    sowie  hinsichtlich   der  vorhaiH 
denen  innern  und  Uussern  Kräfte,  unterworfen  gedacht  werden  den 
früher    (pag.    454 — 457)    gegebenen    Determinationen.     Zufolge   des 
Princips   der   lebendigen   Kraft   findet  alsdann    (pag.  467)    für  jedes 
Zeitelement  dt  die  Formel  statt: 

(73.)  (dr+rfO).,eidy.üB  =  dF, 

wo  F  eine  dem  System  A,  fi,  C,  .  .  .  eigenthümliche  Function  be- 
zeichnet, die  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Beschaffen- 
heit des  Systems,  also  lediglich  abhängt  von  seinen  charakteristischen 
Constanten  und  Variablen.  Benennt  man  daher  diese  Constanten 
und  Variablen  respective  mit 

(74.a)  c  ,  c",  .  .  .  5 

und  mit 
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Tl.b)  TT  ,  ;r  ,  .  .  .;   f  ,  f",  .  .  ., 

so  wird  die  Function  F  [\x\n  ihre  Beschaffenheit  besser  im  Auge  zu 

bebalten)  zu  bezeichnen  sein  durch  F{c\  t', .  .  . ,  tt',  tt",  .  .  . ,  J',  f '. . .), 
die  Formel  (73.)  also  auszudrücken  sein  durch 

(75.)      (dT+  dO)eidy.u8  =  dF{c\  c\  .  .  .  ,  7r\n\  .  .  . ,  f',  f",  .  .  .). 

Selbstverständlich  sind  in  (74. b)  unter  n,  n\  .  .  .  die  Paran^eter 
des  Systems  A,  ß,  6\  .  .  .  zu  verstehen,  und  unter  f\  f",  .  .  .  die 
übrigen  charakteristischen  Variabein   (vergl.  pag.   456). 

Upter  Anwendung  der  über  die  Kräfte  elektrodynamischen  Ur- 
sprungs bereits  erlangten  Kenntnisse,  werdßp'  wir  für  die  Unke. Seite 
der  Formel   (75.)  einen  Ausdruck  erhalten,  welcher  behaftet  ist  mit 

Iden  noch  unbekannten  Functionen  p,  ^,  o,  t,x,  x^A,  w,äJ;  und 
die  Fprpiel  selber  wird   uns  dann   behülflich  i^^jp  zur  näheren   ße- 
slimmung  dieser  Functionen. 
Unter  Zugrundelegung  (3ines  absolut  festen  rechtwinkligen  Axen- 
sYst^ms  X,  y,  z  iiiögen  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  sein: 

Ds^  Dsi  irgend  zwei  Elemente  der  Ringe  A,  ß,  C\  .  .  . ; 
/,  J\  ihre  augenblicklichen  Stromstärken; 
'J6.;   r,  0,  6i,  E  ihre  Amuerc'schen  Argumente   (Note.  pag.   424); 
X,  y,  z,  Xi,  yi,  Zi  ihre  Coordinaten; 
A,  B,  r,  Ai .  Bi,  Fl   ihre  Richtungscosinus; 
f/,   F,   W  die  Hicl)tungscpsinus  von  r((>*i  —  ►  !>«). 

Ferner  seien  folgende  Abkürzungen  eingeführt: 

P  =5  (>eei  +  qE  , 
;77.)  K  =  xGGi  +  7e  , 

Q  =  weei  +  wE. 

Das  vom  Element  J\Dsi,  vermöge  seiner  Kräfte  elektrodyna- 
mischen Ursprungs,  während  der  Zeit  dt  in  JDs  hervorgebrachte 
Quantum  lebendiger  Kraft  (dro)eidy.uH  drückt  sich  ai^s  diu*ch  die 
Formel : 

WO  dxj  dy  ^  dz  die  der  Zeit  dt  entsprechenden  Veränderungen  von 
X,  y,  z,  andrerseits  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  von  JxDsi  auf 
JDs  ausgeübten  ponderomotorischen  Kraft  elektrodynamischen  Ursprungs 


M0  '  "P  •     Caul  Nkumann, 

T(M8teUeo.  SobsUtnirt  man  für  diese  Componenten  die  fnilier 
(p«g..i7<S)  geAiniieiieii  Worlhe,  welche  mit  Bllcksichl  auf  (77.)  licll 
darsteHen  lassen  durch: 

i -■  JD,  .  J,D„  [P  ^  +  oBA,  +  tSiA]  . 
■       r— e(c.  etc., 

(<""•)  ii«.a.  —  B'P^^l''  (°^-  'lx+..)  +  o6(A,./.t  +  . .)  +Te,(A.t/+.  ] 
Eine 'ttMlQgSI  fkiAl^^  crgiebt  sich  uiUi^eliehrt  l'ilr  die  Ginwirktiii;^  TOD 


m:m■t,''':D^Df^JJ^[p(i^^ 


-dxi  -t. 


<ie,  'Mj;,  ■+■ ..)  —  T0{Ai'ij:i+..)] 

d^rbn  A'  isl*  ta' Ibö^len ,  dass  e,  61  tli<!  Cosinuä  iler  WjnkiH  von 
Dt,  Btt  gegen  üe  Läiie  r  {Ihi  —  ►  />«)  i)ezeiclmen;  wendet  man  sich 
aJBo'Vofl'det'Kin'ririCdDg:  {Ds,  aul'  fh)  zur  Uetrachtuiig  der  umgekchrien 
Einwirkongr  (Al  tllif  /fei),  so  geben  die  Grossen  0  und  61  Ulier  r*^ 
spectivQ  in  ,— 81  aiul  —  e  . 

OiiR^  Addtäcm  der  beiden  Formeln  Tolgl  üororl: 

wo  ^  die  Bedeutung  hat: 

(79.)  A  =s  öe(Airfa:  +  ...)+  Te,(Ada:  +  .  .  .) 

—  aQi{Mxi+.  .  .)  —Te(Äidj;, +  ..-.)■ 
Die    vom   Element  JiDsi,    vermöge  seiner   Kräfte   elektrodyM- 
mischen   Ursprungs,    wahrend   der  Zeil  dt   in  JDs    hervoi^ekacbte 
Wärmemenge    (dÖi),M,.c.  kann    [vergl.   (Äx),  pag.  453]    ansgedrückt 
werden  durch : 


(JOi)« 


,  =  Si.DY.dt, 


oder  (was  dasselbe  ist)  durch: 

(<iOj)..*.ü.  =  e9»T*- 

Hier  bezeichnet  DV  das  Volumen  des  Elementes  Ds,  q  seinen  Quer- 
schnitt und  t  die  in  ihm  vorhandene  Strömung,  so  dass  also 
qi  ^  J     und      —  =  Ds 
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ist;  wodurch  die  Formel  übergeht  in: 

{dQD  eldx.  US   =   (^JDsdt . 

Ferner  bezeichnet  6  diejenige  elektromotorische  Kraft  elektrodyna- 
mischen Ursprungs,  welche  JtDsi  in  irgend  einem  Punkte  des  Ele- 
mentes JDs  (und  zwar  in  der  Richtung  desselben)  hervorruft.  Sub- 
stituirt  man  für  diese  Kraft  6  den  früher  (pag.  484)  gefundenen 
Werth,  welcher  mit  Rücksicht  auf  (77.)  sich  darstellen  läSst  durch: 

Qdt  =  D«,[/i(Kdr  +  XOxde  +  wOdei  +  wdE)  +  QrfJi]  , 
so  erhält  man: 
{(IQo)  eidy.  u«  =  DsDsi  [JJi  (K(ir  +  AGirfe  +  wedOi  +  TodE)  +  QJdJ^] . 

Ebenso  ei^iebt  sich  für  die  Einwirkung  von  üs  auf  Dsi  die  analoge 
Formel : 

(d(??)eid7.ü-  =  DsD8,[JJx[Yjir  +  XQdQx  +  foe.rfG  +  ZdE)  +  QJirf/l . 
Durch  Addition  dieser  beiden  Formeln  folgt  sofort: 

(80.)      [dQl  +  rfO?)  ,,dy.  US  =  iisDs,  [JJ,  (2  Krfr  +  (A  +  fo)rf(ee,)  +  iwdE) 

+  Qd(JJ,)] . 

Addirt  man  diese  Formel  (80.)  zur  früheren   (78.),  so  folgt: 
(81 .)      (rfTJ  +  dT?  +  dOi  +  dQ^)  ,^,,.  ^,  =  /)*>D^, [d( JJ,Q)  +  JJ,r] , 

wo  Y  die  Bedeutung  hat: 

(82.a)     Y  =  (2K  +  P)dr  +  (A  +  cö)t/(ee,)  +  2S(/E  +  A  —  dQ, 
(82.b)         =  Ttd^r'  +  n'dTt"  + ; 

der  Ausdruck  Y  ist  nämlich  nur  abhängig  von  den  Lagen  und  Lagen- 
änderungen der  ponderablen  Massen,  also  ausdrückbar  durch  die 
Parameter  n\  n\  .  .  .,  und  durch  die  den  betrachteten  beiden  Ele- 
menten ß«,  D«!  zugehörigen  Bogenlängen  «,  «i;  der  in  solcher  Weise 
für  Y  resultirende  Ausdruck  soll  durch  (82. b)  angedeutet  sein,  wo 
also  TT',  TT',  .  .  .  Functionen  vorstellen  von  n\  n\  .  .  .  und  «,  s^. 

Um  dasjenige  Quantum  von  lebendiger  Kraft  und  Wärme 
(dr+d(?)  j^eidy.us  zu  erhaltcu,  welches  während  der  Zeit  dt  von  den 
Innern  Kräften  elektrodynamischen  Ursprungs  im  ganzen  Systeme 
A,  fi,  C,  .  .  .  hervorgebracht  wird,  hat  man  den  Ausdruck  (81.) 
der  Reihe  nach  zu  bilden  für  jedwedes  Klemenlenpaar  l)s^  Dsy^  und 
äir  diese  Ausdrücke  zu  surnmiren.     Somit  ergiebt  sich : 


(83.)  (<r+ «lou .,». „ - dnss,ii,^*fm*<*iwmkMA. 

vfil  UDter  ^i;£  eine  SanHMtlvt  Ifticr  si)iiiiiitlkli<'  Paare  Ih.  Dk,  zu 
v^pISlteft^WvteJl'V^^lWr  ,i?d.«*  iPfar  "ui-  oiimial  vorkouijiit. -i 

hl   liin    aus  (!niH  Priiicip  der 
vmi;  (75.),  üo  folgt  sofort: 
.,  !t\  n\  ....  ;',  f",  .  ..), 


.!  Sufcsiils»!  nvwi  #^  Wer*  (8'IJ 
(84.)  ••t:»S':(ftB.,J/,"0  —■■^csif... 


*^^" 


■>f 


'!,  rfC  - 


»r 


rfS'+.. 


1 


WO  f  [^enao  wie  das  ia  (7ft.)  enthiilien«^  F'  eim*  iinln-kiinnt«^  Kiiric- 
tioa  yoratelit,  weldie  tedwlkb  abbliii&;L>ti  daiT  von  den  rlitinili'it'iiii- 
sclien  CödBt&Dteb'iii^.VariabfeD  tkü  gegebeni^n  .Sy:jtüms. 

Die  liaka^Seite  dtor.Foniial  (fri.i    wird,    Mk   man    fiit  Y  (hi 

Wertb  (8S.b]  sobsUtuirt  deakt,  ein  üifl'erentialauätlriiek  sein  ^uu  der 

Torrn.  0C4it'.i*ßf^^ll(.p..f*.)t    ;A)iB  üieger  Furmel    (8i.)    folgi  da- 

■  her,  dtts 

"■■■  ■!'■■'■■■•' -■-ii/^    V 
-r    ■■    .      .    ,    -  -.  .■  ..    ^\*<'---- 

identisch  Nidk.  ^q^«  .4">^  ^^  f  unabhäni^ig  ist  von  i[vn  £\S\. 
Somit  reducirt.sj^  die  Formel  (8i.)  auf: 
(85.) '  ■  '■  ^Ss{lkihiJj,y)  m,  df{^,  c, . . . ,  7i',  jf",  . . 

Das  Differential  rechter  Hand  ist  uDabliflogig  von  den  Variableo 
t,  f",  .  .  .;  zu  diesen  Variablen  gehören  aber  auch  die  in  den  ein- 
zelnen Elementen  des  Systems  vorhandenen  Stromstärken  /;  Tolglich 
hat  dieses  Differential  ein  und  denselben  Werth,  völlig  eio^lei 
ob  die  io  den  einzelnen  Elementen  des  Systemes  vorhandenen  elek- 
trischen Strömungen  irgend  welche  VVerthe  besitzen,  oder  ob  die- 
selben durchweg  Null  sind-  Im  letztem  fall  ist  aber  dieses  Dill&- 
renlial,  wie  aus  der  linkefi  Seite  ^er  Formel  (85.)  Iierv^rgefit,  gleich 
Null;  TolgUch  ist  dasselbe  immer  gleich  Nvtl|. 

Die  Formel  (85.)  geht  daher  über  in: 
(86.)  i££{D8D8,JJ,r)  =  0. 

Unsere  Untersuchungen  sind  gültig  fUr  jeden  Augenblick  der  betrach- 
teten Voi^änge,  also  z.  B.  auch  gültig  fUr  den  Augenblick  des  Ad- 
fangszuslandes.     Während  dieses  Anfangszustandes   hallen   aber  die 


Vergl.  pag.  iS^,  Nple. 
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ronistärken  J  io  den  einzelnen  Elementen  D$  des  Systems  will- 
ihrlich  gegebene  Werthe,  beliebig  verschieden  für  die  ver^chie- 
?nen  Elemente  eines  einzelnen  Hinges.  Somit  folgt  aus  (86.),  dass 
r  Zeit  des  Anfangszustandes  der  Factor  Y  gleich  Null  sein  muss 
r  jedwedes  Elementenpaar.     Mit  andern  Worten: 

Befinden  sich  zwei  Elemente  1)s^  Ds^  in  beliebiger  Be- 
egung,  so  ist  der  denselben  entsprechende  Ausdruck  Y 
imer  gleich  Null.  Es  bleibt  nun  übrig,  die  C.onsequenzen 
ifzusuchen,  welche  aus  dieser  Gleichung: 

7.)  Y  =  0 

ch  ergeben   in   Betreff  der   unbekannten   Functionen  p,  q, 

,   T,   %j   x,   A,   0)5   w. 

Die  Gleichung  (87.)  gewinnt,  wenn  man  für  Y  seine  eigent- 
;he  Bedeutung  (8S.a)  substituirt,  folgende  Gestalt: 

V     (2K  +  P)dr  +  (A  +  a>)rf(e0,)  +  2wrfE  +  A  —  ciQ  =  0, 

ler,  falls  man  für  P,  K,  Q,  A  ihre  Werthe  (77.),  (79.)  substituirt, 
Igende : 

18.)     ( (2  X  +  (I  —  cij')00,  +  (27  +  ^  —  w)E)dr  -h  Ad(ee,)  -I-  Si/E 

+  G6[Aidx  4-   .  .  .  .)  +  T6i(Add;  +....) 
—  G0,(A£/j?,  -I-  .  .  .  .)  —  T0(A|e/a:,  +  ....)  =  0. 

Hese  Gleichung  muss  stattlinden  für  beliebige  Lagen  und  Bewe- 
3ingen  der  beiden  Elemente  D«,  X)«i,  also  z.  B.  auch  stattfinden, 
venn  man  D«,  Däi,  r  starr  mit  einander  verbindet,  und  die  so 
rhaltene  starre  Figur  um  den  Punkt  a?, ,  j/^ ,  z^  (d.  i.  um  den  einen 
'Endpunkt  von  r)  in  Drehung  versetzt.  Alsdann  aber  bleiben  r,  0,  0i, 
:,  X,,  y, ,  Zj  constant,  so  dass  die  Gleichung  (88.)  für  diesen  spe- 
iellen  Fall  die  einfachere  Gestalt  annimmt: 

J9.)  a0(Aida7  +  ....)+  T0,(Adx  +....)  =  0. 

lese  Gleichung  aber  ist,  weil  da?,  rfy,  dz  während  einer  solchen 
■ehenden  Bewegung  durch  die  Relation  Udx  +  Vdy  +  Wdz  =  0 
Tbunden  sind,  äquivalent  mit  folgenden  drei  Gleichungen: 

<T0Ai  +  T0,A  =  <Dt/, 
0.)  oÖBi  4.  T0iB  =  <dV, 


w»"*  iiUBf  mÜMiiWimli*- Ftek»  TOMIoIki    Wsiimii-a»rim-»m 

«1^  <|U8  <di»  ruMlinMB  ' '  M  ^l    .1.V    ^<"|J." 

(»».),  :  „,  -t  ^ 

ideotiBCli  NoU  Mnd:  Denn  wären  beide  von  Null  verschiedim,* 
80  wOrde  aas  (90.)  folgen,  rl.-t.ss  die  Kichlimgou  D».  Ih,,  r  sicbi  in 
dera^ben  bbene  liegen,  was  nicht  der  Füll;  und  wilre  anderenu'lL« 
bar  eioe  der  beiden  Functionen  von  Null  verschieden,  so  wurde 
aus  (od.)  folgen,  dass 'stets  entweder  f>x,  oder  Ds  parallel  zu  r  ist, 
was  wiederam  nicht  der  Füll. 

Durdi  das  Ei^ebniss  (9f .)  tedäcirt  sich  die  flir  i^e  belii^ 
bjge.  Bemgmg'^er  Eleweiile.  Bt^  A»,.  gtdtige  WoaaA  (W.)<Wr  - 
(9i)  ({2«+e— «"lee, +  (««+?— «)E)*  +  A(/i;Qe,^+w(/E=ij 

Hieraiu  äaer  fc^  weil  die  (Trtfssen'r,  ei,  6,.  E  und  dr,  r/e,  äe„ 
dE  bä  >äaer  sölcneä  'beliebigen' Bewegung  völlig;  vvillUührlicb  und 
von  einarider  ttiuUdih^  ritt«^  4mna  -die  viel-  Ftmctionuu 

identisch  Null  sind.  ^"^-'^" 

>'Dardi  SttmntediMlinr  d«>  Bi^bn^  (9^ 
{9i.a)    ü^T^iüi^^S^ii,     »:«f(»'— e),     r  — — 4e; 

so  dass  also  die  Grössen  P,  K,  fl  (77.)  fortan  darstellbar  sind 
durch : 

PsB(>ee, +  ßE, 
(94.b)  K  =  i«'öG, -JP, 

Q  =  wee, .  . 

Die  rur  die  Kräfte  X,  Y,  Z  md  Hat  erhaltenen  Formeln  (pag-  (73 
und  t8'4)  gewinnen  daher  folgende  Gestalt: 

X  =  JDs.J,ÜSi.p'^, 

'        Y  =  JD$.  J,lh, .  P  ^ , 

Z^    JDS.   JßSy   .   p  ^^   , 

mi  =  />«,  [MKdr  ■+■  wede.)  +  w0e,,w, ! , 
und  wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Resultat; 
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Die  von  J^Ds^  auf  JDs  ausgeübte  ponderomotorische 
Kraft  fällt  zusammen  mit  der  Verbindungslinie  'r,  und  be- 
sitzt (repulsiv  gerechnet)  die  Stärke: 

(95.)  R  =  Jhs  .  JiDsi    P  =  JDs.  /,/)«,((>00,  +  ^Ej 

Andrerseits  besitzt  die  von  J^Dsi  während  der  Zeit  dt  in  JDs 
erzeugte  elektromotorische  Kraft  (idt  (gerechnet  in  der  Rich- 
tung von  Ds)  den  Werth: 

(96.)    mt  =  JtDst  (ö9»^r-  ^i^  +  werfe,)  +  WJ,)fl«, .  coee, , 

=  j.Dsr  (-  Pf  +  -(-eet)+aM0de, -0,d0)  ^  ^^j^  ^^^  ^^^^^ 

Dabei  sind  unter  r,  e,  0i,  E  die  Ampere'schen  Argumente 
der  beiden  Elemente,  ferner  unter  (>,  ^,  cd  drei  noch  unbe- 
kannte Functionen  von  r  zu  verstehen   , 

Aus  der  in  diesem  §.  angestellten  Untersuchung  ergeben  sich 
noch  andere  Dinge,  die  der  Erwähnung  werth  scheinen.  Aus  (83.) 
und  (87.)   folgt  nämlich: 

(97.)  {dT  +  dQij^  ,i,y.  ü,  =  d[-J  yy{DsDsMß)] , 

=  d[i2;2:[D8DsiJJieei(o)]; 

denn  nach  (9i.b)  ist  Q  identisch  mit  fo00i .  Die  früher  angegebenen 
Formeln  (47.a,  b,  c) : 

(dT)^.„a.ü»=  -dO, 

{dT.  +  dQ)j,  ,„,.  „,  =  _  d(^  _  0  -  tO 

nehmen  daher  gegen wUrtig  die  bcätimmtere  Gestaltung  an : 

{dT)j^„i,VB  =  —dO, 
(98.)       (rfT+c/0),,.,.,„.=  -«/f/, 

(dr-i-  rfO)^,,^.„.  =  -  «/[-i^'jj'(D«/)«,//,00,o))]. 

Somit  folgt: 

(99.)  J=0-t.U~  i2S{D8DsiJJ,eexm) . 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  J  in  (32.),  so  erhält  man  fUr  das 
Capital  C  des  betrachteten  Systemes  den  Ausdruck: 

ff  00.)     d  =  T -h  2^{DM .  C{&))  -h  0  +  U  —  i SS(J)8D8xJJxQQx(o) ; 
wobei  von  Neuem  zu  erinnern  ist,  dass  im  letzten  Gliede  unter  der 


Mi 

Cahi,  Nhumas«. 

0|)(>r«tinn   ^^.i'  ciiio   Sitriii 

iialidii  /ii   »ersU'liHn   ist 

WHiI.'s  Vam    Ih.   fts,   Hill'  . 

'liiniiil   in   Hcli-üflil   knii 

§■  ä. 

Ileliep  eine  gewisse  Sur 

tim«  vrin  «Ipklromaro 

rheii   Kriirtrail| 

Unter  Zugrundelegung  der  Formel  (9ü.)  soll  die  Summe  (W- 
jenigen  eleklromolorist^hen  Krifflo  Iwrochnel  werden ,  welche  ein 
j^leii'lifilrmiger  elektrischer  Stronu-ing  (■/,,  s,)  liervorhriiigl  in  ii^enil 
einem  Dnililringe   (s). 

Beide  Ringe  seien  biegsam,  heliaflet  mit  Gleitsiclleii.  miil  In-- 
griffen  in  willkührliehon  BewogiinKCn ,  durch  welehe  (in  Folge  der 
Biegsamkeit  und  der  IJIeiL-JtcHen)  nicht  nur  die  riliimliche  Lsgi', 
sondern  auch  die  (lestjilt  der  Kingo  von  Augenblick  r.a  AugenliliH 
sich  itiidert. 

Die  im  Atigenbliek  (  im  Hinge  (s)  enthaltenen  Etemenle  seien  Ik^ 
zeichnet  mit  Ih,  andrerseits  ')  abtw  mögen  diejenigen  Klomente,  welrhc 
erst  wahrend  der  Zeit  dt  in  den  King  eintreten  (oder  aus  ihm 
scheiden)  bezeichnet  sein  mit  A«.  Analoge  Bedeutungen  nUigen  0% 
und  A«,  fUr  den  King  (st)   haben. 

Unter  Anwendung  der  Abkürzungen : 
p  =  peei  +  pE, 
(101.)  Qas  0)001, 

^  Pdr       dQ  +  «,(040,  -  Q|d0) 

"  1  '*'  s  '       • 

Gliben  sich  aus  (96.)  die  beiden  Formeln: 

ßg .  dttt  =  D$D8i  {JidV  +  QdJ,) ,  (Wirkung  von  i)«i  auf  0») ' 
^^**  ''  Ds.m  =  />sA«,(0  +a/,),  (Wirkung  too  &*,  auf  fl»)' 
von  denen  die  erstere  diejenige  elektrortibtorisclie  Kraft  (§.dt  d^f 
stellt,  welche  Dsi  wahrend  der  Zeil  dl  in  irgend  einem  PtinklS  'fP 
Ds  (und  zwar  io  der  Richtung  von  Ds)  hervorbringt;  wahrend  ^'^ 
letztere  in  analoger  Weise  sich  bezieht  auf -A«i  und  Dg. 

Reprasentirt  nun  6d<  die  Summe  saramtlicher  elektromotorischer 


s- 


*]   Genaueres  über  diese  Bezeiclinungs weise  ist  früher  angegeben, 
(5S.)  Bufpag.  m,  unten. 
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Kräfte,    welche   der  gleichförmige   Stromring    (/i,   «i)    während   der 
Zeit  dt  im  Ringe  {s)  hervorruft,  so  folgt'')   aus   (102): 

(1 03.)     edt  =  Ji.  {^'^'dVDsDs,  +  2^i*Qf)«A«,)  -i-  ((iJ,) .  2':^'QDsDsi ; 

hietdr  kann  geschrieben  werden: 

(1 04.)     ®d/  =  d{Ji .  l'l'QDsDs^)  +  JiS£>dl , 

wo  alsdann  S^t  die  Bedeutung  hat: 

Es  handelt  sich  nun    (für  spätere  Zwecke)    um   eine  gewisse  Trans- 
formation von  ^dl^  und  zwar  um  eine  zwiefache. 

Erstö  Transformation  von  ^dl,  —  Substituirt  man  in  (105.) 
für  das  letzte  Glied  den  (mit  Rücksicht  auf  die  vorhandenen  Gleit- 
stellen)  für  dasselbe  sich  ergebenden  Werth: 

(a.)     2d(2'iQfl«DÄi)  =  Z2:^'dQD8D8,  +  22'2Q(ßÄA«,  -I-  A^fl*,) , 

uod  gleichzeitig  für  d}¥  den  Werth   (101.;,  so  folgt: 

fjj.)        2^ctt  =  -«-  S2'[Pdt  -h  rfQ  ^  w(0rf0i  —  eide)]DsD8^ 

-^  2  ^'i  QA^/i», , 

oder,  falls  man  für  P,  Q  ihre  eigentlichen  Bedeutungen  (101.)   ein- 
treten lässt: 

(y.)      2^d(  =  —  -S'2'[(((>  +  a>')00,  +  jE)dr  +  2  o)0,(/0]  f)«fl*i 

—  -S'2'2  0)001  A«/>Äi . 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  durch  Anwendung  einer  früher  (pag.  447) 
entwickelten  Transformationsformel,  sofort: 

:»,)     i^dt=-S^  [(L  -  ^)  001  +  ^  e]  drDsDs, , 

Wo  L,  itf  die  Bedeutungen  haben: 

•  L  =  ((>  +  i-  +  a>0-äo/, 

^*"^  itf=  r^  —  2a>. 

Zweite  Transformation  von  ^dt.  —  Es  ist  identisch: 

(C)    2'-2^w(0rf0i  —  0id0)D«D«,  =  —  l'2*a>00t(D«A«i  —  LsDs^) , 

vfie  solches  unmittelbar  folgt  aus  der  schon  citirten  Transformations- 
formel (p^;  447).     Andrerseits  ist  nach  {dt.): 

]  Genaueres  hierüber  findet  sich  in  meiner  »Theorie  der  elektrischen 
ÄrafieiT,  pag.  4i9,  4  50. 


tili:]. 
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^,)       ^l-dQIkfh,  =  d(yyQlhl)s,)  —  2i.-^-Q{lhAit,  +  Ahüs,]  . 
oder  falls  niiin  i^'^Q^lh,  auf  Iteiiien  Seilen  hinziifOgt: 

Dtirtli  SubtractJon  von   {^.)   und  («?■.)    folgl  soforl: 

(/.)       2i:y[dü  —  MiedQ,  —  e,de)]Dsf>H,  +  ■iyyQiuih, 

=  </(i-^^QÖ«Ös,) ; 

(lonn  CS  JKl  zu  befichten,  dass  Q  idontit;<^h  isl   mit  oiQQt,   (101.); 

Dieser  Ausdruck  (f.)  reprüsentirl  die  letzten  Glieder  der  Forrail 
(ß.).  Sulwtituirt  man  f(lr  jene  letzten  Glieder  den  durch  [i.]  darge- 
liolenen  Werth,  so  gewinnt  die  Formel  (ß.)  folgende  Geslall:  ^m 
{».)  2.^/(  =  —  ij'i-pdrfl«/>S|  —  fi(.i'inö»fl«,) .  ■ 

Wir  gelangen,  durch  die  Formel  (lOi.)  und  unter  Anwendunii 
der  beiderlei  Transformationen  (d,  i)  und  (k.)  zu  folgemlem  Be- 
sultate. 

Sind  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringi' 
(ä)  und  (»i)  in  beUehigen  Bewegungen  begriffen,  und  berio- 
dot  sicii  im  letztern  ein  stets  gleichförmig  bleibender  Strom 
Ji,  so  wird  die  Summe  €>dt  der  vom  Ringe  {/|,  »i)  wahreud 
der  Zeit  dt  im  Hinge  («}  hervorgebrachten  clektrciniolori- 
schen  Kräfte  den  Werth  besitzen: 
(10G.)  Bdt  =  (/(/,.  ^'i'ßOsßfl,)  +  Ji^dl; 

die    hier    auftretende   Grüsse    ^'^dt    ist    einerseits    darstellbar 
durch: 

(1  (17.)         2  .^dt  =  —  Xy  [(l  —  ^)  06,  +  7  e1  drDsDg, , 

wo  L,  M  die  Bedcutungeo  haben: 

L  ^  (e H- e  +  f)  —  2 <•! , 

M=  rp      —So,, 

andrerseits  aber  auch  darstellbar  durch: 
(U»8.}  ^^dl  =  —  ^'^'PiirWsÖA-,  -  d[2-2i'QlhD!it) . 

Dabei  stehen  P.  Q  ziir  Abkürzung  für  die   in    (101,)  genann- 
ten Aggregate. 


F. 


^ 


U: 
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\  §■  6. 

Anwendung  eines  Spepialfalls  des  elektromotorischen  Intcgral- 

gesetzes. 

Ein  besonders  ziiverlüssiges  Mittel  zur  näheren  Bestimmung  der 
in  unsern  Formeln  noch  enthaltenen  unbekannten  Functionen  (>,  ^, 
cö  dürfte  dargebot<)n  sein  durch  das  von  meinem  Vater  aufgestellte 
elektromotorische  Integralgesetz  *) ,  nariientlich  aber  durch  denjenigen 
Specialfall  dieses  Gesetzes,  welcher  auf  Ringe  von  unverllnder- 
lieber  Gestalt,  also  auf  Ringe  sich  bezieht,  die  weder  biegsam 
noch  auch  mit  Gleitstellen  behaftet  sind.  In  solcher  Beschränkung 
kann  das  genannte  Gesetz  folgendermassen  ausgesprochen  werden. 

Sind  zwei  starre  Ringe  (s)  und   (äi)    in  beliebigen  Bewe- 

vrt*ij     gungen  begriffen,  und  befindet  sich   in   letzterem  ein  stets 

gl^hförmig  bleibender  Strom  Ji,   so  hat  die  Summe  ^dl  der 

Ton  demselben  wahrend  der  Zeit  dt  im  Ringe  {s)  erzeugten 

elektromotorischen  Kräfte  den  Werth: 

(109.)  @rf/  =  d(J^f) , 

wo  f  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Lage  der 
beiden  Ringe. 

Durch  Combination  der  vorhin  entwickelten  Formel  (106.)  mit 
diesem  Gesetz  (109.)  folgt  sofort: 

d{Ji .  ^l'QDsDsy)  +  Ji^dt  =  d{lf) , 
d.  i. 

[dJt] .  SSQDsDsv  +  Ji[d[llQDsD8,)  +  fQdt]  =  {dl)f  +  J^df, 

eine  Formel,  welche  offenbar  nur  dadurch  bestehen  kann,  dass  die 
mit  Ji  und  dJx  behafteten  Glieder  einzeln  einander  gleich  sind. 
Somit  erhält  man: 

.  df  =  d{2.'£QD8D8i)  +  ^dt ; 
hieraus  aber  folgt  sofort: 

(HO.)  ., ,  l>=:0, 


•  B 

i  t 


\j3 


1 


"^VV 


*)   F.  Neu  man D:  Ueber  ein  allgem.  Princip  der  mathematischen  Theorie  indu- 
cirter  elektrischer  Ströme.  Ahh.  der  Berliner  Akad.  vom  9.  August,  1847. 
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oder,  falls  man  für  -^  seine  eigentliche  Bedeutung  (107.)   einsetzt'. 

(m .)  :sy  [(l  —  "")  601  +  ^e]  (IrDgDsi  =  0 . 

Diese  Forme!  (HO.)  oder  (Hl.)  muss  in  derselben  Ausdehnung 
gültig  sein,  wie  das  zu  Grunde  gelegte  Gesetz  (109.),  also  gültig 
sein  fUr  wi 1 1 k  U h rl  ic h  e  Bewegungen  der  beiden  starren  ßjnge, 
Hieraus  aber  folgt,  durch  Anwendung  eines  früheren  Salzes  (p.  iiO], 


1 


dass  L,  M  identisch  versciiwinden  müssen.     Somit  crliält  man;        j 

I.  =  0. 
("2.)                  j^^„          das  isl: 

i     rj      =2», 

und  folglich: 

'' 

Hiemit  sind  die  iml)elianiiten  Functionen 

auf  eine  rcducirt,  ollmlicfa  i 

§•  T- 

Dio  aus  der  od twiclLcllen  Theorie   fliesscntlcn  Intcg r.-i Igesclze, 

Nachdem  wir  mit  Hülfe  des  eben  betrachteten  Specialfalles 
starrer  Ringe  nachgewiesen  haben,  dass  zwischen  p,  g,  ro  die  Re- 
lationen [Wi.),  (113.)  stattfinden,  und  dass  also  die  mit  L,  U 
bezeichneten  Aggregate  dieser  Functionen  identisch  Nall 
sind,  wenden  wir  uns  von  Neuem  zur  Betrachtung  des  allge- 
meinen Falles. 

Wir  denken  uns  also  zwei  biegsame,  mit  Gleitetellen  versebeM 
Ringe  («)  und  («i) ,  welche  in  beliebigen  Bewegungea  begriffen,  luA 
von  gleichförmigen  Strömen  J  und  /i  durchAossen  sind.  Für  jedes 
Zeitelement  dt  gelten  alsdann  die  in  (-106.),  (107.),  (108.)  gefo»- 
denen  Formeln: 

(114.)  €rf(  «  d(/. .  JJ--yQ/>»Ö«,)  + /,^, 

(115.)  %^dt  =  —  22'  [(L  _  ^  ee,  -h  ^e]  drDaIht, 

(116.)  2^f  Ä  —  S^PdrDsDg,  ^  diSSQDsDnt) . 

Da  L,  M,  wie  wir  gefunden  haben,  identisch  Null  sind,  so  fdgt 
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s(115.),  dass  |>  (trotz  des  hier  betrachteten  allgemeinen  Falles) 
enfalls  identisch  Null  ist.  Somit  reduciren  sich  die  Formeln 
li.)  und  (ii6.)  auf: 

17.)  ®d/  =  d{J^ .  l'^'QDsDsi) , 

18.)  SSPdrDsDs,  =  —  d[2::i'QD8Ds,) . 

iltiplicirt  man  die  letzte  Formel  mit  JJ, ,  und  beachtet  man,  dass 

z\i  (95.) 

JJiPDsDsi  =  R  ^ 

,  so  erhült  man : 

19.)  S2^Rdr  =  —JJi.  d{:a':^QD8Dsx)  . 

tzt  man  endlich  zur  Abkürzung: 

20.)  Q  =  ^'^QDsDs^  =  2"-S*a)00, /)«!)«,, 

gewinnen  die  beiden  Formeln  (117.)  und  (119.)  folgende  Gestalt: 
21.)  %dt  =  d{J,0), 

n.)  y2:Rdr  =  —JJxdQ; 

dass  sich  also  für  zwei  biegsame,  mit  üloitslellen  versehene  Ringe, 
}  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  von  gleichförmigen 
'Omen  durchflössen  sind,  folgende  zwei  Gesetze  ergeben: 

Das  elekiromotorische  Inlegralgesetz.  —  Die  Summe  der  vom 
nge  (Ji,  »\)  während  der  Zeit  dt  im  Ringe  (J,  s)  hervor- 
brachten elektromotorischen  Kräfte  ist  gleich  dem  Zu- 
ichs  von  JyQ, 

Das  ponderomotorische  Inlefiralgesetz.  —  Die  während  der 
it  dl  von  den  Ringen  (J,  s)  und  (Ji,  s\)  auf  einander  aus- 
übte ponderomotorische  Arbeit  ist  gleich  ( —  1)t/i/i,  mul- 
licirt  mit  dem  Zuwachs  von  Q, 

Der  Ausdnick  Q  (120.),  welcher  lediglich  abhängt  von  der 
;eDblicklichen  Lage  und  Gestalt  der  beiden  Ringe,  wii*d  zu  be- 
^hnen  sein  als  das  elektrodynamische  Potential  der  Ringe, 
sogen  auf  die  Stromeinheit. 

Es  ist  wohl  zu  beachten,   dass  diese   beiden  Gesetze  sich  hier 

allgemein   gültig  ergeben  haben,   einerlei  ob  die  Ringe  starr 

r  bi^;sam,  ob  sie  consistent  oder  mit  Gleitstellen  versehen  sind. 

Ein   specieller   Fall   des   einen   Gesetzes  war   (in  §.  6.)    als 

34* 


606  CAfti.  Nwiumt, 


^  I    > 


Vehicöl  benutst.  worden  zur  näheren  Bestimmung  ^dler  FunclioM 
() ,  (T,  *» .  Hiedürcli  aber  hat-  unsere  Jheorie  eine  Gestalt  erlmgli 
bei  welcher  sie  beide  Gesetze,  und  zwar  beide  in  ^gfrOagter  All- 
gemeinheit liefert. 


I . 


§;  8. 

Die  ans  der  entwickelten  Theorie  fliesseiiden  Blenent'alr- 

gesetie. 

^  '■■■■■■■■'■■• 

Substituirt  man  in  den  Formeln  (96.),  (06.) : 

R  ma  JJ^DiDtif^  B  JJiDtDsiigee.  -h  0E) ; 

'    J    ,      ■  I  ^  ^  I 

ÖA  -  Dst  [/,  Q^*;~  ^  +  «ed(e,/,)J 

für  (I,  f  die  gefundenen  . Werthe  (1 13) : 


im        1« 


9  =  T\ 


■i 


so  erh&lt  man: 

(124.)  erf<  =  Ds,  [^!^^  e-^E]. 

Dieses  ^dt  repräsentirt  die  Componetiten  der  eigentlich  her- 
vorgebrachten elektromotorischen  Kraft  Edt^  genommen  nach  der 
Richtung  von  Ds.  Bezeichnet  man  die  Componenten  dieser  eigene 
liehen  Kraft  Edt  nach  drei  mit  Ds  starr  verbundenen  (auf  einander 
senkrechten)  Axen  f,  p,  j,  durch  Xdt^  g)rf<,  3^^  ^^^  die  Ridt- 
tungscosinus  von  Ds.  in  Bezug  auf  diese  Axen  mit  9,  9,  d,  80 
ist  offenbar: 


(«•) 

m  =  (9tt  +  »2)  +  63) 

Femer  ist: 

iß-) 

0  =  9iu  +  g3«  +  a2B, 

ir.) 

E  =  2i«,+  »»i+aex, 

falls  man  nämlich  unter  ^i,  33i,  6i  und  U,  93,  S  die  Richtnngi 
Cosinus  von  Dsi  und  von  r(Z)«i  -^-^  Ds)  versteht.  Durch  Sobstitutioi 
der  Ausdrucke  («.),   (/?.),   (y.)  in  (124.)  folgt: 
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125.)    {m  +  ...)dl  =  D8,[^^!!^^  _:(!^(3l2l,H....)]. 

Denken  wir  uns  nun  für  den  Augenblick  an  Stelle  des  linearen 
liters  Ds  einen  körperlichen  Leiter,  der  ebenfalls  mit  dem  Sy* 
jme  j,  p,  j  starr  verbunden  ist;  —  alsdann  reprdsentiren  Sdt, 
b,  3^^  d'^  Componenten  der  in  einem  Punkte  m  dieses  körper- 
hen  Leiters  erzeugten  elektromotorischen  Kraft  Edt,  während 
»cbzeitig  91 ,  33 ,  &  die  Richtungscosinus  einer  von  m  ausgehenden, 
Innern  dieses  Leiters  willkuhrlich  gewählten  Richtung  vor- 
^llen.  Folglich  müssen  in  der  Gleichung  (123.)  die  den  Grössen 
,  93,  6  entsprechenden  Glieder  einzeln  einander  gleich  sein;  so 
ISS  sich  also  ergiebt: 

126.)  ^dt  =  Ds,  [^??^Met)  5B  _  :[i^g3,]  , 

^dt  =  Ds,  ^!!!!^!r^  ai]  ; 

id  hieraus  folgt  sofort 

Das  elektromotorische  Elementargesetz,  —  Die  von  einem  Strom- 
ement  JiDs,  während  der  Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte 
eines  (linearen  oder  körperlichen)  Leiters  hervorge- 
aebte  elektromotorische  Kraft  Edt  ist  zerlegbar  in  zwei 
•äfte: 
27.)  +  fl,,  iü^lJl^iei).      ^^d      -1),,!^^, 

n  denen  die  erstere  die  Richtung  r(fl«i— >m),  die  letz- 
•e  die  Richtung  J\  besitzt.  Dabei  bezeichnet  0i  den  Co- 
las  des  zwischen  den  eben  genannten  Richtungen  He- 
iden Winkels,  und  o)  eine  vorläufig  noch  unbekannte 
QCtion  von  r. 

Andrerseits  ergiebt  sich  aus  (123.)  für  die  von  irgend  zwei 
imelementen  JDs  und  JiDs\  auf  einander  ausgeübte  ponderomo- 
sche  Einwirkung  folgendes  Resultat. 

Das  ponderomotorische  Elementargesetz.  —  Die  von  JxDs,  vväh- 
d   der  Zeit  dl  auf  JDs  ausgeübte  ponderomotorische  Kraft 

fallt   ihrer  Richtung  nach    zusammen    mit  der   Verbin-, 
igslinie  r  der  beiden  Elemente,   und  besitzt,    im  Sinne 
Ds)  gerechnet,  die  Stärke: 


SOS  Gml  NiraMKH, 


I    ^  ■:   I 


(428.)        Udt  s  JJiDglhi  [V?  (E  -  eei)  +  5ö0i]  A^  • 

wo  m  die  schon  in  (18t.)  genatfnte  Fun^^tio»  vorslelU,  ivlk- 
rend  6,  61,  E  die  den  beiden  Elementen  xngeli<Origen  Aflh 

l^^re'sohen  Argnmente  bezeichnen. 

■  ■  ■  ■*  ■' . 

.  .■  .       i9.   ■  .  ■/  ■ 

I 

■       ■    p 

Dt«  EienieniarBeseUaJilr  den  Fall  balrtetailicIiar'E  nilnffn««g'iik 

fat  das  Po^tial  P  oder  //tQ- nreier  giercbfOnäriger  Sirai- 
ring»  (/y  •)  mi  («/S,  «i)  baboa  wir  m  (ISO;)  den  W«rth  gdteto: 

(189.)  P  ^  JJtQ  ^  JJi:  S^iimDilhi , 

WO  m  eine  noch  ufibekannte  Fanction  von ,  r  vorstellt 

Der  gewöhnlich  für  dieses  Potential  ädöptirte  Werth  lautet 
bekanntlich:  ^. 

(1 30.)  P  ae  /J^Q  «I  ~  4Wi ,  -2"^  ÖÖ«J!5* , 


wo  il*  die  Zahl  4-  oder  die  Zahl  1  vorstellt ,  je  nachdem  mal  dv 

k  •■        ■       .  j  .    i 

(von  Ampäre  und  ineineni  Vater  benutzte)  elektro^yniain^cbe, 
oder  aber  das  elektromagnetische  Maasssystem  zu  Gron^  iQBt. 

Aus  (129.)  und  (13Ö.)  folgt  sofort: 

^2o)ee,D8l)s,  =  —  A2^'^^  901  ^  ^ 
oder  (was  dasselbe  ist): 

i:s  (co  +  f)  ee.DsDs^  =  o . 

Diese  Gleichung,  welche  stattfinden  soll  für  je  zwei  Ringe  von  be- 
liebiger Lage  und  Gestalt,  führt  [unter  Anwendung  des  Satzes  {%%-. 
pag,  432)]  sofort  zu  dem  Resultat,  dass 

(131.)  0,=  -^' 

ist. 

Dass  das  Potential  P  fUr  den  Fall  beträchtlicher  Entfernung^ 
den  Werth  (130.)  wirklich  besitzt,  dürfte  (auf  Grund  zahlreich 
experimenteller  Untersuchungen)  als  unzweifelhaft  feststehend  zu  b 
trachten  sein.  Solches  aber  zugegeben,  folgt  alsdann  aas  den  vo 
stehenden  Erörterungen  sofort,  dass  der  in  (131.)  für  o»  gefandei 
Werth  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen  keinem  Zweil 
unterworfen  sein  kann. 
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Durch  Einführung  dieses  Werthes  (131.)  erlangen  die  Gesetze 
(127.),  (128.)  folgende  Gestalt: 

Das  elekbramotamche  Elementargesetz.  —  Die  Kraft  Edt  ist 
zerlegbar  in  die  beiden  Kräfte: 

(132.)  -  AWs,  !?^       und      +  AWs,  <^ , 

erstere  gerechnet  in  der  Richtung  r(Z)«i  - — ►w),  letztere  ge- 
rechnet in  der  Richtung  J^. 

Das  panderamotorische  Elementargesetz.  —  Die  .von  JxDs^  auf 
JDs  ausgeübte  ponderomotorische  Kraft  Rdt  hat  die  Stärke: 

(1 33.)    *  Rdt  =  A^ .  JJ.DsDs,  ^^;^^^  dt , 

gerechnet  in  der  Richtung  (D«i- — ^  Ds) . 

Auf  das  Gesetz  (132.)  habe  ich  schon  bei  frtiherer  Gelegenheit*) 
aafinerksam  gemacht,  obwohl  der  Weg,  auf  welchem  ich  damals  zu 
demselben  gelangte,  ein  wesentlich  anderer  war. 

Vor  allen  Dingen  ist  aber  zu  bemerken,  dass  das  in  (133.) 
ausgesprochene  ponderomotorische  Gesetz  identisch  ist  mit  dem  Am- 
fire sehen  Gesetz.  Ampere  stutzte  sich  bei  Ableitung  dieses  Gesetzes 
auf  die  Voraussetzung,  dass  die  gegenseitige  ponderomotorische  Ein- 
wirkung zweier  Stromelemente  mit  ihrer  Verbindungslinie  zusam- 
meDfalle,  und  femer  auf  die  Voraussetzung,  dass  die  ponderomo- 
torische Einwirkung  eines  geschlossenen  gleichförmigen  Stromes  auf 
ein  einzelnes  Stromelement  gegen  letzteres  senkrecht  steht.  Diese 
baden  Voraussetzungen,  von  denen  namentlich  die  letztere  sehr 
missiich  erscheint  (weil  der  betreffenden  von  Ampere  angestellten 
experimentellen  Untersuchung  wenig  beweisende  Kraft  beizumessen 
ist)  sind  bei  demjenigen  Wege,  auf  welchem  wir  hier  zu  diesem 
Gesetz  (133.)  gelangten,  vollständig  vermieden  worden. 

§.  10. 
Anwendung  der  erhaltenen  Gesetze  auf  körperliche  Leiter. 

Es  mag  mir  gestattet  sein,  einige  Resultate,  zu  depen  ich  durch 
Anwendung  der  erhaltenen  Elementargesetze  auf  körperliche  Lei- 
iv  (gelangt  bin,  hier  (ohne  Beweis)  kurz  mitzutheilen. 

*)  Math.  Annalen,  Bd.  5,  pag.  6f  9.  —  Ausführlicher  in  meinem  Werk  über  die 
«lelLtrischen  Kräfte,  pag.  193. 
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Das  Polential  P  oder  JJ^Q  zweier  gleichförmiger  Stromringe 
(/,  s)  und  (/, ,  «i)  war  im  Vorhergehenden  (und  zwar  in  voller 
Uebereinstimmung  mit  der  Bezeichnungsweise  meines  Vaters)  definiri 
worden  durch  die  Formel   (120.)  : 

oder  (was  dasselbe)  durch: 

P=  ^^'{(oJe  /iGi  DsDs^) . 

Uebertragen  wir  diese  Definition  auf  zwei  körperliche  Leiter  i 
und  Ä ,  so  erhalten  wir : 

(134.)  P=  l^^{mei,e^DVDV,), 

Dabei  sind  unter  DV  die  einzelnen  Volumelemente  des  Körpers  i, 
unter  i  die  in  diesen  Elementen  vorhandenen  elektrischen  Sti^ 
mungen  zu  verstehen,  während  DV^  und  i^  die  anak)g6n  Bedeu- 
tungen haben  für  den  Körper  B;  ferner  bedeutet  co  =  o>(r)  die- 
jenige Function,  welche  fUr  beträchtliche  Entfernungen'  den 
Werth    (131.): 

(135.)  0)  =  -^ 

besitzt;  und  endlich  repräsentiren  r,  0,  0,  die  Am pöre'schen  Argu- 
mente für  irgend  zwei  Eloniente  DV,  D\\  und  für  die  ihnen  zuge- 
hörigen Richtungen  i ,  i, . 

Befinden  sich  die  beiden  Kör[)er  A,  B  in  beliebigen  räumlichen 
Bewegungen,    wilhrend  gleichzeitig   die  in  ihnen   vorhandenen  elek- 
trischen   Strömungen    von    Augenblick    zu   Augenblick    in    beliebiger 
W(M*se  sich  {indem,    so  zerfallen  die  auf   den  Werth  des  Potentiales 
/^  (134.)   influirenden  Vorgcinge  in  vier  Processe,   nämlich  erstens  in 
die  räumliche  Bewegung  des  Körpers  yl,   zweitens   in    diejenige  des 
Körpers  ß,    drittens    in  die  Acnderung  des  Strömungszustandes  von 
A  ,    und  viertens   in  die  Aenderung    dos  Strömungszustandes  von  B. 
I)i(\sen    vier    Processen    entsprechend    kann    der   dem   Zeitelenienl  ä 
(•ntsprechende  Zuwachs  JP  des  Potentiales  P  in  vier  partielle  Zu- 
wüchse* zerlegt  werden,  von  denen  die  beiden  ersten  zu  bezeichnen 
sind  als  (li(*  partiellen  Zuwüchse   nach  der   räumlichen   Lage   von  A 
<)d(M*  von  W,    während  die   beiden  letzteren  zu  nennen  sein  werden 
dii»  pnrti(»llen  Zuwüchse  nach  dem  elektrischen  Zustande  von  A  oder 
von   lt. 
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Zunächst  ist  nun  hinsichtlich  des  totalen  Zuwachses  dP  (oU 
gendei*  allgemeine  Satz"^)  zu  erwähnen: 

Der  totale  Zuwachs  dP  des  Potentiales  reprasentirt  die 
Summe  derjenigen  ponderomotorischen  Arbeiten,  welche 
Ä  auf  A  und  A  auf  B  (vermöge  der  Kräfte  elektrodynami- 
schen Ursprungs)  ausüben,  diese  Summe  noch  vermehrt  um 
diejenigen  Wärmequanta,  welche  Ä  in  A  und  A  in  Ä  (eben- 
falls vermöge  der  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs) 
hervorbringen. 

Sind  ti,  i;,  u;  die  Componenten  der  in  irgend  einem  Punkt 
j;,  j/,  ^  eines  Körpers  vorhandenen  Strömung  i,  so  mag  der  Strö- 
iDQDgszQStaTid  im  Innern  des  Körpers  gleichförmig  heissen,  sobald 
»,  V,  tc7  allenthalben . der  Bedingung  entsprechen: 

('^^•)  bi  +  bi-^Tz^^' 

Ferner  mag  der  Strömungszustand .  an  der  Oberfläche  des  Körpers 
tangential  genannt  werden,  sobald  in  jedem  Punkt  dieser  Ober- 
fläche die  Gleichung  erfüllt  ist: 

(137.)       K  cos  (iV,  a?)  +  V  cos  (iV,  y)  +w  cos  (iV,  z)  =  0 , 

wo  N  die  Normale  der  Oberfläche  bezeichnet. 

Nehmen  wir  nun  an,  die  in  den  Körpern  A  und  B  vorhandenen 
Strömungszustände  änderten  sich  der  Art,  dass  sie  im  Innern  der 
Körper  stets  gleichförmig,  und  an  ihren  Oberflächen  stets  tan- 
gential bleiben,  so  gelten  für  die  vorhin  erwähnten  partiellen 
Ziwiichse  von  P  folgende  Sätze: 

Der  partielle  Zuwachs  des  Potentiales  P  nach  der 
räumlichen  Lage  von  A  rcpräsentirt  diejenige  ponderomo- 
torische  Arbeit,  welche  B  (vermöge  der  Kräfte  elektrody- 
namischen Ursprungs)  ausübt  auf  A. 

Der    partielle    Zuwachs    des    Potentiales    P   nach    dem 

elektrischen  Zustande  von  A   ist  in  Abzug  zu   bringen   vom 

totalen   Zuwachs  «{P,    falls    man   dasjenige  Wärmequantum 

iaben    Will,    welches    der   Körper  B    (vermöge    der   Kräfte 

eiektrodynamischen  Ursprungs)  hervorbringt  in  A. 

*)   Man  findet  diesen  Satz   und  auch  die  folgenden    in  meinem  Werk:  «Die 
lekirischeu  Kräfte«,  pa^.  tkl  und  3U. 


■'^■"  ttdM   man   endlich    das   Capital   <C   eines   aus    beliebig   vielen 
JCOfpeni  A,  B,  C,  .  .  .  bestehenden  Systemes    (vergl.  pag.  193],  so 
MpH'iVMm  unter  Anwendung  der  Bezeiclinungsweisc   (13i.)- 
^M.)"  C—  T+^(DM.C(&))-t-0+  U—P, 

f^^'äv^.iiso  das  oi-dinSre  und  eleklrosla tische  Potential  mit  posi- 
^^<^^,  ^ngegeo  das  elektrodynamische  Potential  mit  negativem 
n  JB  diesen  Aufdruck  eingehen. 


Mmfl   .r.-,«r-.   ifmi^-i    <-Tri*hef Äftittfttftt. ■   '' 

■tVit*!' 1-af   '•■■'■'  ->■•    ■  ^..i-:-.  ...^    ..;.,■.■  .-^,--,. ,  .-«■ j,. 

iMmmchung  der  von  Ampdre  und  Faraday  es|i 
deckten  Kräfte.  —  Zweite  Methode. 

'-"T'-'i^  '"''  Die  CVundeigenschafteti' dieser  Krkrie. 

tn  neuerer  Zeit  ist  durch  die  Untersuch ungca  von  Heltnhot)^ 
der  Gedanke  angeregt  worden,  dass  die  gegenseitige  pomleronio- 
imriiche  Einwirkung  zwischen  zwei  elektrischen  Stroinelomenleo 
gleiclizcilig  eine  promovirende  und  rovolvirende  sein  möge, 
der  Art,  dass  jedes  Elemenl  auf  das  andere  eine  gewisse  Kraft 
und  daneben  auch  ein  gewisses  Drehungsmonienl  ausübe.  Eioe 
gegenseitige  ponderomotorische  Arbeit  würde  also,  falls  wir  dieser 
Vorstellung  uns  anschliessen,  zwischen  den  Elementen  nicht  nur  dann 
stattfinden,  wenn  ihre  Entfernung  sich  Ündert,  sondern  auch  daiA 
wenn  •bei  cohstanter  Entfernung    ihre  Richtungen    sich  andern. 

Uin  nun  auf  diese  Vorstellungsweise  naher  einzugehen,  woto 
wir  {ebenso  wie  früher)  zwei  Stromelemente  Ds,  Dsi  uüs  denken, 
welche  in  beliebigen  Bewegungen  sich  befinden,  wahrend  gleichzeilis 
die  in  ihnen  vorhandenen  Stromstürken  in  beliebigen  Zustanden  der 
Vei^oderong  begriffen  sind ;  die  Werthe  dieser  Stromstärken  für  di* 
Zeiten  t  und  l  +  dt  seien  bezeichnet  mit  J,  ^t  und  J  +  dJ, 
Ji  •¥■  dJt .  Ausserdem  wollen  wir  einen  in  beliebiger  Bewegong 
begriffenen  körperlichen  Leiter  A  von  beliebiger  Gestalt  uns  den- 
ken, in  dessen  binerm  ebenfalls  irgend  welche  elektrische  Voi^nge 
stattfinden.     Es  handelt  sich  alsdann 
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einerseits  um  die  Untersuchung 
derjenigen  ponderomotori* 
sehen  Arbeit 

(1.)...  (is=(drj+dr?)eHy.üs, 

welche  die  beiden  Stromelemente 
Ds  und  Dsx  w&hrend  der  Zeit  dt 
wechselseitig  auf  einander  aus- 
üben; 


andrerseits  um  die  Unter- 
suchung derjenigen  elektromo- 
torischen   Kraft 

Edt, 

welche  das  Stromelement  Dsi 
während  der  Zeit  dt  hervorbringt 
in  irgend  einem  Punkte  des  Kör- 
pers A. 


Eine  solche  Untersuchung  mag  nun  in  der  That  angestellt  wer- 
den, indem  wir  hinsichtlich  der  Arbeit  dS  und  der  Kraft  Edt  von 
folgenden  einfachen  Grundeigenschaflen  ausgehen;  wobei  zu  bemer- 
ken, dass  diese  Eigenschaften,  soweit  sie  die  Kraft  Edt  betreffen, 
identisch  sind  *)  mit  den  schon  früher  (pag.  469)  supponirten. 


(2.) 


Erste  Grundeigemchaft. 


(a.)  .  .  Die  (dem  Zeitelement 
il  entsprechende]  Arbeit  dS  ist 
proportional  mit 

JJiDsDsi ; 

sie  nimmt  also  den  entgegenge- 
setzten Werth  an,  sobald  in 
einem  der  beiden  Elemente  die 
Stromrichtung  umgekehrt  wird, 
bleibt  hingegen  ungeändert,  so- 
bald eine  solche  Umkehrung  in 
beiden  Elementen  erfolgt. 


(cf.)  .  .  Die  (auf  das  Zeitele- 
ment  dt  bezogene)  Kraft  Edt  ist 
zerlegbar  in  zwei  Kräfte,  welche 
respective  proportional   sind  mit 

J\Ds\     und     {dJi)Ds\ ; 

von  denen  also  z.  B.  die  erstere 
in  ihr  Gegen theil  umschlägt,  so- 
bald die  in  Dsi  vorhandene  Strom- 
richtung umgekehrt  wird. 


Zweite  Gi^ndeigenschaft. 


(b.)  .  .  Abgesehen  von  dem 
geoannten  Factor  ist  die  Arbeit 
dSnwr  noch  abhängig  von  der  zur 


(ß.)  .  .  Abgesehen  von  den 
genannten  beiden  Factoren  ist 
die  Kraft  Edt  nur  noch  abhängig 


*)  Sie  sind  hier  von  Neuem  hingestellt ,  um  eine  gewisse  Symmetrie ,  welche 
zwischen  den  Eigenschaften  (I  a,  b,  c)  einerseits  und  den  Eigenschaften  (8.a,  /?.  y) 
andrerseits  stattfindet,  besser  hervortreten  zu  lassen. 


508 


CuuL  Nsnuim, 


Zeit  t  zwiichen  Ds  und  usi  vor- 
hrndenea  relativen  Lage,  so-^ 
wie  von  deigenigen  Aenderimgeil, 
Virelche  diese  relative  Lage  er- 
Imdet  virBbrend  des  Zeitelem^^ 
tes  A. 

Sind  diese  ^enderongen  Null, 
so  versch^windet  dS. 

Die  Arbeit  dS  ist  also  (wie 
ans  dem  '  Geitagten  hervorgeht) 
nnabhängig'  von  dbn  Ztawttchsen 
dJ,  Ali ,  Welche  J,  Jx  wahrend 
der  Zeit  (0  ekftVren;     ' 


von  der  zur  Zeit  A  iwiacheai 
und  B$i  voriiaädenen  relativei 
Lqge,  sowie  von  deigte^en  A» 
derungen,  welche  diese  relative 
Lage  erleidet,  wahrend  ^  ^ 
elemeptes  <tt. 

Sind  ^  diese  AenderongiBn  Nol 
und  ist  dJi  ebenfalls  Null,. 80 
verschwindet  Edt. 
'  Die  Kraft  6dt  ist  also  (wie 
auik  dedd  GesJBigieh  ftieHmgeht) 
Dttabhatagfg'  v<m  dfeto'  im  KÄyer 
A  vorhandenen '  eleUiriadien  Vor- 
gangen. 


DriUe  GrtmdeigmmekäflL 


(c). .  .  Pie  >4iteii  dS  kann  er- 
setzt werden  durch  dicgenigen  poor 
deromotorischen  Arbeiten«  wel- 
che stattfinden  zwischen  den 
Componenten  von  Ds  und  denen 
von  Dsi. 


.  (}r.) . .  Die  Krafti  Bdt  kaa» 
ersetzt  werden  4ipcb  dic|ef||e» 
elektromotorischen  Krifte,  wdch9 

die  Componenten  von  Dsi  in  dem 
betrachteten  Punkte  des  Körpers 
A  hervorbringen. 

Bei  (c.)  und  {/.)  sollen  die  Componenten  genommen  gedacht 
werden  nach  völlig  beliebigen  (ruhenden  oder  in  Bewegung  be- 
griffenen) Richtungen.  Selbstverständlich  soll,  aber  in  den  compo- 
nirenden  Elementen  jedesmal  dieselbe  Stromstärke  und  dieselbe  Aen- 
derung  der  Stro  stärke  vorausgesetzt  sein,  wie  ip  dem  ursprünglichen 
Elemente. 

§.  2  und  §.  3.  *) 
Die  aus  den  Grundeigenschaften  rcsultirenden  Formeln. 

Die  Eigenschaften  {i.a^ß^y)  sind  genau  dieselben  wie  frtther, 
und  man  findet  also  für  diejenige  elektromotorische  Kraft  (ld(, 
welche  JijD^i  während  der  Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte  des  Ele- 


*)   Die  Nummern  der  Paragraphe  entsprechen  denen  des  vorhergehenden  Ab- 
schniUs  (pag.  468). 
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'raenles  JDs  (und  zwar  in  der  Richtung  dieses  Elementes)  her- 
vorbringt, genau  denselben  Werth  wie  früher   (pag.  484),   nämlich: 

(3.)    mt  —  D«i[/,((xee,  +  xE)dr  +  kOide)  +  coed(e,Ji)  +  5d(EJi)], 

wo  X,  iT,  A,  CD,  w  fünf  unbekannte  Functionen  von  r  sind.  Hieraus 
ergebt  sich,  wie  sogleich  bemerkt  sein  mag, 

IfUr  den  Specialfall:  dJi  =  0  die  einfachere  Formel: 
^  =  (xeei  +  xE)dr  +  AGide  +  wedei  +  wdE  . 

Bei  der  Kraft  (^dt  kommt  nicht  die  Richtung,  sondern  nur  die 
Stärke  in  Betracht.  Die  Richtung  ist  von  Hause  aus  vorgezeichnet; 
deoD  es  repräsentirt  ja  üdt  die  Componente  der  eigentlichen  Kraft 
Edl  (1.)  nach  der  Richtung  des  gegebenen  Elementes  JDs. 

Vergegenwärtigt  man  sich  die  durch  (2.«,  /?,  y)  .  in  Betreff  der 
Stärke  von  Qdt  gemachten  Suppositionen ,  so  zeigt  sich  zwischen 
diesen  Suppositionen  und  zwischen  denen,  welche  durch  (2.a,  b,  c) 
über  den  Werth  von  dS  gemacht  sind,  eine  grosse  Aehnlichkeit,  — 
eine  Aehnlichkeit,  welche  noch  grösser  wird,  sobald  man  den  Special- 
fall:  dJi  SS  0  ins  Auge  fasst.  —  In  der  That  zeigt  sich,  dass  die 
in  dem  Specialfalle:  dJ\  =  0  aus  (2.a,  /?,  y)  fUr  den  Ausdruck 

üdt 
JiDSi 

resaltirenden  Suppositionen  genau  identisch  sind  mit  denjenigen, 
welche,  und  -zwar  im  allgemeinsten  Falle,  durch  (Sl.a,  b,  c)  über 
den  Werth  des  Ausdruckes 

dS 
JJiDsDSi 

gemacht  sind.    In  jenem  Special fal le  cfJi  =  0   hat  sich   aber  aus 
(2.a, /?,  y)  für  den  erstem  Ausdruck  der  Werth  (4.)  ergeben.   Folg- 
lich wird  man,  und  zwar  im  allgemeinsten  Falle,  aus  (2.a,  b,  c) 
für  den  letztern  Ausdruck  einen  analogen  Werth  erhalten: 

von  jenem  nur  dadurch  unterschieden,  dass  an  Stelle  von  «,  x,  A, 
c0,  m  hier  irgend  welche  andere  Functionen  (>,  ^,  V^  Vy  X  auf- 
treten, die  ebenfalls  nur  von  r  abhangen  können,  sonst  aber  unbe- 
kannt sind. 


• 


dektrodynamisohai  Urep^uaga  ■  i  venitwäiaä  .itardw«  «NlcteKiMtlMi^ 
der  Zeit  dt  voo  i/i/)\|  auf  JDs,  und  von  </ßj(  auf  /f/J»i  ausgc(l6j 
werden.  Hieraus  folgt,  dass  dS  in  Bezug  auf  JDs  und  ./,ÖSi  sym- 
metrisch, mithin  die  in  (5.)  enihaltenen  Functionen  91,  f  ein- 
ander gleich  sein  massen.  Jene  Formel  (5.)  erlangt  dalier  fal- 
gende  Gestalt: 

(6.)     dS  =  JJyDsDs,[{pQQi  -h  ßE)dr  +  *p(f{00,)  +  zi/E]  , 
wofür  geschrieben  werden  mag: 

(7.)     dS  =  {dTl  -H  dT^)  „a^c.  =  JJ,DxDs,[Pdr  +  «/«i[9e,)  +  z^E]. 
Fügen  wir  noch  hinzu,  was  in   (3.)   angegeben  war: 
'  (8.)         mt  ^  f}g,[J,{Kdr  +  XQMie)  -b  aed{e,J,)  +  äd{sJi)]  , 

so  haben  wir")  diejenigen  Formeln  (7.)  und  (8.)  vor  uns, 
welche  ftlr  die  pondero- und  elektromotorischen  Wirkungi'" 
sich  ergeben  als  unmittelbarer  Ausfluss  der  supponirtcn 
GruadeigeDscharteD. 

Mit  Bezug  auf  {!.),  (8.)  sei  sogleich  bemerkt,  dass  nnla  P) 
K,  Q,  äbenso  wie  früher,  folgende  Aggregate  verstanden  werden 
böÜea: 


(9.) 


p=» 

«.ee,  +  ?E, 

K  = 

«e6,  +  7E, 

Q-= 

loeei  -1-  üE . 

*]  Wollte  man  (vei^l.  pag.  t86)  als  Princip  adoptiren,  dass  die  durch  ein  B*' 
ment  Jt^»i  von  coDstaater  StromsUrke  in  ii^end  einem  PunVle  eines' kSip^rii^ 
Leiters  erzeugt«  eMtr«niobnSscbe  KraR  Null  191 ,  sobald  die  relative  Lage  j«MS  B** 
mentes  in  Bezug  aut  diesen  msthematisclien  Punkt  keine  Aeaderung  eriöM 
so  würde 'hieraus  folgen,  dass  die  in  (b.)  enthaltenen  Functionen  i,  und  «  tdenlii'' 
Null  sind.  AlsdaoD  aber  würde  die  lüer  zu  entwickelnde  Theorie  völl^  ideni^ 
werden  mit  der  im  vorhergehenden  Abschnitt  [pag.  168  bis  S06)  dar^leglen. 
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§.  4. 
Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft. 

Indem  wir  Schritt  für  Schritt  denselben  Weg,  wie  bei  früherer 
;[enheit  (pag.  486  bis  49i),  verfolgen,  haben  wir  zunächst  die 
el  (7.)  zu  notiren: 

)     [dTl  +  dTt)  eidy.  ü.  =  DsDsJJriPdr  +  (^(eeO  +  ;fdE). 

sodann  zu  bemerken,  dass  aus  (8.),  genau  ebenso  wie  damals, 
ide  parallel  stehende  Formel  sich  ergiebt  [vergl.  (80.)  p.  489]. 

)    {dQl  +  dO?)  eidy. ü«  =  D8Dsr[JJ,(i Kdr  +  {k  +  a))d(eei)  +  2«dE) 

+  Qd{JJ,)] . 

1  Addition  von  (lO.a,  b)  folgt  sofort: 

{dTl  +  dr,  +  dQl  +  rfO?)  .j^. ^,  =.  DsDs,[d{JJSi)  +  Jm , 
''  den  Werth  besitzt: 

Y  =  (2K  +  p)dr  +  {).  +  (o  +  y)d(ee,)  +  (2S  +  x)dE  —  dQ, 

V^erth,  welcher  mit  Rücksicht  auf  (9.)  auch  so  geschrieben  wer- 
kann :  *) 

)  Y  =  [(2x  +  p  —  w')0e,  +  (27+i"— S')E]dr  +  {k  +  (p)d{eei) 

+  {S  +  ;f](iE. 

Ebenso  wie  früher  (pag.  491)  ergiebt  sich  nun,  als  Folgerung 
lern  Princip  der  Tebendigen  Kraft,  dass  dieser  Ausdruck  Y  für 
A  beliebiger  Bewegung  begriffenes  Elementenpaar  D«,  Dsi  fort- 
-nd  Null  sein  muss,  dass  also  zwischen  den  neun  unbekannten 

lionen  (),  ^,  x,  x,  cd,  ö;,  A,  qp,  x  ^^^  Relationen  stattfinden 
Bn: 

2x  +  ()  —  (ö==0,  i-|-9)  =  0, 

2x+'^  —  w'  =  0,  fti  +  ;if=0.- 

US  folgt: 

N  =  -|-(o/  —  ()),  y  SC   —  Ä, 

irch  die  Anzahl  der  unbekannten  Functionen  auf  fünf  reducirt  ii^t. 


)  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Bemerkung ,  dass  unter  w'  und  Z'  die  Ableitungen 
und  oT  nach  r  zu  verstehen  sind. 


Snbatitiirt  iSaa  die  Waiiths!  (U.)  in  (7^,  (».),  so  «rgt  '^ 
■Uk  Kr  die  iiaadenjnoliorwcli».  Wiikui(>  tiMi<^i<>m«i<  - 

ttW-,;,;  ■,..,;  ,,4ST^'PllWP*r;M6*),i*,i«.,,,,.,,JÄ 

geade  Formel:  .  .    i."f?  ^X'  v-,  .^r  l-yA^it 

(16..)  mi  =  J,D„  (e6,4.iEJ?_^P'"  +  ,a„/e  +  „e*,  +  «e) 

•-••:'■'■''  +tiJ,)DstQ, 

l'i'i 
WOIBr  auch  geschrieben  werden  kann: 
(3W'.-. 

(lft.b)  e*  =  J,ß.,  (-  P'^-wsa.'-.Ig  +  ■«  *  f  -_'-"e«  -  8..*e)j  ^ 
+  {dJ,)Ds,a.  M 

Dabei' sind  unter  P.  ß  die  Ausdrucke  (0.)  zu  verstehen. 

Gleichzeitig  ergiebt  sich  für  das  (Kapital  ([  eines  den  früliei' 
e^fVBlinten  Determinationen  unteiworfenen  niateiieUen  Systems  lief 
Wertbi 

{Wtj"  (1=  r+ 2(/JJi(.c(*))  +  o +  (;— ii'v(/)«ß.,«,o). 

v^  (100.)  pag.  »93. 


Systems  lief 
B.,«,0).    J 


§.5. 
Ueber  eine  gewisse  Summe  von  elektroinotorischeo  CrBfIcs  ' 

Unter  Zugrundelegung  der  Formel  (16.a,  b)  soll  die  Snoune  ^*' 
jenigen  elektromotorischen  Kräfte  berechnet  werden,  welcbe  &»" 
gleichförmiger  elektrischer  Stromriog  (/i ,  <■)  hervorbringt  in  irgee»^ 
einem  Drahtringe  (s). 

Die  beiden  Ringe  seien  biegsam,  mit  Gleitstellen  vo-s^eo,  m*^ 
begriBen  in  beliebigen  Bewegungen ;  ihre  Elemente  seien  bezeicb' 
net  mit  Ds,  A«  und  Dsi,  A«|   (vei^l.  pag.  iil). 

Unter  Anwendung  der  Abkürzungen: 
P  —  ^i+?E, 
(18.)  Q  ■■  0)601 +  ÜE,' 

M,  _  Pdr-ldiee,)~m1E.    .    <«?+ (w -ti  (6*161 -Oiie) 

ergeben  sich  aus  (16.)  die  beiden  Formeln: 
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^  DsMdt^  DsDsi  ( JidV  +  QdJx) ,     (Wirkung  von  Dsx  auf  Ds) , 

'^     Ds.ildt^  Ds£i8i{  0    .  +  QJi),        (Wirkung  von  A/fi  auf  ß«); 

von  denen  die  erstere  diejenige  Kraft  dd/  ausdruckt,  welche  Dsi 
innerhalb  der  Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte  von  Ds  (und  zwar  in 
der  Richtung  von  Ds)  hervorbringt;  während  die  letztere  in  ana- 
loger Weise  sich  bezieht  auf  A^i  und  Ds. 

Repräsentirt  @rff  die  Summe  sttmmtlicher  elektromoto- 
rischer Krttfle,  welche  der  Ring  (Ji,  Si)  während  der  Zeit 
A   im  Ringe  [s)  hervorruft,  so  folgt  aus  (19.): 

(20.)     ©Ä  =  Ji.  {^2i'd}Vüsüs,  +  2'l.'QDsAs,)  +  (c/J,) .  -i^  vQflj)^, ; 
hiefUr  kann  geschrieben  werden: 
l^  1 .)     ®df  =  d{Ji .  :^2^QDsDs;)  -h  J^^dl , 
wo  alsdann  ^t  die  Bedeutung  hat: 
(22.)     2^(tt  =  2  i'^'dVß«fl«i  +  2Ji'^Qfl«A5i  —  U{:^'2i.'QDsDs,) . 

Eis   handelt   sich    nunmehr    (für  spätere  Zwecke)    um   eine  gewisse 
Transformation  von  ^dt^  und  zwar  um  eine  doppelte. 

Erste  Transformation   von  ^dl,  —   Substituirt  man  in  (22.) 
fUr  das  letzte  Glied  den  dafUr  sich  ergebenden  Werth : 

(5c.]    2d{:s:^QDsDs,)  =  2 -S'^dQfl«/)«!  -h  H;yQ(ps£äi,  -h  A^ß«,) , 
«nd  gleichzeitig  für  dV  den  Werth   (18.),  so  erhält  man: 

(jj.)  2^Ar=— ^'^'[P(/r-;u/(eei)-i;jrfE-hrfQ-h(A-o>)  (edGi-eide)] /)«/>«, 

—  2  y^'QAsDs^ , 

oder,  falls  man   für  P,  Q  ihre  eigentlichen  Bedeutungen   (18.)    ein- 
treten lässt: 
/>.)  2^  =  —  -S'-5'[((()+w')eei  +  {Q'hw)E)dr  +2(o)  —  A)e»rfe]  DsDs^ 

—  2r-i'(2wee,  -h  2Se)A5/)x,  . 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  durch  Anwendung  einer  früher  (pag.  447) 
mitgetheilten  Transformationsformel,  sofort: 

(^.)       iS^t=-  ^-5'[(L  -  ^  ee,  +  f  e]  drDsDs, 

—  :^'2:  (2Aeei  -h  2j;E)A^/)ifi , 

wo   L,  M  die  Bedeutungen  haben: 

L   =  ((>  -h  ^  -h  w'  -h  « )  —  2  (0/  —  X') , 

(^•^  M=        r(^  +  S')  —  2(w  — 'l). 

AMiMdl-  a.  K.  R.  (;eiiriUrli.  d.  Wi&Heiiürh.  XV.  35 


41  Cabl  Nelmasn, 

Zwfite  Troiisfornialion  von  ^tll.   —  Es  ist  identisch: 

ic.)  2.'y {1—0,)  [Qdei— eitle) DsOü,  =  —  ^"■^•(i— w)g0i(/>sA«,— Ä.«ß«,i^ 

WIR  solche»  uiiraittclljar  folgt  aus  der  soeben  citirteii  Transformalions — 

fonnel   (pag.   Hl).     Andrerseits  ist  nach   (n.) : 

{fj.)        vv,/QDsfl„  —  d{yi-Q!)snsi)  —  ^'^'«{DsA«,  +  Asih,) , 

oder  falls  man  "H'^ÜÖ^Ds,  auf  beiden  Seilen  hinzufügt: 

(,9.)  2'i;in/>si>Ä,  +  2i'^'fiAsDs,  =  (i(i'^fißsßs,)— ■2'i^(0«A*i— ^ß«i> 

Ntmmehr  folgt  durcli  Äiidilion  von   {C.)   und  (i>.)   sofort: 

.,(*,)    :fi'[dQ ■+■  {x—sa)  (ed6i  —  eide)lOsösi  +  a-r^t-OAsö»,  = 

H  =  </(^- vQöjjfl«,)  _  ^'2-(Q  +  (A  —  M)e0,)  (OsAs,  —  A*öl,) 

I  =  (/{^■^■«/>«fl»,)  —  N-v(;.0e,  +  ZE}{Dsäs,  —  AäDsi) 

Dieser  Ausdruck  (i.)  repräsentirt  die  letzten  Glieder  der  Formel 
(ß.).  Substituirt  man  für  jene  letzten  Glieder  den  durch  (i.)  darge- 
botenen Werth,  so  gewinnt  die  Formel   (ß.)  folgende  Gestait: 

»+  ■S'2'{Aee,  +  wE)  (DsA«,  —  AsD*-,). 
Wir  gelangen  nun,  durch  die  Formel  (21 .)  und  unter  An\veinluo| 
der    beiderlei  Transformationen    [ä,  f]    und   (x.) ,    zu    folgendem  J 
sultate. 

Sind  zwei  biegsame,  mit  GleitstelIeD  versebene  Riag^ 
(s)  und  («i)  in  beliebigea  Bewegungen  begriffen,  und  befiif 
det  sich  im  letztern  ein  Strom,  dessen  Starke  /i  vo'B 
Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert,  jedoch  stets  jJadb^ 
förmig  bleibt,  so  wird-die  Summe  <8df  der  vom  Ringe  {Jt,t-a') 
während  der  Zeit  dt  im  Ringe  (s)  hervorgebrachten  eleLc- 
tromotorischeo  Kräfte  den  Werth  besitzen: 
(23.)  edt  =  d{Jt.^'^-QDgD$i]  +  J^^dt; 

die    hier  auftretende  GrOsse  ^di    ist    einerseits   darstellbar 
durch: 

(24.)  2^(  =^  -.  ss\(l-fj ee,  +  ^e]  fl 

—  2^i'(Ae6i  +  wE)A*i)8,, 
WO  L,  M  die  Bedeutungen  haben: 


)rge^_ 


Elektrodvnami80iib  Untersuchungen.  51 5 

L  3=  (j^  +  "^  -%-  (0  +  ä')  —  2  (ro  —  X'), 

andrerseits  aber  auch  darstellbar  durch: 

(25.)     2^<  =  —  :^y[Pdr  —  Ad(ee,)  —  wdE]ß«ö«i  -  d(2'^'QI>si)»i) 

+  -5'2^(Aeei  +  wE)  (/)»A«i  —  A»i)«,) .    . 

Dabei  stehen  P,  Q  zur  Abkürzung  fUr  die  in  (9.)  genannten 
Aggregate. 

§.  6. 

Anwendung  des  elektromotorischen  Integralgesetzes. 

Um  Genaueres  zu  ermitteln  in  Betreff  der  in  den  Formeln  (1 5.) 
und  (16.a,  b)  noch  enthaltenen  unbekannten  Functionen  (>,  ^,  o), 
a#  ,  A,  benutze  ich  das  von  meinem  Vater  aufgestellte  elektromoto- 
Tische  Integralgesetz,  welches  folgendermassen  lautet: 

Sind  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringe 
(jai)  und  (*i)  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  be- 
rindet  sich  im  letztern  ein  stets  jf/eiVA/ormtjf  bleibender  Strom 
^1,  so  hat  die  Summe  €)t/^  der  von  ihm  während  der  Zeit  dt 
im  Ringe  {s)  erzeugten  elektromotorischen  Kräfte  den 
Werth: 

[       MTo  \  lediglich    abhängt   von    der    augenblicklichen    Gestalt 
and  Lage  der  beiden  Ringe. 

Durch   Combination   dieses   Gesetzes   (26.)    mit  der   vorhin   ent- 
wickelten Formel  (23.)   folgt  sofort: 

(27.)  ^  =  0 , 

also,  falls  man  für  ^  seinen  Werth  (24.)  substituirt: 


(28.)    2^]^  —  ~)  eei  +  7  e]  rfrß«/)«!  -h  22'-i'(Aeei+wE)A5ß«i  =  0 ; 

und  zwar  erkennt  man,  dass  diese  Gleichung  (27.)  oder  (28.), 
ebenso  wie  das  Gesetz  (26.),  gültig  sein  muss  für  willkührliche 
Bewegungen  der  beiden  Ringe. 

Für  solche  Bewegungen,   bei  denen  die  Gestalten  der  beiden 

35* 


(SO.) 


I 


Hinge  ungGänücrt  bleiben,    rnilhiii  die  A«,  A«,    »Uimtitlit'b  Null  sintl. 
rediicirl  sich  die  Gleichung   (26.)  auf: 

yy\{L  —  :^  ee,  +  *e]  drDsDs,  =  o. 

Hieraus    folgt,    unter  Anwendung  eines    früheren   Satzes  (pag.  UO), 
sofort : 

(  L  =  0  ,         .       .  (  p  +  ö  +  w  Ä=  o,'  —  2ä'  , 

iM=0,        ''■"'"■        I      r(i-  +  S')=:ä»-S». 
Solches  erkannt,    rediicirt.  sirh  die  fllr    beliebige  Bewegiiniii'n 
gültige  Gleichung  (28.)  auf: 

2'^'(;e0|  +  wEjAsÖ»,  =  0. 
Bringt  man  diese  in  Anwendung  auf  solehe  Bewegimgi'n.  bei  denen 
nur  ein  A»  vorhanden    ist,    alle  übrigen  Ax  aber  Null    sind,    üß  tt- 
hlMl  man: 

£^.1'{XQQ,  +äE)lis,  =  0. 
Hieraus  folgt  nach  einen»  früheren  Salze   (pag.  436j ,  dasa  zwischen 
l  und  ü  die  Beziehung  stattfinden  luui 

(30.;  >.  =  I 

Verrnittetst  der  Relationen   (29.)  und  (30.)    kann  man  ^,  ^, 
durch  (0,  w  ausdrucken;  man  erhält: 

{^  ^  —  -^  -t-  (0  —  2rw" , 
X  Ä  +  rw' . 
Somit  sind  die  unbekannten  Funclionen  auf  zwei  reducirt,    MmlicC 
auf  (ü  und  ü. 


§.  1. 

Die  aus  der  entwickelten  Theorie  fliessenden  Integralgesvlte 

Da  nach  (27.)  ^  jederzeit  verschwindet,   so  reducirt   sich  dii 
Formel  (23.)  auf: 

(32.)  t5d(  =  d{Ji .  y£QÜsDsi) . 

Aus  gleichem  Grunde  reducirl  sich  die  Formel  (2'5.)  auf: 


^ 
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(33.)      ^\i^[Pdf  —  kd{e6i)  —  ^d!E]DsDst  =  —  d[^:^D8D8i) 

Das  hier  in  die  zweite  Zeile  gesetzte  Glied  besteht  aus  einzelnen 
Integralen,  welche  theils  von  der  Form  sind: 

theils  von  der  Form: 

£ksi.  ^{Xeel+wE)Ds. 

Zufolge  eines  früheren  Satzes  (pag.  436)  sind  diese  Integrale,  weil 
zwischen  A,  a>  die  Relation  (30.)  stattfindet,  sämmtlich  Null;  so 
dass  also  jenes  Glied  zweiter  Zeile  verschwindet,  mithin  die  Formel 
(33.)  die  einfachere  Gestalt  gewinnt: 

(34.)     ^'2^  [Pdf  —  id(eei)  —  wdE]DsD8,  =  —  d(2'-S'QD«l)«i) . 

Die  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  sind  (zufolge  der  voraus- 
gesetzten Grundeigenschaften)  unabhängig  von  den  im  inducirten 
Körper  etwa  vorhandenen  elektrischen  Yoigängen.  Nehmen  wir  da- 
her an,  dass  nicht  nur  in  («|),  sondern  ebenso  auch  in  {s)  ein 
gleichförmiger  Strom  vorhanden  sei,  so  wird  trotzdem  die  Summe 
der  von  {si)  in  {s)  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  immer  noch 
ausgedrückt  sein  durch  die  Formel  (32.). 

Gleichzeitig  wird  alsdann  die  zwischen  diesen  beiden  Strom- 
ringen  (/,  s)  und  (Jj,  Si)  stattfindende  ponderomotorische  Arbeit, 
nach  (15.),  den  Werth  haben: 

(35.)        ^^SdS  =  J/i .  :^:S[Pdr  —  W(e0i)  —  wdE]D8D8u 
>vor(ir  mit  Rücksicht  auf  (34.)  auch  geschrieben  werden  kann: 

(36.)  :s:^ds  =  —jj,.  d{:^'2:QDsÜ8i) . 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 
(31)  Q  =  S^QDsDst  =  -i^2"(caeei  +  SE)fl«/>»i , 

so  gewinnen  die  Formeln  (32.)  und  (36.)   folgende  Gestalt: 
(38.)  edt  =  d{JxQ) , 

(39.)  SSdS  ±Ä  —  JJ.dQ ; 

■ 

so  dass  sich  also  für  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringe, 
die  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen  und  von  gleichförmigen  Strö- 
men.  durchflössen  sind,  folgende  besetze  ei^ben; 


Das  eleklroinoloruche  Inlegralgeselz.  —  Die  Sumiae  der  von» 
Ringe  ( J| ,  *i)  während  der  Zeil  ät  im  Ringe  [J.  s]  hervor-^ 
gebiachten  elektroinotoriscben  Kräfte  ist  gleich  dem  Zu^ 
wachs  von  J,Q. 

Das  ponderomoloriache  hitegral^eselz.  —  Die  während  d^ 
Zeil  dl  von  den  beiden  Ringen  (J,  s)  und  (•/■ ,  S\)  aufeina^:: 
der  ausgeübte  ponderomotorische  Arbeit  ist  gleich  ( — 'J-''^, 
mulliplicirt  mit  dem  Zuwachs  von  Q. 

Der  Ausdruck  Q  (37.) ,  welcher  lediglich  abhängt  von  der 
aiigenbliekhchen  Lage  und  Gestalt  der  beiden  Klage,  wird  zu  be- 
zeichnen sein  aU  ihr  elektrodynaniischeti  Potential,  bez»geu 
auf  die  Strouieinhcit. 


§.  S  und  §.  9. 

Die   aus  ilor  entwickelten  Thoorio   füi'   ik>n  FiilI    hclrtlchllirlipr 
Entfernungen  rt-suitirendmi  RIcm  Gntnrj;osolzo. 

Dass  das  Potential  /*  oder  JJiQ  zweier  gleichförmiger  Sironi- 
ringe  [J ,  «)  und  (Jj ,  si}  für  den  Fall  beträchtlicher  Enlfemim!; 
den  Werlh 

(40.)  P  =  JJ,Q  =  —  Ä'JJ, .  ^■Jt-96'^-^-*i 

besitze,  unterliegt  keinem  Zweifel  (pag.  502).    Andrerseits  sind  wir 
durch  die  hier  entwickelte  Theorie  zu  der  Formel  (37.)   gelangt: 

(41.)  P  ^  JJtQ  =  JJi .  ^.£•(«60,  +  SE)D«/>«,, 

wo  f),  Tä  zwei  noch  unbekanntti  Functionen  von  r  sind. 

Gehen  wir  nun  von  der  Hypothese  aus,  dass  diese  Functionen 
o>,  Z  f)lr  den  Fall  beträchtlicher  EDtfemungeD  proportional  siad 
mit  irgend  welchen  Potenzen  von  r:     , 

so  ergeben   sich   durch   Gombination   der  Formeln  (40.),   (41)  ti'ß 
Mittel  zur  näheren  Bestimmung  der  Gonstanteu  g,  h,  p,  q. 
Aus  (40.)    und  (41.)   folgt  nämlich  sofort: 


(42.) 


.ii'{i»9e,  +  äE)IhDt,  =  —  4' .  i'i' 


9eL0»D»i 
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er  falls  man  die  Werthe  (42.)  substituirt : 

^^[(gr''  +  y)  eei  -h  Ar^EJ  DsDsi  =  0 . 

?se  Gleichung,  welche  stattfinden  soll  für  je  zwei  Ringe  von  be- 
biger Lage  und  Gestalt,  führt  [unter  Anwendung  des  Satzes 
).a,  b)  pag.  432]  zu  dern^  Resultat,  dass 

Q  muss.     Hieraus  aber  folgt  zunächst : 
I.)  p  =  q=  —  \^ 

1  sodann: 

nit  erhalten  wir  aus  (42.): 


'•) 


0) 


r 
h 


» 


«»>  =  7  ? 


j,  h  zwei  durch  die  Relation  (44.)  verbundene  Constante  vor- 
leo. 

Selbstverständlich  wird,  weil  wir  die  Formel  (40.)  und  die 
)othese  (42.)  nur  für  beträchtliche  Entfernungen  als  gültig  er- 
ilea,  Gleiches  auch  zu  bemerken  sein  in  Betreff  der  Formeln  (45.). 

Unter  Zugrundelegung  der  Werthe  (45.)  resultiren  für  die 
ictionen  (>,  ^,  Ä  (31.)  folgende  Ausdrücke: 

3flr+  kh 

9  = J4—  » 

'I  ?  =  H i^—  ' 

hieraus  ergeben  sich  die  Aggregate  Q,  P  (9.)  in  folgender 
n: 

)  '        ' 

lass  also  zwischen  Q  und  P  die  Relation  stattfindet: 

\  p  _  Q   .   iO  •<•  ft)  (E  -  i9ei) 

;  r  SB  -  -f.  ^3 


1 


i 


590  Cakl  NKiDt«><>(, 

Endlicli    folgt   durch   Substittilioii   der  Werthe    (45.),  {46.),  (i"?. 

die  beidea  Foi-mcln   (16.a)    und   (15.): 

(49.)      ßdi  =  JiDsi  r'g-«-"Me9i-Ed'-  _j,  36^6,  -  A0,.fe  +  ME] 

4-  (^,)ö«,  ÄUE  ^ 
(50,)       dS  =  MO«Os.  [P(/r  +  '^  '''QQ'-EIJ 

Diese  Formeln  (49.)  und  (50.)  sind  es  also,  durch  welche 
(im  Sinne  der  gegenwärtigen  Theorie)  das  elektromolo- 
ri.sche  und  das  ponderomolorische  Elementargeselz  für  bö- 
Irachtliche  Entfernungen  sich  ausdrücken. 

Setzt  man,    ahnlich    wie    frUher   (pag.  500)    nUmlich    unter  An- 
wendung eines  mit  Ds  starr  verbundenen  Coordinalcusystemes: 

0*.)  e  =  9iu+©s  +as, 

so  erlislt  man  aus  (49.) : 

und  analoge  Werlhe  für  '^dl,  ^dl.  —  Der  Werlh  von  ^dt  (51.) 
ist  eine  homogene  lineare  Function  von  U,  ?Ii ,  i/U ,  (ßli ;  und  Ana- 
loges wird  offenbar  gelten  von  '^)dt,  3*^';  so  dass  wir  also  schrei- 
ben können : 

m  =  KW  +  L%  +  M,l\\  +  iV</9l,, 
(52.)  ^di  =  K'l\  +  L%  +  Md>ii  +  iVrfS, , 

3(i(  =  Äffl-*-  />a,  +  Mm-i-  NdQ-t. 
Um  von  der  Bedeutung  dieser  Formeln  (51.),  (52)  eine  Vor- 
stellung zu  erhalten ,  haben  wir  uns  einen  körperlichen  Leiter  zu 
denken,  mit  welchem  drei  (auf  einander  senkrechte)  Axen  J,  ^,  J 
starr  verbunden  sind.  Alsdann  sind  Xdl,  ^dt,  ^dt  die  diesen  AsLen 
entsprecheuden  Componenten  derjenigen  elektromotorischen  Krall 
Edt,  welche  ein  ausserhalb  des  Körpers  beßodliches  Stromelement 
J,Dst    wUhi'snd  der  Zeit  dt  hervorbringt  in  irgend   einem  Punkte  in 


'.    / 
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IS  Körpers.  Dabei  repräsentiren  U,  2},  2B  und  2li,  35i,  61  die 
chtungscosinus  von  r  {Dsi  - — ►  m)  und  von  JiDsi ;  während  gleich- 
litig  01  den  Cosinus  des  zwischen  r  und  JiDst  gelegenen  Winkels 
^zeichnet. 

Die  Formeln  (52.)  zeigen,  dass  die  Kraft  Edt  in  vier  Kräfte 
degbar  ist,  nämlich  in  die  beiden  Kräfte  JT,  L  und  in  zwei  an- 
3re  Kräfte  M',  N\  welche  mit  Jtf,  N  proportional  sind.  Die 
räfte  K  und  L  sind  respective  mit  r  und  Dsi  parallel;  hingegen 
eht  die  Kraft  M'  senkrecht  gegen  r ,  und  N'  senkrecht  gegen  Dsi. 
Ol  die  Richtungen  der  beiden  letzten  Kräfte  genauer  angeben  zu 
3nnen,  denke  man  sich  diejenigen  beiden  Elementarflächen  con- 
ruirt,  welche  im  Räume  des  gegebenen  Körpers  während 
3r  Zeit  dt  beschrieben  werden  durch  den  von  m  ausgehenden 
trabl  f,  und  durch  einen  zweiten  von  m  ausgehenden  und  be- 
ändig  mit  Dsi  parallel  bleibenden  Strahl  q.  Alsdann  ist  M'  senk- 
icht  gegen  r,  und  gelegen  in  der  von  r  beschriebenen  Elementar- 
iche ;  *)  andererseits  N'  senkrecht  gegen  q  und  gelegen  in  der  von 
beschriebenen  Elementarfläche. 

Wir  gehen  über  zur  Betrachtung  des  ponderomo torischen 
lementargesetzes  (50.).  Die  beiden  Elemente  JDs,  JiDsi  seien 
beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  mögen  mit  Bezug  auf  ein 
)solut  festes  Coordinatensystem  die  Coordinaten  a? ,  y ,  z ,  a?i ,  yi ,  Zi 
id  die  Richtungscosinus  A ,  B ,  f ,  A^ ,  Bj ,  Ti  besitzen ;  ausserdem 
iien  {/,   V,   W  die  Richtungscosinus  von  r  (/)«i  - — ►/>«). 

Genauer  betrachtet,  werden  unter  o?,  y,  z  die  Coordinaten 
gend  eines  Punktes  von  JDs  (etwa  des  Schwerpunktes  von  JDs) 
I  verstehen  sein.  Die  Bewegung  dieses  Elementes  JDs  während 
3r  Zeit  dt  wird  daher  zu  charakterisiren  sein  durch  die  Zuwüchse 
p,  dy,  dz,  welche  jene  Coordinaten  binnen  der  Zeit  dt  erleiden, 
id  daneben  durch  diejenigen  Drehungen  da,  d/?,  dj^,  welche  das 
lement  während  dieser  Zeit  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinaten- 
L6n  ausführt.  Analoge  Bedeutungen  mögen  dr,  dy,  dz,  und  dai, 
hi  dy\  für  das  Element  JiD^i  besitzen.  —  Alsdann  finden  die  Rela- 
xen statt: 


*)  Denn  die  Richtung  If  ((Ül ,  efS ,  eSB)  steht  nicht  nur  senkrecht  gegen  r  (U , 
SS),  sondern  auch  senkrecht  gegen  die  Richtung  (ScSB  —  SSdS^  SSifll  —  U(fiB  , 
B  -  «cfll) . 


6M  '  ■'■         Carl  Neimasn, 

,;,      ..   dt-tmiJ{4x~4xii  +  Y{äy  —  dfj,)  ■+■  VV.rfi— di,), 
-  •  dAi^  rdß-^Bdy,  </Ai  =  r,rf/?i  —  Bidyi , 

■    -  dBmm  A^i^-rdu,  dB,  =  Airf/i  —  M«! , 

drm^Bda—  A(//?,  rfn  =  Bi(/«i  —  Aid/ir . 

•  ^ItaiwIÜiAe  mdS  (30.)   L>nthallenen  Zuwucti.se  dr,  dQ,  de,,  dl 
kCtenenf'  (wib  Utas  diesen  RclatioQcn  folgt)  ausgedruckt  werden  durch 
t^;dy\,  'ä)i,  da,  ^i  df,  dx,,  dy,,  dz,,   da,,  dßi,  dy,;    so  dass  sich 
Usö'ftll'  d8  selb^  (äii  Ausdruck  von  folgender  Form  et-giehl: 
^i.)''dS^  (Sjnfo+'5,di/  +  S.</2)  +  (S„(/«-H  V/^+ S,dy) 
■  ', ;  +  (^^  +  T^dyi  +  r.dr,)  H-  ( TJa,  +  7>/^,  +  T,dri] 
Alsflana  reprtlBeDtirea  ofTcnhar  S^,  S^,  S,  und  S„,  £^.  S,  die  voo' 
/liEtfi   .ftof   /Da.    ausgeübten    ponderoiuotorischen     Kräfte    und    Dre- 
hvoitisii^oniente,   wahrend    T^,  T^,   T,   und    ?;,   T^,  T,   die    analoge 
Badeut^g  haben  f^r  die  von  JDs  auf  </]/>sj    ausgeübte  Wirkung. 

,,     Wenn   man    oufl  jlen   Ausdruck    (53. j    wirklich    bildet,    so  er- 
^jdt  man:,  m 

(64.)        S.  »  J./,J»D>,  [(P  -  ^)cr+M9.Aje/^:j  ^  1 


I 


und  analoge  Wwthe  flir  S,,  S,   und   S^,  S^;    dabei   repräsentirl    P 
den  Ausdruck  (47.). 

Nach  (54.)  ist  die  auf  JDs  ausgeübte  pooderomotoriscb® 
Kraft  (jS,,  5y,  5,)  zerlegbar  in  drei  Kräfte,  welche  respecüve  par»^ 
lel  mit  r,  mit  Ds  und  mit  Dsi  sind. 

Andererseits  ist  nach  (55.)  das  auf  JDs  ausgeübte  pondero' 
motorische  Drehungsmoment  {S„,  Sg,  S^)  zerlegbar  in  zw^^ 
Drehungsmomente,  von  denen  das  eine  die  Normale  der  Eber»* 
{Ds,  r) ,  das  andere  die  Nonnale  der  Ebene  (i)«,  Dsi)  zur  Axe  b»*- 

Die  erlialtenea  Elementargesetze  (51.)  und  (54.),  (55.)  besitz^'' 
wie  man  sieht,  einen  abschreckend  complicirten  Charakter.  Au<7S> 
erkennt  man  leicht,  dass  eine  Vereinfachung  dieser  Gesetze  ni*-''' 
dadurch  erreicht  werden  kann,  dass  man  in  Betreff  der  beids** 
durch  die  Relation  (44.) 
(56.)  S  +  A  Ä  —A' 

verbundenen    Conslanten    g    und    k    annimmt,     die    erstere    w&rf 
^  —  A^,    die  letztere  =  0.     Alsdann    aber  werden   die   in  Re 
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siebenden  Gesetze  identisch  mit  denjenigen,  zu  welchen  wir  im  vor- 
hergehenden Abschnitt  (pag.  503)  gelangt  sind. 
Setzt  man  der  Relation  (56.)  entsprechend: 

(57.)  '  g  =  -A^lj=J^^ 

wo  k  eine  unbekannte  Constante  vorstellt,  so  wird  das  eben 
Gesagte  dahin  auszudriücken  sein,  dass  die  gefundenen  Elemen- 
targesetze nur  dann  einen  einfacheren  Charakter  annehmen, 
wenn  k  den  Werth  ( —  1)  besitzt,  dass  sie  in  diesem  Falle 
aber  identisch  sind  mit  den  Gesetzen  des  vorhergehenden 
Abschnitts. 
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Vä    im  XVII.  Bande  von  Schumacher's  Astr.  Nachr.  die  von 

^Ixte  Einrichtung  veröffenUichte,  welche  gestattet,  auf  einem 

ssungcn  bestimmten  Kreise,  die  Anzahl  der  erforderlichen 

auf    eine    sehr  geringe    zurückzuführen,    war  das  Ver- 

die  Fehler   der  Theilstriche  eines  Kreises  zu  bestimmen 

^^^r\nt ,  und  es  konnte  auf  das  von  Bessel  herstammende  hin- 

•Tv   >A^erden.     In  Folge  meiner  neuen  Einrichtung  War  es  mög- 

"^^^den,  dieses  Verfahren  mit  Leichtigkeit  auf  jeden  einzelnen 

•^veA\  des  Kreises  ausdehnen  zu  können,  während  diess  bei  der 

'^^lichen  Einrichtung  der  zu  Winkel messungen  bestimmten  Kreise, 

%*^ich  theoretisch  möglich,  der  übergrossen  Arbeit  wegen,  welche 

^^ursachen  würde,  praktisch  in  den  Bereich  der  Unmöglichkeit  ver- 

werden  muss.     Anders  verhält  sich  die  Sache  in  Bezug  auf  die 

^IheiJungen,  welche  meine  Einrichtung  erfordert.     Hier  reichte  das 

Qfe  bekannte  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Fehler  der  Theilstriche 

t  aus,  sondern  musste  durch   ein  wesentlich  abgeändertes,  noch 

t  angewandtes,   ersetzt  werden,  welches  ich  auch  in  der  angezo- 

iD  Abhandlung  beschrieben  und  erklärt  habe.    Dieses,  damals  neue, 

ahren  kann  ohne  Abänderung  auch  zur  Bestimmung  der  Theilungs- 

T  eines  gradlinigen  Maassstabes  angewandt  werden ,  und  ist  auch 

benutzt  worden;   da  jedoch  nicht  behauptet  werden  kann,  dass 

es  immer  richtig  angewandt  habe,  so  dürfte  es  wohl  nicht  für  über- 

ig  gehalten  werden  auf  dasselbe  zurück  zu  kommen,  und  es  von 

}m,  mit  specieller  Rücksichtnahme  auf  den  eben  genannten  Zweck, 

zwar  etwas  ausführlicher,  als  in  der  angezogenen  Abhandlung  ge- 

len  ist,  zu  erläutern. 
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Vorbereitende  Entwickelungen. 

I. 

Neben  dein  Maasäslalie,  dessen  Theilungsfeliler  ermitlell  wcrdH 
sollen,  \&sm  man  sieh  ein  almliches  Metallstuck  anfertigen,  und  atl 
demselben  vorlaufig  zwei  Theilstriche  ziehen,  die  ein  Intervall  bilcM 
wolohes  den  Intervallen  des  Maassglabes  ohngeföhr  gleich  ist.  lolglich 
entweder  ein  Millimeter,  oder  eine  Linie,  oder  andere  dergleichen 
Maasslheile,  je  nach  der  Beschaffenheit  des  zu  berichtigenden  Maas*- 
slabäs,  darstellt.  Es  ist  durchaus  nichl  nülhig.  dasä  dieses  Intervall 
welches  ich  das  Prüfungsintervall  nennen  werde,  irgend  einem  de 
Intervalle  des  Maassstabes  vollständig  entspreche,  sondern  es  kann,  ohn 
den  mindesten  Einfluss  auf  das  Resultat  hervor  zu  bringen.  naerWli« 
davon  abweichen. 

Durch  Hülfe  eines  daxu  geeigneten  mikromelrischen  Appara 
messe  man  die  Unterschiede  zwischen  dem  PrUlungsint ervall  und  jede 
der  Intervalle  des  Maassstabes.  Die  Art  der  AusfDhrung  dieser  Me 
sungeu  wird  durch  die  Einrichtung  des  angewandten  Apparats  beding 
und  kann  daher  hier  nicht  nüher  erörtert  werden;  es  ist  nur  darai 
nufmerksiim  zu  machen,  dass  ilie  Mes.-iuns  eines  jeden  Intervalis  de 
Maassstabes  unabhängig  von  der  Messung  der  übrigen  lotervalle  auszu- 
führen ist,  so  dass  die  Messungen  aller  Intervalle  nur  das  gemeinsam 
haben,  dass  sie  alte  von  der  noch  unbekannten  Grösse  des  PrUfuogs- 
intervalls  abhangen. 

Die  Resultate  dieser  Messungen,  oder  mit  anderen  Worten  die 
durch  die  Messungen  gefundenen  Unterschiede  zwiscbea  den  iDtervalleo 
des  Maassstabes  und  dem  Prufungsintervalle,  sollen  der  Reihe  nach  IDÜ 
«Ol  "ii  «2>  ß^c.  bezeichnet,  und  positiv  angenommen  werden ,  wenn  d» 
betreffende  Intervall  des  Maassstabes  grösser  gefunden  worden  ist,  il> 
das  PrUfungsintervall,  dessen  unbekannte  Grösse  ich  mit  w  bezeichBa 
will.  Die  wahren  Grössen  der  Intervalle  des  Maassstabes  sind  also  durct 
die  Ausdrucke  w  +  aa,w  +  a„w  +  «j,  etc.  gegeben,  und  da  dieselbe 
mit  Theilungsfehlern  behaftet  angenommen  werden,  so  sind  sie  einande 
ungleich.  Durch  Anbringung  der  Tlicilungsfehler  sollen  diese  lol« 
valle  aber  auf  eine  gleiche  Grösse,  die  wir  mit  i  bezeicbnen  wolle' 
hingeführt  werden.  Bezeichnen  wir  daher  die  Theilungsfehler  d 
Theilstriche  des  Maassstabes,    von  dem  einen  Ende  desselben  anfa 
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gend,  der  Reihe  nach  mit  (0;,  (1),  (2),  (3),  etc.,  so  erhalten  wir  so- 
gleich die  Gleichungen 

•_  (0)  +  (I;  +«.  +  «„  =  / 
—  (1)  -4-  (2)  -h  tv  +  «,  =  # 

etc. 
Man  sieht  schon  aus  den  beiden  hingeschriebenen  Gleichungen,   dass 
sich  in  der  Rechnung  w  von  t  nicht  trennen  iJisst;  setzen  wir  daher 

w  —  t  =  m 
und  nehmen  an,  dass  die  Anzahl  der  Intervalle  des  Maassstabes  mit  n 
bezeichnet  werde,  so  geben  die  beschriebenen  Messungen  die  Gleichungen 

—  (0)  +  {'!)  +  m  +  «0  =  0 

—  (1)  -H  (2)  -H  m  -4-  «^  =  0 

—  (2)  +  (3)  +  m  +  «2  =  0 
etc.  bis 

—  (w— 2)  -4-  [n—V)  -4-  m  -4-  «n—%  =  0 

—  (n — 1)  -h      (n)      -4-  m  -4-  «n— i  =  0 
in  welchen  schon  eine  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe  enthalten  ist. 

2. 

Zur  Bestioimung  der  den  Gleichungen  [Uj  beizulegenden  Gewichte 
mache  ich  auf  den  längst  bewiesenen  Grundsatz  aufmerksam,  dass  ohne 
Aasnabme  jeder  von  unmittelbar  beobachteten  (oder  durch  Messungen 
bestimmten)  Grössen  abhängigen  Gleichung  das  Gewicht  beizulegen  ist, 
welches  der  darin  vorkommenden,  durch  Beobachtungen  bestimmten 
Grösse  zukommt.     In  den  Gleichungen  (a)  sind  diess  die  mit  a^^  r<i, 
«j,  etc.  bezeichneten  Grössen,  und  folglich  sind  den  Gleichungen  die- 
jenigen Gewichte  beizulegen,  die  den  «,„  «i?  «21  ^^c.  zukommen.     Nun 
erhellt  aber  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  alle  diese  Grössen,  ohne 
Ausnahme,  auf  gleiche  Weise  durch  die  Messungen  ermittelt  werden, 
BDd  folglich  kommt  denselben,  in  der  Voraussetzung,  dass  jede  der- 
selben auf  derselben  Anzahl  mit  gleicher  Sorgfalt  ausgeführter  Messun- 
gen beruht,  ein  gleiches  Gewicht  zu,  welches  der  Einheit  gleich  gesetzt 
werden  kann.     Einer  jeden  der. Gleichungen  (a)  darf  mithin  das  Ge- 
wicht S5S  1  beigelegt  werden,  da  die  verlangte  Voraussetzung  immer 
erfliUt  werden  kann,  und  eine  absichtliche  Abweichung  davon  keinen 
Zweck  hat,  vielmehr  den  Uebelstand  hervorruft,  dass  die  Behandlung 
der  Gleichungen  unnützer  Weise  verweitläuftigt  wird. 


Untersuchen  wir  das  Resultat,  welches  hervorgeht,  wenn  zur  Au 
lösung  unserer  Aufgabe  blos  die  Gleichungen  (a)  verwendet  werdei^ 
Da  den  eben  gegebenen  Erklärungen  zufolge,  einer  jeden  dieser  Gle  "^ 
chungen  das  Gewicht  =  i   beigelegt  werden  muss,  so  führt  die  Ar 
Wendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  dieselben  zu  den  fo  ^ 
genden  Endgleichungen, 

(0)  -  (i)  -  m  =  ^0 

-(0)  +  2(i)  -  (2) 
-(i)  +2(2)  -  (3) 

etc.  bis 

—  (w— 3)  +  2  («—2)  —  (n— 1)       =  f„.2 
_(n_2)  +  2  (n— 1)  -  (n)  =  e^^, 

—  (n — i)  -h  (n)  -h  m  =:  €^ 

—  (0)  -4-  [n)  -^nm=^  G 
in  welchen 

fQ  =  «0,  ^1  =  «i  —  «09  ^2  ^  <^2  —  ^\i  ®^C-  bis 

*n— 2   ^    ^M-2   ""    ^n-39  *n~l    ^   "n-1    «n-29  ^n   ==^    "^  ^i^l 

so  wie  f 

0   =    —    (*o   +   *1    +   *2   +    •  •  •    +   ^«-1    +   O 

gesetzt  worden  sind.     Die  Auflösung  unserer  Aufgabe  beruht  nun  aiti 
der  der  vorstehenden  Endgleichungen,  aber  es  ist  leicht  zu  erkenneöj 
dass  hiebei  zwei  der  Unbekannten  (0),  (1),  (2),  etc.  unbestimmt  blei- 
ben ,  und  folglich  willkuhrlich  angenommen  werden  können.    Wir  kön- 
nen hier  ohne  Weiteres  als  vollgültigen  Grund  für  diesen  Umstand  an- 
geben, dass  die  Anzahl  der  Gleichungen  Uf\  von  welchen  wir  ausge- 
gangen sind,  um  zwei  kleiner  ist,  als  die  Anzahl  der  darin  entlialtenen 
Unbekannten.     Die  einfaehste  Heslimmung,  die  wir  über  die  zwei  un- 
bestimmbaren Unbekannten  lielfen  können,  ist  (li(»,  dass  wir 

0    =  0  und  \n\  =  0 
setzen.    Diese  Bestinunungen  sind  mit  der  Natur  unserer  Aufgabe  aufs 
Engste  verwandt,  und  werden  sich  weiter  unten  in  allen  noch  zu  ent- 
wickelnden  Auflösungen    wiederholen.      Denn    durch   die    Bedingun- 
gen der  vorgelegten  Aufgabe  kann  die  absolute  Lunge  des  zu  prüfen- 
den Maassstabes  nicht  bestimmt  werden;   es   werden  vielmehr  durch 
dieselbe  nur  die  Verschiedenheiten  oder  Unregelmässigkeiten,   welche 
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die  Intervalle  des  Maassstabes  besitzen,  ausgeglichen,  und  diese  Inter- 
valle auf  ein  gleiches  Maass  hingeführt.  Hiebe!  müssen  selbstverständlich 
die  Fehler  der  beiden  äussersten  Theilstriche  unberührt  bleiben.  Wenn 
man  auch  die  absolute  Länge  des  zu  prüfenden  Maassstabes  kennen 
lernen  will,  so  müssen  dazu  andere  Hülfsmittel  angewendet  werden, 
von  welchen  jedoch  hier  nicht  die  Rede  sein  wird. 

4. 

Nach  der  Einführung  der  beiden  Bedingungsgleichungen  (0)  =  0 
und  In)  =  0  in  die  Endgleichungen  des  vor.  Art.  giebt  die  letzte  der- 
selben sogleich 

m  =  — 

n 

wodurch  m  bestimmt  ist.  Bei  der  Autlösung  der  übrigen  Endgleichun- 
gen müssen  die  erste  und  die  letzte  derselben  weggelassen  werden,  da 
sie  in  den  anderen  enthalten  sind,  und  folglich  zugleich  mit  diesen  er- 
füllt werden.  Die  aufzulösenden  Gleichungen  sind  daher  die  folgenden, 

2  (1)  -  (2)  =  f, 
-(1)  +2(2)  -  (3)  =f, 
_(2)  +  2  (3)  -  (4)  =  6, 
etc.  bis 
_(n_4)  -h  2  (n-3)  -  (n-2)  =  ^,.3 
_(n_3)  +  2  (n-2)  -  (n-1)  =  e,_, 
_(n_2)  +2  (n-1)  =  ^_, 

deren  bestimmte  Auflösung  nach  bekannten  Regeln  ausgeführt  werden 
l^ann,  und  hier  nicht  angeführt  zu  werden  braucht.  Es  kommt  uns 
vielmehr  darauf  an  zu  erfahren,  wie  die  Gewichte  der  Unbekannten 
beschaffen  sind,  die  durch  diese  Auflösung  hervorgehen,  und  zu  diesem 
Zweck  müssen  wir  die  unbestimmte  Auflösung  der  vorstehenden  Glei- 
choDgen  kennen  lernen,  die  auch  leicht  zu  erhalten  ist. 

Setzt  man  alle  Grössen  rechter  Hand  der  Gleichheitszeichen,  mit 
Ausnahme  von  «1,  gleich  Null,  multiplicirt  hierauf  die  vorletzte  Gleichung 
mit  2,  und  addirt  dieses  Product  zur  letzten,  so  ergiebt  sich 

_2  (n— 3)  -H  3  (n-2)  =  0 
in  welcher  (n — 1)  eliminirt  ist.     Multiplicirt  man  ferner  die  drittletzte 
mit  3,  und  addirt  das  Product  zur  vorstehenden,  so  bekommt  man 

—3  (w— 4)  +  4  (n— 3)  =  0 
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in  welcher  beides  ^n — 1)  und  n — 2)  eliniinirl  sind.  Die  Fortsetzung 
dieses  Verfahrens  führt  auf 

—  (n— 2)  (1)  +  (n— 1)  (2)  ä  0 
wo  (m — i)  und  (ii — 1)   die  numerischen  Coefficienlen  der  Theüungs- 
ft^ler  (1)  uod  (2)  sind.     Uic  Vurbindung  dieser  Gleichung  mit 
■i  (I)  -  (2,  =  ,, 

gi«i)i 

■2)  =  ^  'i 
und  vIh'H  Ml  lindel  itifin 

(3j  ^  ^  e,  etc.  bis 

f»— 2)  =  *  fi,  (n— 1)  =  ^  t, 

Da  die  (ileichiingen,  von  welchen  wir  ausgegangen  sind,  reciproke 
Gleichungen  sind,  so  muss  die  unbestimmte  Auflösung  derselben  (tit 
nämliche  EigenNchaft  besitzen;  wir  können  demzufolge  venntllelst 'iM* 
rio  eben  erhaltenen  Ausdrücke  sogleich  die  Gleichung  hinächreiben; 


(11 


+  '    ^^^  +  -  t„_. 


Selzl  man  nun  f,  ^  0.  und  wendet  die  daraus  cnti^pringende  Glcicliiing 

4(lj-(2)  =  0  ^ 

iiiil' dii'  vdisU'hende  an,  so  entsteht  | 

i2;  =  '*^-  «,  +  2  !^  *,  -I-  2  -^  *^  + 

+  2  ^  f,^  +  2  J  «^j  +  2  i-  «,_, 

womit  zugleich  alle  mit  Cj  multiplicirten  Glieder  in  den  UbrigeQ  Glei- 
chungen gegeben  sind.  Nachdem  auch  cj  ^  0  gesetzt  uiul  die  daravfi 
entstehende  Gleichung 

-  (1)  +  ä  (ä)  -  (3)  =  0 
auf  die  vorstehenden  angewandt  worden  ist,  so  folgt 

(3}  Ä  2=?  f,  +  2  !^  €,  +  3  !^  «3  -I-  .  .  .  . 
+  3  J^  «,_,  +  3  \  f^,  +  3  ^  «„  ., 
welches  Verfahren  man  beliebig  fortsetzen  kann. 
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5. 

Es  ist  nicht  nothwendig  das  eben  angegebene  Verfahren  hier 
3iter  fortzusetzen,  da  das  Gesetz  des  Fortganges  derjenigen  Coeffi- 
inten,  auf  deren  Kenntniss  es  hier  allein  ankommt,  sich  durch  die 
rstehenden  Entwickeiungen  deutlich  ausspricht.  Es  sollen  die  Ge- 
chte  der  durch  das  angewandte  Verfahren  bestimmten  Theilungs- 
iler  erhalten  werden,  und  da  diese  überhaupt,  wenn  mit  (p)  irgend 
ler  der  Theilungsfehler  bezeichnet  wird,  dem  Coefficienten  von  «^  in 
r  Gleichung  Tür  (p)  umgekehrt  proportional  sind,  so  geben  die  Ent- 
ckelungen  des  vor.  Art.  sogleich  allgemein  das  Gewicht  dieser  Be- 
mmung  von  (p) 

n 

wichen  Ausdruck  ich  schon  in  der  Eingangs  angezogenen  Abhandlung, 
loch  ohne  den  Beweis  hinzuzufügen,  gegeben  habe. 

Betrachtet  man  dieses  Gewicht  näher,  so  findet  man,  dass  es  für 
le  zwei  Theilungsfehler,  welche  solchen  Theilstrichen  angehören,  die 
)ich  weit  von  den  Endpunkten  des  Maassstabes  entfernt  sind ,  gleiche 
össe  hat,  aber  fortwährend  kleiner  wird,  je  mehr  sich  die  Theil- 
iche  der  Mitte  des  Maassstabes  nähern ,  wo  dasselbe  Überhaupt  ein 
Dimum  wird. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  der  zu  berichtigende  Maassstab  60 
ervalle  besitze,  so  ist  das  Gewicht  des  durch  das  vorstehende  Ver- 

iren  bestimmten  Theilungsfehlers  (30)  nur  =s  -j^;  wenn  der  Maass- 

b  120  Intervalle  hat,  so  ist  das  Gewicht  von  (60)  nur  =  -JLu.  s.^. 

giebt  sich  hieraus  zu  erkennen,  dass  das' im  Vorhergehenden  er- 
rte  Verfahren  zu  geringe  Sicherheit  darbietet,  um  ausreichend  ge- 
[e  Resultate  zu  liefern,  und  dass  die  Messungen  vermehrt  werden 
ssen  um  überall  ausreichende  Sicherheit  zu  erlangen. 

Die  zu  dem  genannten  Zwecke  dienlichen  Verfahrungsarten  sollen 
Folgenden  auseinandergesetzt  werden. 


Erstes  Verfahren. 


1 


Uio  ijKisülriiOglichc  Siclieilicit  oilur  (ienaui^kcil.  in  (km  KesulUtl.4 
i-dangl  mau.  wunn  man  nicln  mir,  wio  im  Vorherf^ehendeu  aaycQo«) 
iiiori  wurde,  iliü  einzelnen  inlervallc,  soDiluro  alle  CombJnatioueu  zu  j 
itweiun  (Uirselhen  mit,  einem  Prilfnngtiintervali  vcrgloicht.  Zu  dem  EncJ 
niuss  man  einen  Prilfungsmaassstali  anwenden,  welcher  dem  zu  prüfen 
den  nahe  gleich  ist.  Mit  irgend  einem  bestimmten  Intervall  de«  Prfi 
l'utigKDiaaäSütalies  müssen  nicht  uur  alle  Intervalle  des  zu  herichligeadec 
vergüch^i  werden,  sondern  ea  müssen  die  Summen  von  2,  3  u.  s.  *v. 
besUramlen  Intervallen  des  Prtll'ungsmaassstabes  luit  allen  entsprechen- 
den  Intervallen  des  zu  bericbtigendeo  verglichtm  werden,  das  heisst, 
es  müssen  die  Unterschiede  derselben  von  dem  betreffenden  Prüfiings- 
inlervall  durch  mikromotriache  Messungen  ermittelt  werden. 

7. 

Es  erscheint  angemessen  jetzl  einige  der  bisher  angewandten  üo- 
zeichnungen  abzuändern.  Statt  der  in  den  tileichungen  [n]  ftlr  die  L'd- 
lerschicde  der  dort  vorkommenden  Intervalle  mit  dem  PrUfungsinter- 
Vidi  eingeführten  Grössen  r,,,  «,,  kj.  etc.  schreiben  wir  jetzt  [(i],„  [lli 
[i]t,  etc.  und  fUr  m  soll  wio  geschrieben  werden.  Für  die  gemessenei 
Intervalle,  die  den  Theilstrichen  0  und  2,  1  und  3,  S  und  4,  etc.  zukom- 
men, sollen  [Oli,  [i]i,  [2]„  etc.  nebst  »b,  gesetzt,  für  die  zu  0  und  3, 
1  und  4,  etc.  gehörigen  [O]^,  [1]s,  etc.  nebst  tn^  angewandt  werden, 
u.  s.  w. 

Wir  erhalten  hierauf,  nachdem  die  Messungen  aller  GonbiM' 
tionen  zu  je  zweien  ausgeRlhrt  worden  sind ,  statt  der  Gleicbungeo  [o] 
die  folgeDden: 

-  (0)  +  {\)  +  mo  +  [Olo  =  0 
-{\)  +  (2)  +m,+  [1]o=0 

etc.  bis 

-  (n-2)  +  {n-\)    -t-m^-h  [n-2]«  =  0 
-  (»—1)  +  (n)  -t-  Ttig  +  [«— 1]o  =  0 


-(0) 

+  (2) 
+  (3) 

+  m,  +  [0],  =  0 
+  m,  +  [1],  =  0 
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—  (n— 3)  -I-  (»—1)  +  m,  +  [»— 3]i  =  0 

—  («—2)  +  (n)        +  m,  +  [n— 21i  =  0 


—  (0)         -1-  (3)         -h  »»2  +        [0]j  =*  0 

-(1)         -|-(4)         -t-m,-t.        [■11j  =  0 

etc.  bis 

—  (tt— 4)  +  («—•!)  +  »h  +  L«— *ii  =  0 

—  (« — 3)  +  (m)           +  »»2  -+-  [» 3]2  =  0 

etc.  bis 

-  (0)  -I-  (»-2)  +  m._3  +  t0]„_3  =  0 

-  (2)  -h  («.)         +  ffl»_3  -H  [2],_3  =  0 

-  (0)  -I-  («-1)  +  w^j  -I-  [0]i^2  =  0 

-(1;  +  («)         -Hn^2-i-[1],-2  =  0 

-  (0)  +  (»)         +  m^,  +  [0]^,  =  0 

Die  letzte  Combination  habe  ich  nur  der  Vollstäodigkeit  wegen 
angesetzt;  ihre  Messung  kann  nichts  nutzen,  und  sie  fällt,  wie  man 
sehen  wird,  von  selbst  aus  den  Formeln  hinaus. 

8. 

Behandelt  man  nun  die  Gleichungen  des  vor.  Art.  nach  den  Vor- 
schriften der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  und  setzt  dabei  wieder 
das  Gewicht  jeder  Gleichung  =:  1 ,  so  ergeben  sich  die  folgenden  End- 
gleichungen: 

„(0)_(.l)-,2)- -    (») 

—  i/?o  —  Wi  —  1W2  — —  m^_i  -h  {0}  =  0 

-kO)  +«(i)-(2)- -(tt) 

—  m,  —  IW2  —  W3  — —  w,,_2  -h  {1 )  =  0 

-;0)-(1)  +»(2) -(3)- -(») 

—  «»2  —  »»3  — —  »!„_,   +   {2}   =   0 

etc.  bis 

—  (0)  — (<)-(2)- +  «(n-2)— (n— 'l)-(n) 

-I-   »*2   -t-   »»3   + +  '»»-3   +    {«—2}    =    0 

—  (0)-(1)-(2)- _(„_2)+«(«-1)-(») 

-4-  m,  -h  m2  -h -h  m^2  "•"  {w —  I }  =  0 

~(0)-(1)-^2)- _(n-2M^-i)  +  n(ii) 

+  Wo  -h  mj  -1-1112-1- -•-  m^i  +  [n]        =0 
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-I-  (»)  -I-  nmo  +  {0|'  =  O 

-(O)-(l)  +  («-1)  +  (n)  +  {»-l)m,  -I-  jli'  =  O 

-  (O)-(i)— (2)  +  (»—2)  -I-  (»-1)  +  (»)  -I-  (n— 2)m,  -i-  {2}'  =   C 

etc.  bis 
-.0)-(1)-(2)  +  («-2)  +  («-1)  +  (n)  -I-  3m,_3  -I-  »»-a*' =  « 
-(O)-(i)  +  (n-1)  +  («)  +  2i»„_,  +  l«-2j'  =  Ä 

-(0)  +  (n)  -I-    w„.,  +  \n—  I  j'  = 

)ren  Anzahl  der  der  Unbekannten  gFeich  ist,  und  worin  die  völlig 
innten  Glieder  die  folgende  Zusammensetzung  haben: 

i;  =  _[o]„-[oi,-[o]2- -[o]„_,-[o]._, 

!  =  [0].-[i].-[<],-[i],- -[i]«-3-[i]«-.  • 

•\  =  [^]«-[2]«  +  [0],-[2],-[2],-  .  .  _[2],_,-[2]._, 

etc.  bis 

-2!  =  [»_3]o-[n-2]«+[»-4],-[«-2],+  [«-.5],+...+[0] 

-1{  =  [„-2]o-[n-<lo+[n--3],-l-[n-4]i-l- +[0] 

j        =  [n-i]o-l-[«-2],+  [»-3]2+ +[0]..-  _. 


T  =  lO]»  +  [11«  +  l2]o  + +  L«-'«]« 

!'=  [0}.  +  [<].  +  [2].  + +[«-21, 

etc.   bis 

-3}'=  .o;„,,  +  ^1]»-:.  +  :^ 


H    :\ 


9 ) '  0  1      1  ; 

Es  kann  bemerkt  werden,  dass 

"/  r^)  ^^  t  * )  ^^  c^]  ^^ ^^  ("\  —  ^ 

»wie 

+  2(;0|'-4-n|/i  — •l|')  +  2(2;ii'-4-  >— l)|w— 2|') 

+  2(3|2|'  +  (n— 2;|//— 3j',  +  .  .  .  =  0 
[id. 

Die    vorstehenden   Endgleichungen   lassen   sich   ohne   Schwierig  ::;$r 

iil  \ollstcindig  auflösen,  und  führen  auf  sehr  einfache  Resuhale. 

9. 

Die    erhaltenen    Endgleichungen    können    durch    die   Einführung  ^ 
iv  Summen   und   der  Unterschiede   der  gleich   weit  von  den  Endend  ^ 
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des  zu  berichtigendea  Maassstabes  liegenden  Theilungsfehler  in  zwei 
vdllig  von  einander  unabhängige  Systeme  von  Gleichungen  zerlegt  wer- 
den.   Seien 

M  =  (0)  +  (n) 

(*,i)  =  {^)  +  (»-iy 

(«,2)  ^  (2)  +  (n-2) 
etc.  bis 

{s,p)   .  =  2(p) 
vvenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 

(M-1)  =(?-1)+(?+2) 
(M)     =     (?)    +(?+<) 

« 

vvenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  und  man  in  jenem  Falle  zur  Abkürzung 

n 

P  =  -i 

sowie  in  diesem 

«—1 

?  =  — 

setzt,  folglich  immer  p  und  q  ganze  Zahlen  sind.  Fuhrt  man  diese 
Grössen  in  die  erste  Abtheilung  der  Endgleichungen  des  vor.  Art.  ein, 
imd  setzt  zur  Abkürzung 

So  =  {oi  +  j«! 

S,  =  |2J  +  t«-2i 
etc.  bis 

S,     =i\p\ 
wenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 

V.  =  l9-1|+l?+2! 

S,     =      l9i   +}?+M 
^venn  n  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  gehen  sie  über  in 

ftt— 1)(«,0)— 2(«,1)— 2(«,2)— —  («,p)  +  So  =  0 

-2(»,0)+(«— 1)(«,1)— 2(«,2)— —(«,/))  +  S,  =  0 

— 2(«,0)— 2(«,<)  +  (n— 1){«,2)— —  («,p)  +  Sj  =  0 

etc.  bis 

— 2(«,0)-2(«,1)- -|-(n-'l )(«,/»- <)-(«,;>)  -i-  S^,  =  0 

— («,o)-(«,i)-  ...._(.,,p— i)+A(,,p)  +  Is,   =0 


wenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  und 

t{»~\)  (8,0)— 2(«,1)  — 2(s,2)-  .  .- '— ■■a(«,9)  +  S,  =  ft 
—2(8,0)  -f.(«_l)(8,1)  — 2(s,2)—  .  .  .  —  2(m)  -I-  S,  =  0 
— 2(j),0)— 2(8,1)  +  (»-1)  (8,2)  —  .  .  .  -2(«,^)  +  S,  =  0 
etc,  bis 
—2(8,0)— 2(s,i)—  .  .  .  -h(w— 1}(s,?— 1)— 2(s,9J  +  Vi  =  ^ 
-2(s,0)— 2(*',l)—  .  .  .  — 2(s,9— Ij  +  fn— 1)(s,v)  -h  S,     =  ö 
wenn  «  eine  ungrade  Zahl  ist. 

Diese  Gleichungen  bilden  für  sich  ein  abgeschlossenes  System,  df^ 
alle  M(  daraus  verscliwunden  sind,  aber  sie  sind  nicht  von  cinande»  , 
unabhängig.  Denn  addirt  man  sie,  so  verschwinden,  sowohl  wenn  ^^ 
grade,  als  wenn  ii  ungrade  isl,  alle  Ünbekannlcn,  und  zufolge  der  Rt.»^:^ 
dingungsgleichung  («)  des  Art.  8  wird  auch  die  Summe  der  völli__, 
bekannten  Glieder  gleich  Null.  Es  ist  also  von  diesen  Gleichungen  jei^^ 
in  den  Übrigen  enthalten,  und  man  darf  daher  irgend  einer  der  Unbi 
kannten  einen  beliebigen  VVerth  beilegen.  Am  besten  eignet  sich  dt 
(8,0),  und  man  kann  in  vielen  Fallen  («,0)  ^  0  setzen.  Der  Alt 
gemeinheil  wegen  soll  im  Tolgenden  Art.  indess  keiner  d«r  lnl*e- 
kannten  ein  bestimmter  Wertli  beigelegt  werden.  , 


Ziehen  wir  die  erste  der  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen 

nadi 

und  nach  von 

allen  übrigen  ab, 

i"+i)((«.ä)- 

SO  ergeijeu  sich  sogleich 
(<,0)|  +  S,-S.  =  0 
(,,0i)  +  S,-S.  =  0 
elc. 

womit  unsere 

Gleichungen  schon  vollständig  aurgelost  sind. 

Es» 

erdCB 

vollständig 

(.,1)  = 

(«,3)  = 

(.,P) 

CO)  +  ^ 

(»,0)  +*^ 

{».0)  +  ^ 

etc.  bis 
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Iche  für  den  Fall,  dass  n  grade  ist,  ausdrücklich  hingeschrieben 
d ,  aber  auch  dem  Falle,  dass  n  ungrade  ist,  angehören ,  wenn  darin 
latt  p  geschrieben  wird. 

In  jedem  speciellen  Falle,  in  welchem  diese  Gleichungen  zur  An- 
ndung kommen,  muss  der  der  Sachlage  entsprechende,  numerische 
jrth  von  («,0)  darin  substituirt  werden,  für  welchen  stets,  wenn  die- 
n  Nichts  entgegen  steht,  die  Null  zu  wählen  ist. 

Man  kann  ausserdem  bemerken ,  dass  die  vorstehende  Auflösung 
;erer  Gleichungen  von  der  unbestimmbaren  Grösse  [0]n_i  unab- 
igig ,  folglich  bestimmt  ist ,  denn  zufolge  der  Ausdrücke  des  Art.  8 
nmt  diese  Grösse  nur  in  {0}  und  jw}  vor,  und  verschwindet  in  der 
mme  derselben,  die  oben  mit  So  bezeichnet  wurde. 


H. 

Gehen  wir  jetzt  von  den  Summen  zu  den  ähnlichen  Unterschieden 
r  Theilungsfehler  über ,  und  setzen 

(e/,0)  =  (0)  -  («) 
(rf,1)  =  (<)-(»-1) 
(rf,2)  =  (2)- («-2) 

etc.  bis 
(rf,p-2)  =  (;,-2)-(p  +  2) 
(d,p-^)  =  (|,_l)-(p4-1) 

oder  bis 
{d,q-i)  =  (g_1)_(,-i-2) 
{d,q)      =      ((/)     -(?  +  1) 

nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist.    Man  kann  bemerken,    dass 
p)  =  0  wird.     Sei  überdies 


=  m, 


=:  m« 


=  m, 


m 


n-a 


etc.  bis 


p-2 


=s  m 


p-2 


m 


p+\ 


und  bez.  bis 


w. 


m 


7+1 


«M.     .  j..fiy.i^  _v«i,.. 

^.A-iBi—ii-  'j-Btf  -f,,«.«»»«» 

(» 

ir»,  =  |«|-|.|, 

Ä.  =     jor+n|«-ir           fl| 

■ 

iB,=  |l|-|»_1|, 

*-,  =  2( !!'+(«- I)|n-2|' 

■ 

D,  =  \i',-]„-i\. 

A',  =  3|2r+(«-2)|»-3r 

^ 

• 

etc.  bis 

■  D^,  =  |^-ä|-|;,+ä| 

ii^^=  (r-i]\f-i\'+{p+i)\P+ 

'!' 

'0,-.  =  ip-M-l;n-i| 

*,-.  =        PlP-'l'-t-tp+Olpl' 

1 

und  bez.  bis 

fi,_,  =  |,_li_|,+2;, 

/c,_,  =  5i}-ir+(}+s)iv+ii' 

B,    =    Hl    -W+M 

*;     =      2(?+))|,i' 

dann  kann  man  die  Endgleichungen  des  Art.  8  in  die  folgemleD  ve^ 

landein, 

(»+l)(ii,0)-S/„— 2/, 

-21,- -2(,_,  +  B„  =  0 

(in-1)(ii,1)          -ä/, 

-2/,— -2(,_,  +  0,  =  0 

(11+1)  C*.«) 

-21,- — 2i,_,  +  B,  =  0 

' 

etc.  bis 

i,in-lj(rf,))— 2) 

-2/,.,-äi,_,  +  B,_,  =  0 

l>+l)(J,p— f) 

und  l)OZ.  bi.^i 

(tH-lliJ,?— 1) 

-2/,_,— /,  +  fl,_i  =  0 

1 

(n+l};i/,i/) 

—l,  +  D,     =0 

^ 

— (»+1){((,0)  +«(. +  «,  =  0 

-(n+1)|(<i,0)  +  (iJ,))|  +  2(»-<)i,  +  ff,  =  0 

-{«+\)\[d,0]  +  [d,\)  +  id,i)\  +  3(»-2)l,  +  *,  =  0 
etc.  bis 

-(«+1)i(rf,0)  +  (d,1)+...+  (d,p-2)i  +  (p-1)(p+2)I^,  +  Ä,..'=" 
-(«+1)i(d,0)  +  (rf,1)-t....  +  (rf,p-1)t      +      p(p+1)i[,_,  +  Ä^,«0 

und  bez.  bis 
-(n-H))(rf,0)  +  (d,1)-l-...  +  (d,9-1)i  +  ,(g+2)i,_,-|-Ä,^,*fl 
-(n+1}|(d,0)  +  (d,1)H-...  -t-(d,?){  +  (^+1)'/,  +Ä,  *" 
wozu  bemerkt  werden  muss,  dass  weno  n  eine  ungrade  Zahl  ist,  aiW' 
halben  9  statt  p,  und  im  ersten  Abschnitte  überdies  /,  statt  2l,-i 
gesetzt  werden  muss. 

Diese  Gleichungen  bilden  nicht  minder  als  diejenigen  fUr  die  ^i^. 
ein  fUr  sich  bestehendes  System,  in  welchem  die  Anzahl  der  Gleicbun- 
gen  der  der  Unbekannten  gleich  ist.     Auch  diese  Gleichungen  können 
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^Y^^        ^^11  e  Unbekannten,  welche  sie  enthalten,  vollständig  auf- 
^^  ^    xvie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

ixxx^,  ^^^  ^^™  ™  ^^^'  ^^^'  erhaltenen  zweiten  System  von  End- 
5\,  ^^^  ist  jede  in  den  übrigen  enthalten,  wie  auf  folgende  Weise 
^        ^^^en  kann.  • 

ixv  Av.       ^  ^^^®  grade  Zahl  ist,  multiplicire  man  die  Gleichungen  der 
^*^^ilung  der  Reihe  nach  mit 

^  ^A^.  ^'  w  — 2,  n— 4,  ....  4,  2 

^^^  die  Producte,  wodurch  die  folgende  Gleichung  entsteht, 

Mn(d,o)  +  (/i-2)(d,i)+  .  .  .  -|..4(d,p-2)+2(d,;)-1)! 
^^n/o-4(fi—1)/,-.  .  .  .  _2(p-1)(p+2)/^,-2f(p+1)/^t 

^uD,  +  (w-2)A  + +  40^2  +  2Z)^,t  =  0 

^^me  der  Gleichungen  der  zweiten  Abjtheilung  ist  aber 

^-  ln(d,0)  +  (fi-2)(rf,1)  + +  i{d,p-i)  +2(d,f-1)l 

+  »/  +  2(n-i)/,  +  .  .  .  +  {p-i){p+i)l^^^  +  P(p+1)^P-i 
-^       +  Aq  -4-  A|  -4-  .  .  .  .  +  -^—2  +  '^p^i  ^  0 
^^oppelt  man  diese  und  addirt  sie  darauf  zur  vorhergehenden,  so 
^i^hwinden  nicht  nur  alle  Unbekannten,  sondern  auch  die  Summe 
^^^^  völlig  bekannten  GHeder  wird  vermöge  der  Bedingungsgleichung 
(')  des  Art.  8,  welche  sich  nach  Einführung  der  D  und  K  wie  folgt 
^Uen  lässt, 

iiDo  +  (n-2)A  + +  4Z),_,  +  2/>^i 

-+•  SÜLo  +  aÜi  +   ....   +  2ii^_2  +  2Ap_l  ^   0 

gleich  Null;  wir  sind  daher  auf  eine  identische  Gleichung  hingeführt 
worden. 

Wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist,  multiplicire  man  die  Gleichungen 
der  ersten  Abtheilung  der  Reihe  nach  mit 

n,  n— 2,  »—4, 3,  1 

oad  addire  wieder  die  Producte,  wodurch  die  Gleichung 

(iH.1){n(d,0)  +(n-2)(d,1)  +  .  .  .  +  3(d,5f-.1)  +{d,q)\ 
-211/0-4 (n-l)/,-  .  .  .  -2g(5f+2)/,^i-(5f+1)M, 
+nDo  +  (n—2)Z)t  +  .  .  .  +  3fl,_i  -l-  D,  =  0 
entsteht.     Die  doppelte  Summe  der  Gleichungen  der  zweiten  Abthei- 
luDg,  weniger  der  letzten  derselben,  giebt  aber 
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— 'H4-i}|fluy,o)  +(«— 2)/,;,i)  4- . . .  -H  ay/,^—!)  +(rf,^i; 

^  +2<  -+-  i[«— 1)/,  +  .  .  .  +  mq+'i)l,^,  H-   (V+l)^', 

H  +2Ä'„  +  2Ä,  +  .  .  .  +  2ä;_,  +  A;  =  (1 
In  der  Suniino  dieser  beiden  GIciehtingon  verschwinden  nielil  nur 
wieder  alle  Unlwkaanten ,  sondoni  auch  die  Simime  aller  völlig  bti- 
kimnten  Glietier  isl  wieder  gleich  Null.  Denn  die  BedinguHgsfilfi- 
chung  [b)  des  All.  K  U)äsl  sich,  wenn  h  ungrHde  isl,  unlei'  der  fnl- 
geaden  Form  aufälellen, 

Onm^       „0..  +  („-2^Ü. 


\¥0| 

sieh 
lind  in 
ei-li 


I 


+  2K,.,  +  a;  =  0 

t  erhaltenen  Gleichung  heirmuclil. 
id  einer  der  Unbekannten,  wwu 
i  willkilhrlichen  Weilh  beilr^i'n. 
•.e.ü.  In  Verbindung  inil  deraifeD 
olgt  hieraus,  dotis  die  Theilungü- 


MMMf 

werden,  auf  welche 


(0)  =(1,  (n)=0 
eiche  Gleichungen  wii'  schon  in  den  »Vorbereitemleii 
Enlwickehingeiin  gekomiiion  sind.  Wir  \\erdon  jetzt  auf  d iesoiln'"» 
Gleichungen  hingeführt,  obgleich  die  Anzahl  der  ursprtlngHchen  Glei- 
chungen grösser  ist,  als  die  der  Unbekannten,  was  in  den  vor- 
bereitenden Untwickelungen  nicht  der  Fall  war. 

Da  jedoch  die  Gleichung  ((/,0)  »^  0  nicht  immer  slatlhail  ist, 
sondern  Falle  vorkommen  können,  in  denen  der  Griisse  (rf,0)  irgeml 
ein  anderer,  bestimmter  Werth  beigelegt  werden  muss,  so  soll  im 
Folgenden  nicht  nur  (sfi).  sondern  auch  (d,Qi}  unbestimnil  gelassen 
werden.     Spater  werden  wir  auf  diesen  Umstand  zurilckkonimen. 


13. 

Die  Endgleichungen   des  Art.  1 1    können   auch  voDstündig  auf- 
gelöst werden.     Setzen  wir 

L„  Ä  2J!„  +  2/,  +  2/2  +  .  .  .  +  S/p_, ,  und  bez.  +  i, 

i.  =.  2/,  +  2fj  ^-  .  .  .  +  2/^  , ,  „nd  bez.  -1-  <, 

Li=  Ui+     .  .+  2/p_,,  und  bez.  +  /, 

etc.  bis 

L„_.  =  2/,., 


i9 
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und  bez.  bis 


Ltq^X   —   2/«_i    +   L 


L,     =/, 


SO  geben  die  genannten  Gleichungen  ohne  Ausnahme  die  allgemeine 
Gleichung 

(«  +  i)(rf,fe)-L»  +  Z)i  =  0 {D) 

Aus  dem  Art.  1 1  erhalten  wir  ferner  allgemein 

m^  +  m„_4_t  =  /* 
ond  aus  den  Gleichungen  des  Art.  8  ergiebt  sich  sogleich 

woraus  man  durch  Elimination 


kj 


(«.) 


Jri 


f  i 


(»+1)1»»        =  ^-¥\)K  —  !*('  +  \n—k—\\ 
zieht.    Aus  den  Werthen  der  h  ergeben  sich  aber 

Z'i  ^s  l>i  ^"  Li*i 

etc.  bis 

und  bez.  bis 

womit  man  /j^  aus  den  Gleichungen  {m)  eliminiren,  und  folglich  auch 
dk  m^  m^,  etc.  in  Function  der  L^  ausdrücken  kann.    Unsere  Auflö- 
saog   erfordert    also  jetzt    nur   noch,   dass  die    Ljt  durch    bekannte 
Grössen  ausgedrückt  werden. 

14. 

In  Hinblick  auf  die  Fälle,  in  welchen  man  (e^,0)  nicht  der  Null 
gleichsetzen  darf,  soll  hier  ((/,0)  unbestimmt  gelassen  werden,  gleich- 
wie oben  in  Bezug  auf  («,0)  geschehen  ist.  Da  aber  hier  die  Ent- 
Wickelungen  sich  anders  gestalten  wie  oben,  so  muss  ein  verändertes 
Verfahren  eingehalten  werden.     Seien 
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SU        -(..•.;, n -..:.vu./:«.'A.^taB«^.,..,.,i:.,  ..-i,»,ij'.fi     1». 
,»■,.-  «i.*.«MM)(<l,0) 

«".—,*;?-(•+«)(*»),■>        .«■    V    ,.r,.l 

,         •  jr,  _  i^ -,(M-«)C<e)       ,:.-^    ,1 

etc.  -  Ä'-:'   ■ 

duteli  imB  SoMitntki»  autdlai  BtU^feMMi««  irnJOLt»  ^) 
■ganrlich  venehnadet. .  I)i»:«nlei.teatltiw  «ieit  Uni  v  ' 

wodnnh  jt.,  ^igcbu.  M,  id<  deta  in  ff-y  eaUnHaei.  (d|*)  .k  Ha 
AawoidiiBg«  ;]<diai<Ub  'ata. twHiimlilfr  Wcrth  JMigMagt  mriii 


upd  die  erate  QlfliclHU^  der  zwcilen  Abtiiciliitig  v/^,„y^- 

:;:.;-  „(„  +  «■.  =  11       '""|ii|iMi  .-■ 
L.-ff.  +  irk 

erhalt,  and  folgfich  L|  aach  doreh  bekiaate  Gri)s.sen  aiiu^edrücki 
wird.  Die  zweiten  6toicbäa{pit''eiaer  jeden  Abilifilunf;  der  in  Heil» 
stehenden  BadgteficbaBgeii  des  Art  41  «ad  him  ' 

(n+1)((i,1)  —  1,  +  0,  =  0 

-  (»+l)(d,1)  +  2(n-1)i,  +  «■,  =  0 
aus  deren  Verbindung  mit 

i,  —  i,  +  s;,  =  0 

die  Gleicliung 

i^  =  l,+;±j\k;  +  d,-l,\ 

hervot^ehl.  Zur  Bestimmung  von  t,  gebeo  die  fei-nereo  Eodg'*'' 
cliungen  des  Art.  11  zunächst 

(n+1)i(d,1)  +  (d,2)j  +  ö,  +  D.-Lj-t.  «  0 

-  (n+1)i((/,1)  +  (d.2)}  +  3(«-2)i,  +  Ä",     »  0 
uus  welchen  man  mit  Zuziehung  von 

L3  —  /.,  +  2i,  =  0 
sehr  leicht 

.    «■.=  t, +  ^|iir., +  B, +  B,-i,-i,| 

erhalt.  Diese  Knt Wickelungen  kann  man  fortsetzen  so  weit  man  wi"' 
allein  ihi'e  Fortsclzung  ist  nicht  nöthig,  da  aus  den  schon  erhallfnf" 
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drücken  das  Gesetz,  nach  welchem  sie  fortschreiten,  deutlich  er- 
Qbar  ist.  Stollen  wir  die  Resultate  zusaninien,  so  ergiebt  sich, 
)  zur  Berechnung  aller  {d^k)  zuerst 

Li  =  D^^  +  —  Kq 

L3  =   L2   +    3|^J^2j    1^2   +    'h  +   '^l  —  ^2 — '^H 

''4  =  ^«  +  Tih)  !^'*  +  D,  +  ü,  +  D,-L,-L,-L,\ 

etc. 
berechnen  sind,  worauf  man  ohne  Ausnahme,  durch  die  Gleichung 
des  vor.  Art., 

alt.  Durch  die  Kinfuhrung  der  L  in  die  Gleichungen  (m)  des 
.  Art.  bekommt  man  ferner 


n  4-  1 

■^(n—k]  (Ljk-  I*+i)  +  {*}'  —  {n— Jfc— 1K 


'''-*     i    =  H  +   1 


rillt  die  Kndgleichungen  des  Art.  11  vollständig  aufgelöst  sind. 
:hdcm  man  die  [sji)  und  die  Id^k)  erhalten  hat,  ergeben  sich  die 
3iluQgsfehler  selbst  durch  die  Gleichungen 

Iche  auch  ohne  Ausnahmen  statt  linden. 


15. 

Zur  vorstehenden  Auflösung  ist  die  Bemerkung  zu  machen, 
s  die  an  sich  unbestimmbare  Grösse  [0]„_,  nur  in  w„_i  vorkommt, 
ch  die  N  orhcrgehenden  Ausdrücke  wird  man  erkennen,  dass  diese 
sse  hier  nur  in  //«,  Ä^'o^  {w-^lT  auftritt,  und  dass  man  mit 
iser  Rücksichtnahme  darauf 

ö'o=-2[0]„_i,  /ir'o=<0]„-.,  |»-1i'=[0]H-i 
ilt.     Nun  kommen  aber  in  den  obigen  Gleichungen  für  die  (d,/f) 

ind  Ä  0  nur  in  der  Function  L,  oder  Z/o  +  — ^^o  vor,  und  in  dieser 


vefsdnwdet  öeD  VonteheädM  «WehoneaB  soürige  {V}»atv^  -lilgii  Mi 
vwtämwü»  {d^)  von  (O]^,  iwiAiUBigigi 

Von  den  dlnr^ea  Unbeliaaliiitaft  W  vor  ItiSam^mt  m  li^Mtam, 
wolbr  808  draa  vw.  Art.*  wenn  ia  der  bet5i0Bnd^  OüpiohuiB  A  »  O 
gesetzt  wird, 

■  :'■  "*•:*>.,  .■■  "■*■  »•■4.i»;'-  ■"  ■■  ■:  ^  '■:  ',■ 
bervptgdit.  .Abinr  wrviOge  der  obigeo  Gleichungeu  verschuindd 
aooh  hier  [0]^t>  und  m«  ist  fulglich  auch  unabhängig  von  [0i,^f7 
DaBseQie  findet,  ^e  ötih  leicht  ergiebt,  auch  für  m,,  m,,  etc.  bi'ü 
aaf  M^i  statt.  Mir  WeliAe  Grösse,  wenn  in  der  Gleichung  des  vor. 
Alt.  "filr  «».«.i  der  Index  fc  =  0  gesetzt  wird,  man 

oder,  nach  der  Kimtnation  von  JT«, 

eihalt.  Hier  verachwindet  [Oi._t  nit^t,  und  zwar  ist  es  der  miiffB 
Fall,  wo  diesa  atattOndet.  Itie  GrOata  fVt«  bleilH  alao  oalieiiiHt, 
aber  dieaer  Umstand  hat  aof  d»  AnAflsmig  >äaarar  Jb^abe  UM 
den.  gering»!^  IMsa»;  4n«Q >ain  (Q]«_i  aw>ffh«wi.  i«^-pm-^ 
dine  dasa  irgoid  eine  der  Unbekannten,  »«_)  aDSgearnnman,  daiMck 
geändert  wird.     Am  zwevkmSssigsten  setzt  man  entweder 

[0]._,  =  0 
wodurch 

m„_,  =  (d,0) 
oder 

[0].^,  =  (rf,0) 
wodurch 

!»„._,    =    0 

wird,  ohne  dass  daraus  weitere  Folgen  in  Bezug  auf  die  ubrigeD 
Unbekannten  entstehen. 

16. 
Es  darf  nicht  unbemerkt  gelassen  werden,  dass  nachdem  die  [AM] 
bestimmt  worden   sind,    sich   für  die  m  andere  einfache  Ausdrücke 
darbieteti,    welche   sich    ohne  Weiteres   aus   der  zweiten  Abtheilung 
der  Gleichungen  des  Art.  8  ergeben.     Diese  Ausdillcke  sind 
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j|1|'-((/,0)  -  ((/,l)j 


'«.  =  -  ;i=? 

etc.  bis  ^ 

orler  bez.  bis 

'",  =  -  4-T  !l'/r-(^.«)-('/,'«;- -;'/,'/l 

ferner,  in  umgekehrter  Ordnung 


'«  :>  =  --I-  l(«-3r  -  ('/,0)-(rf,«)-(«/,2ij 

etc.  bis 

oder  bez.  bis 
''W=  -^  |{7  +  1j'~(.i,0)-Kl)-...-((/,*/-l)j 

Wie  man  sieht,  ist  die  obige  Gleichung  für  m,^,  dieselbe,  auf  welche 
wir  im  vor.  Art.  gekommen  sind,  zugleich  sieht  man  hier  unmittel- 
'>ar,  dass  alle  übrigen  m  von  [0]„_i  unabhängig  sind. 

17. 

Aus  dem  Art.  1 0  giebt  sich  unmittelbar  die  Wirkung  der  Summe 
•*^-0;  auf  die  Theilungsfehler  zu  erkennen:    man  sieht,  dass  («,0)  alle 
■heilungsfehler    um    eine    beständige   Grösse    ändert,   folglich    keine 
Mildere  Wirkung  ausübt,  als  den  Anfangspunkt  der  berichtigten  Thei- 
'UDg  zu   verschieben.     Anders  verhält  sich  diess   in  Bezug  auf  den 
VJnlerschied  (rf,0) ,  dessen  Wirkung  nicht  ohne  Weiteres  erkennbar  ist, 
da  diese  Grösse  in  die  Analyse  hinein  geflochten   worden  ist.     Man 
kann  indess  die   Wirkung,   welche    ((i,0)   sowohl  auf  die  Theilungs- 
fehler wie  auf  die  verschiedenen  m  ausübt,  leicht  ermitteln. 

Bezeichnen  wir  die  im  Art.  13  eingeführten  Functionen  I/q?  ^19  ^29  ste- 
ter den  Fall,  dass  ((/,0)  =  0  gesetzt  worden  ist,  mit  y/^,  ^j,  -.^/j,  etc., 
so  entstehen  die  Gleichungen 


SU                                        P.  A.  H»»«», 

n 

J.  =  i)„ 

J:  =  0,  +  i  Ä. 

''.  =  -^1  +  is^  I*'.  +  *.  -  '4 

--'.=-^.+  M^.,  !»=  +  «■ +  «.--'.- 

-  M 

eU-. 

Ziehl  man  diese  von  den  Gleichungen  für  /.„.  L,,  Lj. 

elc,  des  .\rl.  11 

ab.  so  erhall  man 

i„-../„  =  D'„-D,. 

i,-,/,  =  fl'.-ß. +  ^,  j/f.-A-.| 

L,-J,=  h--U  +  ii^,;  jA',-A-,-(l,-.,/,)| 

/-,-y/.  =  L,-A  +  „^-ij  \IC,-Il,-{L,-J.;,  - 

(i,-4)| 

elc. 

woraus  vermiUelsl  einer  einfachen  EliminatioQ 

l.  =  ^,  +  (n+1){A0) 

^y 

L,  =  A+  ■^{n+flid.O) 

■ 

^^K                          L,-.^,+   ^(«+<)(il,0) 

.H 

i.  =  ^/,  +  '^  (li+l){<i,(l) 

^n 

elc. 

also  allgemein 

L,  =  yl,  +  "^{n+\){d.O) 

folgl.     .Man  erkennt  schon  hieraus,  dass  die  .\endt 

ruiigen,    welche 

{(1,0)   in  deu  Theilungsfehleru  hervorhringl,  einer  ar 

Ihmelischen  Pro- 

zukommt.  Um  der  Gesammt Wirkung,  welche  («,0)  und  (fi,0)  auf 
die  TbeiluDgsfehler  ausüben,  einen  Ausdruck  zu  verleiben,  soll  diese 
Wirkung,  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Zuwachs,  welchen  die 
Theilungsfehler  und  die  damit  verwandten  Grössen  erhalten ,  durcb 
ein  der  betreffenden  Grösse  voi^esetztes  d  bezeichnet  werden.  Wir 
bekommen  daher  zunächst  aus  dem  Vorhergehenden 
ä{s,k)  =  (s,0) 
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lus   sich,    wenn   wir  zu  den  Theilungsfehlern  selbst  übergehen, 
Ausdrücke 

d{k)  =  ;-  («,o)  +■  -^  (rf,0) 

d{n-k)  =  ,i-  («,0)  -  ^  (d,0) 
ben,  welche  in 

*W  =  ^  (0)  +  J  (») {k) 

mmengefasst  werden  können.     Es  folgt  weiter 

d(Ä+i)-d(&)  =  -i!(o)-(»)j 

lus    man    erkennen    kann,    dass   jedes    in    der    Voraussetzung 

=  0  und  (n)  =  0  berichtigte  Intervall  des  Maassstabes,  dadurch 

diesen  Grössen  andere  Werthe  beigelegt  werden,  um  die  Grösse 

verkleinert  wird,    (»,0)   hingegen  keine  Wirkung  auf  die  Inter- 

ausUbt. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  leicht  erklären.  Wenn  (d,0)  =  0  ist, 
lieibt  durch  die  Berichtigung  des  Maassstabes  die  ganze  Länge 
3lben  unverändert;  bezeichnen  wir  diese  mit  A,  so  muss  nach 
Anbringung  der  erhaltenen  Theilungsfehler  jedes  Intervall  des 
;sstabes 

n 

ien.     Wenn  aber   (d,0)   von  der  Null  verschieden  ist,    so  wird 

h  die  Berichtigung  des  Maassstabes  die  Länge  desselben  verän* 

,   und  geht  in  A  —  (d,0)  über.     Folglich  muss  in  diesem  Falle 

der  Anbringung   der  Theilupgsfehler  jedes  Intervall  den  Werth 

_    it-(d,0) 
n 

hmen,  also  um  die  Grösse  ^-^  verkleinert    werden,     was    mit 

durch  die  obige  Analyse  erhaltenen  Resultat  übereinstimmt,  da 
elbe  auf  die  nämliche  Verkleinerung  der  Intervalle  hingeführt  hat. 

18. 

Es   ist  nun  leicht  auch  die  Aenderungen  zu  ermitteln,  welche 

)    in    den  Werthen    der    verschiedenen   m  hervorbringt.  Durch 

Sendung  des  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrucks  für  d{d^k)  auf  die 
shungen  des  Art.  16  erhält  man  ohne  Mühe 
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^^b" 

*»,  =  4^  (ii,01                                          M 

^^^B 

dm,                                                     ^^H 

^^^^^ 

^^^H 

^^-),... 

etc.  bis                                                  V 

/»._,  =  "  ^-    .(,11)                              9 

^^■r 

^^H 

l^^SF 

^D^l 

Auch    dieses    Besullal  ist    leicht  zu   erltlsh'en,    lind  rlllirt  davon  her,. 

das»  sich  jet/,1  die  w  auf  andere  Wertho  der  berichligten  iHlenalb 

beziehen,  als  in  dorn  Falle,  wo  (rf,t))  ^  0  ist. 

Wir   können  aus  dem  Vorhergehenden    noch  ein  niurkvvunligtt 

Hesultat  ziehen.     Gehen   wir  zu    den   Functionen  der   (JubekauQteft 

Über,    welche    in    den    ursprünglichen    Gleichungen   des  .Vrl.  7    vt»- 

kommen,    so    geben    die  Entwickelungen    rUeses   und   des  vor.  Art. 

sogleich  zu  erkennen^  dass  die  folgenden  Gleichungen  stattGaden, 

—  «[ki  +  iijl+l;  +  <)»1.  =  ü 

—  «{*)  +  d[k+i)  +  (tm,  =  U                          , 

—  »(*)  +  itk+:i,  +  im,  =  11                          a 

etc. 

woraus  man  deo  Schluss  ziehen  kann,  dasä  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Übrig  bleibenden  Fehler  tod  (d,0)  unabhängig  ist;  wir 
wrerden  jedoch  von  diesem  Satze  weiter  unten  einen  directen  Beweis 
liefern,  weshalb  wir  uns  hier  dabei  nicht  langer  aufhalten  wollen. 


Die  eben  ausgeführten  Entwickelungen  geben  ausserdem  zu 
erkennen,  dass  man  in  allen  Anwendungen,  welche  überhaupt  von 
dem  in  Rede  stehenden  Verfahren  gemacht  werden  können,  die  Be- 
rechnung in  der  Annahme,  dass  («,0)  =  0  und  {d,0)  ^  0  seieo. 
ausführen  kann.  Sind  diese  Annahmen  in  dem  betreffenden  Falle 
zulassig,  so  erhalt  man  sogleich  die  Endresultate;  sind  alier  die  spe- 
ciellen  Umstünde  so  beschaffen,  dass  den  («,0]  und  (d,0; ,  oder  einer 
derselben,  Werthe  beigelegt  werden  müssen,  welche  von  der  Null 
verschieden  sind ,  so  sind  die  auf  die  genannte  Weise  erhaltenen 
Werthe    der  Theilungsfehler    und    der   Piilfungsintervalle   durch  die 
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Gleicbangen  {k)  und  (m)  der  beiden  vorhergehenden  Artikel  auf  ihre 
wahren  Werthe  hinzuführen. 

Man  kann  weiter  gehen.  Es  können  Falle  vorkommen,  in  wel- 
chen nicht  die  Theilungsfehler  der  beiden  Endslriche  des  zu  berich- 
tigenden Maassstabes,  sondern  die  Fehler  irgend  zweier  anderen  Theil- 
striche  desselben  gegebene  Grössen  sind;  auch  dieser  Fall  kann 
durch  einen  kleinen  Zusatz  zu  den  vorhergehenden  Entwickelungen 
auf  sehr  einfache  Art  berücksichtigt  werden. 

Seien  die  Indices  der  Theilstriche,  deren  Fehler  im  Voraus  ge- 
geben sein  sollen,  c  und  ß,  und  die  gegebenen  Theilungsfehler  selbst 
(e)  und  (c).  Werden  femer  die  Fehler  derselben  beiden  Theilstriche, 
weiche  man  in  der  Voraussetzung,  dass  («,0)  =?  0  und  (<i,0)  sb  0 
seien,  erhalten  hat,  mit  (f)  und  {e)  bezeichnet,  dann  erhalten  wir 
im  Sinne  des  Art.  1 7 

d{c)  =  (c)-ö'),  ,»(«)«  («)-(«) 

Hod  die  Anwenclyng  der  Gleichung  [k]  auf  diese  beiden  Theilstriche 
führt  auf  die  beiden  Gleichungen 


»— C      /jx\        -        C 


\^}  —  -J)  =  -^  (W;  +  «  [^j 

{e}  —  [t}  =  --.-  ^0;  +  „  (»; 


-■-  lO;  H — 
aus  welchen  sich  durch  Elimination 


(0)  «      li  !W-(y)|-  -^  i(e)-(e)j 

ergeben.  Die  hieraus  folgenden  Werthe  von  (0)  und  (w)  sind  die- 
jenigen,  welche  im  gegenwärtigen  Falle  in  den  Gleichungen  [k)  und 
[^)  anzuwenden  sind,  und  zu  dem  Ende  daraus  eliminirl  werden 
köDnen.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

SO  erhalt  man  allgemein 

d'ik)  =  [e-k)C  +  ^,k-c)E [k') 

und 

f^m,  =  ik  +  i)iC-E) {m) 

welche  im  gegenwärtigen  Falle  die  Berichtigung  der  Theilungsfehler 
und  der  Prüfungsintervalle  geben.  Die  vollständigen  Ausdrücke  der- 
selben werden  nun 

(fe)  +  di{k)  und  mj,  +  d^m^ 

wo  wieder  (fe)    und  mj,  diejenigen   Werthe  dieser  Grössen  bezeich- 
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nen ,    welche  man  in   der   Voraussetzung    (^,0)  =s  0  und  (d,0)  ss  0 
im  Voraus  erhalten  hat. 

Man  erkennt  übrigens  sogleich,  dass  die  Gleichungen  [k')  und 
{m)  in  (k)  und  (m)  übergehen,  wenn  man  ^^  =s  0  und  e  =s  n  setzt, 
und  demzufolge  (/)  =  0  und  (c)  =  0  macht. 

20. 

Eine  wichtige  Untersuchung  besteht  in  der  Ableitung  des  Au^ 
drucks  für  die  Summe   der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Qua- 
drate der  übrig  bleibenden  Fehler  der  zur  Lösung  der  Aufgabe  aas- 
geführten  Messungen,   weil  aus  dieser  Summe  der  mittlere  zu  be- 
fürchtende   Fehler    einer    Messung    mit   grösstmöglicher    Sicherheit.- 
berechnet,    und  durch  dessen   Verbindung   mit   den   Gewichten  der 
Bestimmung  der  Unbekannten,   auch  die  mittleren  zu  beftarchtendeQ 
Fehler  derselben  auf  bekannte  Weise  berechnet  werden  können.   Zur 
Ableitung  des  verlangten  Ausdrucks  soll  von  der  ^längst  bekannten 
Gleichung 

Jl  =  (//)  -f.  {al)  X  +  {ht)  X  +  (c/)  X  +  etc. 
ausgegangen  werden,  in  welcher  Sl  die  verlangte  Summe,  ilt)  die 
Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Qnadrato  der  völlig  be- 
kannten Glieder  der  ursprünglichen  Gleichungen,  ///),  \pt)^  [cl)^  etc. 
die  völlig  bekannten  Glieder  der  Endgleichungen,  und  x,  x\  x\  elc. 
die  Unbekannten  bezeichnen. 

In  Bezug  auf  unsere  Aufgabe,  in  welcher  die  Gewichte  aller 
durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen  der  ursprünglichen  Glei- 
chungen =  1   gesetzt  worden  sind,  wird 

(//)  =  [0]«^  +  [\X'  +  [2],;^  + +  L«-iio- 

etc.  bis 

+  [0]?.-,+  i\yi-, 

wo  das  letzte  Glied,  wenn  es  nicht  =  0  gesetzt  worden  isl,  mit 
aufgenonnnen  werden  niuss.  Die  Coefücicnten  ;/fi),  (/>/),  (7),  etc. 
werden  bezüglich 

=  jOj,  =  jlj,  =  etc.  =  jn|,  =  {0}',  =  jl}',  =  etc.  =  {«-!]' 
wo  wieder   das   letzte  Glied   nicht  weggelassen   werden  darf,    wenn 
c;s  nicht  =  0  ist.     Die  Unbekannten  j;,  x\  x\  etc.  werden  bezüglich 
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=  (0),  =  (1),  =  etc.  =  (n),  SS  itio,  =  nii,  =  etc.  =  m^i 
\  JD  Bezug  auf  das  letzte  Glied   wieder  die  vorstehenden  Bemer- 
Dgen  gelten. 

Der  obige  allgemeine  Ausdruck  für  Jl  geht  daher  in  Bezug  auf 
sere  Aufgabe  über  in 

J2  =  (tt)  +  2'  \k\{k)  +  -S-  {Äj'w, .  .  .  (J2) 

I  das    erste    Summenzeichen  von    k  ss  0   bis   fc  =  n,    und    das 

eite   von   k  :=  0   bis   k  =^  n — 1    ausgedehnt  *  werden  muss.    Die- 

Ausdruck  ist  schon  der  Anwendung  zugänglich,  da  die  Multipli- 

ionen  und  Summirungen,   welche  er  verlangt,  leicht  auszufuhren 

d;    fUr  die    Quadrate,    aus    welchen    das    erste    Glied   besteht, 

lient   man  sich  am   zweckmässigsten    einer   Tafel   der  Quadrate 

Zahlen,   deren   es  längst  mehrere  giebt.     Der  Ausdruck  fUr  Ji 

m  übrigens  auf  lauter  Summen  von  Quadraten  hingeführt  werden, 

mit  ganzen  Zahlen   multiplicirt  oder  dividirt  sind,   wie  jetzt  ge- 

;t  werden  soll. 

21. 

Um  die  eben  genannte  Form  herzustellen,  gehen  wir  von  den 
^nden,  theils  oben  ausdrücklich  vorkommenden,  theils  aus  dem 
'hergehenden  leicht  abzuleitenden  Gleichungen  aus, 

{k\{k)  +  l«-fcj(n~*)  =  1-  \S,  (»,*)  +  D,  {djc)\ 

Q  welchen  die  zweite  von  k  ^=:  1  bis  /^  =  p,  oder  bez.  bis  kss  q^ 
''  übrigen  aber  von  fc  =:  0  bis  zu  denselben  oberen  Grenzen  sich 
»trecken.  Man  bekommt  nun  leicht,  wenn  man  diese  allgemeinen 
sichungen  ausschreibt,  * 

|0|(0)  +  l«j(«)  =  i  So  (*,0)  +   .^"^^^  (to-I>.) 
i1i(1)  +  l«-1J(«-l)  =1  S.  (,,0)  +  -,-|f--  +  ,j^ 

j2!(2)+{n-.2|(«-2)  =  *-  S,  (»,0)  +      ^     -      ^^ 


etc.  bis 


P,  A.  Hanse», 

If  |(p)  =  f  s,  (,,0)  +  .-^  -  ,-1^  IpC  J 

und  bez.  bis 

-4,  lw'  +  i»+'i"U 

Aber  die  Bedingungsgleichung  («)  des  Art.  8  giebl 
0  =  S«  +  S,  +  Si  +  .  .  .  +  ^S^ 

und  bez. 

0  s:s  \  H-  S,  +  ^  +  .  .  .  +  S, 

Aus  der  Summe  der  vorstehenden  Gleichungen  erliHlt  man  dtihcrl 


I 


'£\k\(k)==-  ^    +    -J^^r    j/.A    +    i-,»!     +     '-A    +    < 


welche  allgemein  gültig  ist,  und  in  welcher  das  Surnnienzeidieti    vun 
A'  =  0  bis  /c  ^  11  ausgedehnt   werden  uiu.ss. 


■4»  ^«Mi <>' ^^wm"mi•  mi Mmm:  <-.U'  ■  ..t'^rh.r«H-'^:- 
—  j  |0|'  m,  +  jlf  t»,  -I-  JÄi'  m,  +  . . .  -I-  }•— Sj'iB^a  -I-  (b— <}'«i^i| 
+  i-  jio  (rf,0)  +  t,  (rf.1)  +  Li  (rf,2)  -I-  etc.j 

Nachdem  die  (dji)  durch  die  Gleichung  (d)  des  Art.  1i  eliminirt 
worden  sind,  geht  dieser  Ausdruck  über  in 

^^  IM'"»»  =  ä(^,rl^»'  -*-  ^'  +  V  +  etc.| 

—  »';.  +  ,)  )^  />o  +  I,  Ö,  +  La  ßl  +  etc.| 

—  jnnio"  +  (n— 1}  W  +  (»— Ä) »»,'  +  etc.j 
wo  das  letzfe  Glied  auch 

—  S  \{n-k)  m»'  +  (A+1)  «»_»_,  j 

geschrieben  werden  kann ,  wenn  man  die  Summe  von  jb  s  0  bis 
k  ^  /)— I ,  oder  bez.  bis  A  ss  ^  ausdehnt,  und  im  letzleren  Fall? 
das  letzte  Glied  faalbirl. 

Wenden   wir  uns  jetzt  zu    den  Gleichungen    (m)    des   Art.  13, 
quadriren   sie  und  addiren   die  Quadrate,    nachdem   diese  letzteren 


,y^ 
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mit  n-^k  und   bez.   A-h1   multipliciri  wordeo  sind,   so  entsteht  die 
Gleichung 

in   welcher 

mit  der  Ausnahme 

gesetzt  werden  muss.     (S.  Art.  13.) 

23. 

Setzt  man  nun  die  Ausdrücke,  welche  in  den  letzten  Artt.  er- 
lalten  worden  sind,  in  den  Ausdruck  (J2)  des  Art.  20,  und  führt 
:ur  Abkürzung  die  Bezeichnungen 

J,  =  \k\'-  jii-*-1f,  J\  =  L,  -  L,^, 
mit  den  Ausnahmen 

^'^\  =  l'p-x't  und  bez.  J\ß^  L^ 
eio,  so  erhiilt  man  sogleich 

welcher  Ausdruck  aus  lauter  mit  ganzen  Zahlen  dividirten  und  multi- 
plicirten  Quadratsummen  besteht.  Die  untere  Grenze  aller  vier*  Sum- 
men ist  fc  =  0,  und  die  obere  Grenze  der  ersten  Summe  immer 
A  =  n,  aber  in  den  drei  folgenden  Stimmen  hangt  die  obere  'Grenze 
^00  der  Form  von  n  ab.  Die  ol)eren  Grenzglieder  sind 
wenn  n  grade  ist  wenn  n  ungrade  ist 


1}  t? 

Der  entwickelte  Ausdruck  für  (//),  welcher  keiner  weiteren  Reduc- 
tion  fähig  ist,  beGndet  sich  im  Art.  20. 

Man  kann  zum  vorstehenden  Ausdruck  von  Jl  bemerken,  dass 
in  demselben  {0]^i  von  selbst  verschwindet,  und  («,0)  gar  nicht 
vorkommt;  diese  beiden  Gr<^ssen  üben  also  gar  keine  Wirkung  auf 
die  Summe  der  Fehlerquadrate  aus.     Die  Grösse  (i/,0)    ist  zwar  in 

Jl  enthalten,  übt  aber  dennoch  auch  keine  Wirkung  aus,  wie  schon 

IUI  Art.  18  angedeutet  wurde. 


SSO 


P.  A.  Hansen, 
24. 


/?/ 


Um  don  zuletzt  ausgesprochenen  Satz  direkt  zu  beweisen,  isl 
zuerst  lu  bemerken,  dass  (d,0)  nur  in  den  beiden  letzten  Gliedern 
des  im  vor.  Art.  für  J2  erhaltenen  Ausdrucks  vorkommt,  and  dass 
daher,  wenn  dieser  Satz  richtig  ist,  die  Function 

(A\  t  t   ^    la^    ra^    ra^ 

\AJ  .  .  •   MJQ     •*?•   ij\     •*?•   I^     •*?•   A/j     "T*   •   •   • 

-i-  (•.(L.-t.)*+  2(«»-1) (f.,-1^»  +  3(n-2)  (L^-Ix «  + j 

von  (rf,0)  unabhängig  sein  muss.  Wenden  wir  uns,  um  diesen  Be- 
weis zu  fuhren,  an  die  im  Art.  17  erhaltenen  Relationen  zwischen 
den  verschiedenen  L  und  «i,  welche,  wenn  zur  AbkOmn^  d  stall 
(ii+l}(rf,0)  gesetzt  wird,  wie  folgt  geschrieben  werden 

ii  =  A  +  "^  d 


.^    etc.  bis 

Oiler  boz.  bis 


K      = 


r/ 


/,  + ;  w 


Uuivh  SuL^liUition  dersollien  kann  die  oben  angeführte  f  Aaj:'^»:a 
dnioklioli  durvh  J,0  ,  vxler.  was  hier  gleichgültig  i^.  3^-\-i  l  ir- 
ijx^steUt  \\er\ien,  woUm  aber  unterschieden  werden  i-i-ss^  .c  t  zrinie 
ixler  un^nnle  isr 

Wenn  «  eine  4:nKle  Z-ih!  isu  s^;•  gieU  die  grrCAiZt   >i.:!s:i:u:t:« 
der  FunctKHi     .1     ruiWicKst  die  Fvhtij. 


t«:. 


»— e  / 


*— i  ./ 


i  / 


f     . 


1 


:i  1 


y— '      :/ 


i   i 
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Man  erkennt  hier  leicht  sofort,  dass  die  Summe  der  Coefficienten  von 
d  gleich  Null  ist,  aber  um  dasselbe  für  die  Coefficienten  von  d^  er- 
kennen zu  können,  muss  eine  Summation  der  einzelnen  Glieder  vor- 
genommen werden. 

Die  Summe  der  beiden  fc**"  Glieder  der  zwei  im  vorstehenden 
Ausdruck  mit  (P  multiplicirten  Reihen  wird,  wenn  wir  2p  ^  n  ein- 
ftibren,  und  die  allgemeinen  Factoren  weglassen, 

W'—ki^p—k+i) 

die  Summe  aller  Coefficienten  von  (P  kann  daher  geschrieben  werden, 

indem  die  Anzahl   der  Glieder  in  jeder  der  beiden  Reihen  =  p  ist. 
Längst  bekannt  sind  aber  die  beiden  Summenformeln 

durch  deren  Substitution 

und    es  verschwinden  daher,  wenigstens  im  gegenwärtigen  Falle,  alle 
von   d  abhangigen  Glieder  in  der  Function  (A). 

Wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  kann  ebenso  verfahren  wer- 
den,  nur  die  Form  der  einzelnen  Glieder  ist  eine  etwas  andere.   Die 
'  erste  Substitution   bringt  den  von  (d,0]  abhängigen  Theil   der  Func- 
[  tioD    {Äj  zunächst  auf  die  Form 

i        -  jn^o  +(»—2)  A  +  (n—i)J2  H +  3^,_,  -I-  -</Jd 

l  "^  "1  •  •  •  +  9(9+2) K-^,-.)  -{q-^-\YJ, 

i  ~y«  +  2,;«_i)+3(«-2)  +.  .  .  +-/'//+2)+  j[q-¥\)Y 


q 


l^nnd  man  erkennt  hier  wieder  sogleich,  dass  die  Summe  aller  Coef- 
ficienten von  d  gleich  Null  ist.  Zur  Reduction  der  mit  d^  multi- 
[ph'cirien  Glieder  dieses  Ausdrucks  bemerken  wir,  dass 

I        Abkandl.  d.  K.  ä.  Geaellsch.  d.  Wisaeiisch.  XY.  3g 


I 
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und 

sind,  in  welchßa  Gleichuiigen  bßi  dm'  Ausfuliruiif;  iih^IiUt  Hand  allom- 
halbcn  "~^  etatl  q  geschiieben  werden  muss.  Dip  Summe  aller  (Aiuffi- 
ctunlen  von  iP  des  obigen  Ausdrucks  kann  dalici'  ntil  Wi'ji^lassiiitt?  diT 
allgeneinen  Factor'en 

geschrieben  werden,  und  venvandell  sich  durch  die  Auwendunij  iKt 
beiden  oben  angel'uhrtcn  Sumnientbnneln  in 

wie  sich  diirrh  AutUisung  tter  Binoiuie»  zu  erktmnen  gicbl.  Also  aiidi 
im  gegen wHrlifjen  Falle  veischwindeii  alle  mit  d  behatleten  Gliedor 
in  der  Function  [A).  und  es  isl  liiemil  bewiesen,  tlass  in  allen  Kwlle" 
die  Summe  der  Fehlenjuadrate  von  dem  Werthe.  don  mau  !J,Oi  bei- 
gelegt hat,    ivnabhtingig  isl. 

Ausserdem  gelang!  tiißw  leichl  zur  Kinsichl,  dass  man  zu  j>'<l>-''' 
Gruppe  der  durch  die  Messungen  erhaltenen  Zahleuwerthe.  in  deiM 
Bezeichnung  der  untere  Index  derselbe  isl,  eine  beliebige  /alil  liiiiCT- 
fUgen  darf,  wenn  man  nur  nach  ausgelllhrler  Berechnung  ilie,*!!* 
Zahl  dem  criialtenen  Werlhc  des  betreffenden  ni  ebenfalls  hiiuurog*' 
Die  Anwendung  dieser  Bemerkung  ist  von  wesentlichem  NulMU.  ^^ 
,  man  dadurch  die  numeiischen  Werlhc  der  in  der  Bechnung  vor- 
kommenden, durch  die  Messimgen  erhalteHen  GrOsseo  wesenllic'' 
verkleinern  kann.  Walill  man  für  diese  hin^tuzu fügenden  Gross«)- 
die  mil  enlgegengeselzlem  Zeichen  zu  nehmenden  arilhinctischa" 
JMillel  aus  jeder  der  geoauDleu  Giuppea ,  so  werden  nicht  nur  alle 
der  Berechnung  uoterzulegeBden,  durch  die  Messuage»  «rha^MBi 
Zableo  möglichst  klein,   sondern  es  werden  auch  alle  mit  jOj',  \^\^ 

\%\\  \n — 1j'   bezeichneten  Grössen  gleich  Null,   wodurch  mb- 

reraVortbeil«. erlangt  werden.  In  Bezug  auf  die  Summe  der  Eefa)«- 
quadrale  wind 

^-  lAj'«,  =^  0 

und  der  Ausdruck  für  Jl  des  \of..  Ajit.  gehl  in  den  folgenden  über. 
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Jl  =  [It)  —  4?  -^'  1*!'  +  irrr.  ^  I^t  D, 

WO  die  Grenzen  der  zweiten  Suftinie  ^  =  0  und  k  =:  p  — 1,  bez.  =  q 
sind,  während  der  Ausdruck  des  vor.  Art.  im  gegenwftrtigeft  FaHe 
noch  seine  Gültigkeit  behält,  und  sich  ohnehin  vereinfacht. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  nicht  die  genauen  arithmetischen 
Mittel  hier  anzuwenden  brauclit,  sondern  auch  eine  Vereinfachung 
der  Rechnung  erreicht  wird,  wenn  die  angewandten  Zahlenwerthe 
nahe  die  arithmetischen  Mittel  sind. 


25. 

Zur   Vervollstäncfigung  unseres  Verfahre*  ist  noch  erforderlich 
zeigen,  wie  die  daraus  hervorgehenden  Gewichte  der  Unbekann- 
tOD  berechnet  werden  können.     HiefUr  ist  zuerst  darauf  aufmerksam 
ni  machen,   dass  die  erhaltenen  Gleichungen  darthun,   dass  die  Ge- 
urkhte  eines  jeden  Paares  von  Theilungsfehlern,  welche  Theilstrichen 
angehören,  dje  gleich  weit  von  den  beiden  Endpunkten  des  zu  berich- 
tigenden  Maassstabes  abstehen,    einander  gleich    sein  müssen.     Be- 
liehnen wir  daher  das  Gewicht  irgend  einer  der  Unbekannten  unserer 
Ai^be  durch  ein  derselben  vorgesetztes  P,    so  bekommen  wir  vor. 

Albn 

P{k)  =  P{n—k) 

■d  es  brauchen  daher  nur  die  Gewichte  der  ersten  Hälfte  der 
iWflangsfehler  ermittelt  zu  werden.  Von  diesem  Satze  schliessl  sich 
•fcer  von  selbst  das  (iewicht  P[p)  aus,  für  welches  die  vorstehende 
^fiieichung  identisch  wird;  es  muss  daher  dieses  Gewicht  besonders 
^itwkjkelt  werden. 

Beschäftigen  wir  uns  zuerst  blos  mit  den  Gewichten  der  Thei- 

ti^gsfehler,   und  nehmen   zu  dem  Ende  an,   dass  sowohl  die  Func- 

ÜMieH   («+ 1 )  («,ik) ,   wie    (w  + 1 )  (d,Ä;)   ausdrücklich   in   Bezug  auf  die 

firtfesen  jOJ,   Jl!,  etc.  entwickelt  worden  seien.    Heben  wir  aus  dier 

Ml  Entwickelungen  die  Glieder  aus,  welche  mit  \k}  multiplicirt  sind, 

and  bezeichnen  die  Coefiicienten  derselben  mit  Fj^  und  0^^,   so  dass 

(Dit  blosser  Rücksicht  auf  diese  Glieder 

(w+1j(ä,ä)  +  F,\k\  =  0 

38* 


>H0  P.  A.  Haüsex,  [36 

Die  ElimiiuiCioa  ioebi  aim  aus  diesen  Gleichungen 

inti  oaa-a  'ftaeai  tiekanncefi  Nicze  folgt  hieraus  allgemein 

■vrfiirner    AiiMinick    der    obigen   Bemerkung    zufolge    auch    der  für 
p^ — i     ^. 

56. 

LVr  Va>ärii*k  tiir  den  Loefficienten  F^  lässt  sich  leicht  aus  den 
•Meu'Muu4CHu   ies    Vr^.    h>  erhalten,  welche  allgemein 

i-»-!    «^    -I-  ^  —  5i  =  0 

^nbeu.  \\'i  iber  ^u  erv^a^en  ii^t.  d«i»s  5^,  ¥on  den  übrigen  S  abhängig 
54 .  und  »laher  die  Oleichun^  'i  des  Art.  8  hier  berücksichtigt  wer- 
vleu  U1U.SCS      Da  diese 


0  ^ 

^ 

+ 

S- 

-t-  ... 

+ 

lud  bei. 

0  ^ 

s. 

+ 

S,  + 

s, 

+  ..  . 

+ 

S. 

1.    ■ '.   ^  ■ 

- 1 

J '     -1  ■  »• 

<A\ 

/( 

(-1- 

1       s.k 

+ 

2S,  = 

:    Ö 

V 

>llvl!: 

:ihO,    il 

as> 

// 

-hl 

>./. 

+ 

(1 

-.     ;v 

•  V 

rnor 

Inline 

Au 

>naliiiie 

■s 

=  ,A-; 

,n—k[ 

c-  /■••j 

«  1 » 

\>  iv 

ich 

all 

uemtMü 

h\-- 

^^        m 

> 

11. i   'f 

V: 

>:tAhiuo 

/v  = 

=  :i 

>a     <..'     «6  ^^-  u^l^lioh  auch   Q^,  =  0   ist.  so  ü:iel)t  die  Gleichung  des 
..  ,      \  •     il*    stie  iicNNirhtc  sofort 

f^  P     =  3         ^ 

tu     wVt     tH*    i.owuhto   der    iibriü:eu    Iheihingsfehler    bestimmen    zu 
..  .ui».ii.    wvi>^    '^'*     Vu^lruek   für  (>^.  abgeleitet  werden. 
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27. 

Die  Oj  sind  weit  zusammengesetzter  als  die  F^,  und  ihre  Bestim- 
mung minder  einfach  als  die  der  letzteren.  Man  könnte  sie  schon  aus 
den  Ausdrucken  der  (d^k)  in  den  Artt.  13  u.  14  erhalten,  aber  ich 
ziehe  vor  den  folgenden  Weg  einzuschlagen.  Da  (d,0)  eben  so  wenig 
wie  («,0)  auf  die  Gewichte  Einfluss  äussern,  folglich  gleich  Null  ge- 
setzt werden  kann,  so  geben  die  Unterschiede  von  je  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Endgleichungen  erster  Abtheilung  des  Art.  1 1 ,  nach- 
dem (d,0)  =  0  gesetzt  worden  ist,  die  folgenden  Gleichungen 

(in-1)(c/,1)  +  2/o  -h  öl— Do  =  0 

(n.+  1)j_(rf,1)  +  (c/,2)|  +  2/,  +  D^-D,  =  0 

(in-l){  — (rf,2)+(d,3)j  +  2/2  +  D,—D^  =  0 
^n+1)j-(t/,3)+(rf,4)}  +  2/3  +  Ih-lh  =  0 
etc.  etc. 

Durch   die   Verbindung  dieser  mit   den   Gleichungen  zweiter  Abthei- 
lung lassen  sich  leicht  die  /ü,  /j,  etc.  eliminiren.     Man  erhält 


(»+')i^,.„i,-,('^'^)-3(:::,('^.2) 


)  2 


(d,S) 


kn-H 


l«+'"i  TT — ^(d,\)  +L,      •■  'd,"^) rr 

«  '  f  4(n— 3)  >   '    '  *(n— 8j  ^    '    '  4(n— 


s 


etc. 


(ti,3)  +  (d,4) 
etc. 


M,  =  0 


(c) 


WO  zur  Abkürzung 


3/.  =  Z).--i>.  -*^lk 


M.  =  D,— D,  — 


K, 


^3 


3(n-S) 

etc. 
gesetzt  worden  sind.     Diese  Gleichungen,  welche  ohne  Mühe  so  weit 
fortgesetzt  werden  können  als  man  will,  sollen  hier  zur  Bestimmung 
der  Coefficienten  0*   dienen,   zu    welchem  Ende  sie   wesentlich  ab- 
gekürzt werden  können. 


Hi 


«9. 

Die  Elitninationon,  welche  die  im  vor.  Arl.  für  die  V  erhallencu 
Gleiciningcn  erfordern ,  lassen  sich  zwar  allgemein  ausfuhren,  aber  ihv 
dadurch  hervor!»ehende  allgemeine  Ausdrurk  für  (/,  wdnJe  sehr  weil- 
\äüi\^  werden,  Dahingegen  lassen  sich  diei^ft  Eliminationen,  wcnu 
der  betreffende  numerische  Werth  von  n  im  Voraus  gegeben  und 
in  die  Gleichungen  äubetituirl  worden  isl,  sehr  leiehl  numerisch  aa)^ 
führen,  zumal  wenn  man  die  Gewiclile  in  ganzem  Zahlen,  mit  eini- 
gen angehängten  Decimalen  ausdrucken  will;  eine  Ani;abe.  ilic  jeiicni 
Bedürfnisse  genUgt. 

Die  Ansdrlleke  der  ersten  U,  und  der  daraus  folgenden  Oe- 
wichte,  lassen  sich  indess  in  allgemeiner  Form  leicht  angehen,  iintl 
sind  die  folgenden: 

(/,  =  1 


'■■■'  ■""    3(n-t)(ii-S' 

P{\)=P{n-i)  =  'i^[" 

'■{^)            '-(«■      =)               *nä-9B+g 

p/^,             n;          o\              B[fi  +  l|n(n-(!(«-il 

'^'■'               '     "        ■*'              .S«^-S.„i+lSi«-IB8 

n   ,                 .,              p                       la((i+l)n;»-()  n- 

y.l.-S) 

'      "                -    /■          •                44n<~S(flN3  +  8SBi»a_| 

eOin+HBt 

t   man   bis  h  =  10  ausreicht. 

30. 
Wenden    wir    uns    zu  den  Gewichten  der  Prafungsinlenalle  n« 
m,,  etc.,  so  giebl  die  Gleichung  des  Arl.  16  für  m„  ohne  Weilerts 

P'<:  =  n, 

aber  fUr  die  Übrigen  Prüfungsintervalle  muss  eine  besondere  Ent- 
wickelung  ausgeführt  werden,  in  welcher  wieder  die  Bedingungs- 
gleichuog  'b)  des  Art.  28  berücksichtigt  werden  inuss.  Wahrend  wir 
hei  der  Ermittelung  der  Gewichte  der  Thcilungsfehler  von  dieser 
Gleichung  nur  die  mit  den  />  multiplicirten  Glieder  zu  berücksich- 
tigen hatten,    sind  es  hier  im  Gegentheil  die  mil  den  K  multiplicir- 
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^en,    deren   wir  bedürfen.     Die  anzuwendende  Bedingungsgleichung 
wird  daher 

0  =  Do  +  ?-A;  +  ^^\K,  +  A^,  +  .  .  .  +  A^_,  und  bez.  '-K^\ 

oder  zur  Abkürzung,  und  mit  dem  Vorbehalt,  dass  bei  ungradem  n 
(/as  letzte  Glied  unter  dem  Summenzeichen  halbirt  werden  muss, 

0  =  Do  +  -Ao  +  -^K, 

I>ie  Substitution   dieser  Gleichung  in  die  erste  {c)   des  Art.  27  giebt 

(n+1)(d,n  +-2;K,  =  0 

\ind  durch  die  Anwendung  derselben  Analyse  wie  in  Art.  28,  wird 
man,  indem  hier  die  Glieder  itfa,  itfa,  A/4,  etc.  gleich  Null  gesetzt 
werden  können,  auf  die  allgemeine  Gleichung 

hingeführt,  in  welcher  die  Glieder  unter  dem  Summenzeichen  mit  K^ 
anfangen  müssen.     Es  crgiebt  sich  hieraus  sogleich  die  Formel 

(«+1)j((/,1)+((i,2)+  :  .  H-:;rf,Ä)}  +  !|..H.6',+  t,^+  .  .^V,\K,^Q 

in  welcher  das  Summenzeichen  hat  weggelassen  werden  müssen, 
weil  von  den  verschiedenen  mit  K  bezeichneten  Functionen  nur  die 
einzige  A'jt  aufgenommen  werden  darf.  Auch  ist  zu  bemerken ,  dass 
in  Folge  des  obigen  Vorbehalts  im  F'alle  /c  =  ^  das  ganze  zweite 
Glied  halbirt  werden  muss. 

Gehen  wir  nun  zur  zweiten  Abtheilung  der  Kndgleichungen  des 
Art.  II    über,  so  erhalten  wir  sogleich 

(„_Ä)(Ä-i-1)/»-i-(1  +  W.)Ä,  =  0 

wo  zur  Abkürzung 

W»  =  i|.1  +  l/,  +  ü,  +  .  .  .  +  l],\ 

mit  der  Ausnahme 

gesetzt  worden  ist.     Aber  es  ist  ohne  Ausnahme 

K^  =  (fe-hl)  \k\'  +  (n—k]\n—k—l\' 
und  die  obige  Gleichung  für  /^  geht  daher  über  in 

woraus  die  Ausdrücke  der  verlangten  Gewichte  leicht  erhalten  wer- 
den können. 


\%t 


31.  ^ 

Wenden  wir  uns  zur  zweilen  AbUieilung  der  Korlgloirhtiniien 
de«  Art.  8.  und  ziehen  die  vorletzte  dieser  Gleicbunfcjeu  vuii  der  zwei- 
ten, die  diittlelzte  von  der -drilh!!! ,  u.  s.  w.  ab,  dann  eolsti'ht  i>ine 
Keiho  von  Ulciciiiirigen,  weleliü  durch  die  folgende,  allgenioint"  dar- 
gütitoill  ^vurd^^  küniten 

{n~k)m^  —  (A+l;»i„„^  ,  +  {/■]'  —  \n—k—\\  =  0 
'  Da  aber  allgemein 

l^  =  m^  +  »i,^j_i 
isl,  so  giebt  die  obige  Gleichung  (!) 

"'.  +  '».-.-,+  ('  +  W.)S  +  TTT-'I  =  » 

und   wir  erhalten  durch  eine  leichte.  Elimination 

[n+\)mt         -I-  jl  +  l^l  (i-|.VV,lj;fc|'  +  H',i«-A-I!'  =  0  | 
(n  +  IK-i,-.   +  |l  +  ^  il  +  H'Jj;«— Ä-1J'  -*.  H'.lA-r  = 

Hieraus  gehen ,   zufolge   eines   schon    ntcbruial»;    angewandten  Sabces. 

die  beiden  Gleichungen 


IP]   .  . 

,  l  '*.^(  "*»''' 

hervor,  deren  erste  für  die  erste  HHtfte  der  m,  und  deren  zweite  für 
die  zweite  Hälfte  derselben  gilt,  in  welchen  aber  der  Fall  k  shi  q 
vorläufig  ausgeschlossen  ist.  Da  in  diesem  Falle  auch  n — k — 4  :=  q 
wird,  und  W^  halbirt  werden  inuss,  so  geben  die  ob^en  Gleicbali- 
gen  fUr  m^  und  (n„^t_,  ohne  Unl«rschied 

folglich 

wo  auch  rechter  Hand  fc  =  ^  zu  setzen  ist.  Vergleicht  man  diese 
Gleichung  mit  den  Gleichungen  [P),  nachdem  in  diesen  auch  ik  e«  ^ 
gesetzt  worden  ist,  so  findet  man,  dass  alte  drei  Gleichungen  mit 
einander  ilbereiustimmen ;  die  Gleichungen  {F)  gelten  also  ohne 
Ausnahme,  und  wenn  k  sn  q  ist,  ist  es  gleicbgtlttig,  welche  von 
beiden  man  anwendet. 
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32. 

Für  die  vier  ersten  W,  sowie  für  die  vier  ersten  und  die  viö** 
letzten  Gewichte,  sind  wieder  die  Ausdrücke  in  Function  von  u  ent- 
wickelt, und  wie  folgt  gefunden  worden: 

Wi  =  - 

*  n 

my    8(9ii^37iM-36) 

^^  "8n(n-"Vr(n-"2J 

^*  gn(n-4)(n-«)(n-8)" 


n/^  ^  (n+4,.n'n-1}' 

p/^\  _    (»•+<  )n(n- 4)  (fi- 2) 

p/      V  3.'n-l-4)n(n--l](n--8)(n-3) 

p.      V  3(n+4;n(n~4)(n--ä):n-3)(n~4) 


M'^ti-sj   —  8n5+9n<-268f|3+4226n2-2430n+1440 

p,           V   _  4a(n^-l)n[n--t)(n~2) 

♦»-^/  8n*+42n'»-434n2+300n-246 

p/^       \  _  8(n  +  4_)n;n-_1)_ 

n'»*n-2)   —  n2+3n-2 

Wir  verweisen  in  Bezug  auf  die  Berechnung  der  numerischen  Werthe 
dieser  Gewichte  bei  gegebenem  n  und  grösseren  Indices  wieder  auf 
die  Benutzung  der  oben  ent^vicke^ten.  concreten  Gleichungen,  welche 
leicht  zu  behandeln  sind. 

33. 

Um  eine  deutlichere  Einsicht  in  die  Beschaffenheit  der  im  Vor- 
hergehenden gefundenen  Gewichte  zu  gewähren,  haben  wir  die 
numerischen  Werthe  derselben  für  eine  Reihe  von  numerischen  Wer- 
then  von  n  berechnet,  und  zwar  von  n  =  12  an  abwärts.  Bis 
n  ^  iO  können  alle  Gewichte  durch  die  vorhergehenden,  in  Function 
von  n  dargestellten  Ausdrücke  berechnet  werden,  aber  für  die 
Werthe  11  und  12  von  w  müssen  die  vom  Index  5  abhängenden 
durch  die  concreten  Formeln  berechnet  werden.  Die  Gleichungen 
für  die  f/  des  Art.  28  geben  zu  dem  Ende 


H            568 

P.  A.  H.ssK», 
für  Ii  =  12 

■ 

1 

^^«Jl 

LI, 

=  ^f.+  iV0+£4+f.) 

^^^H| 

und  {ür  n  =  ^^ 

^^^ 

Ih 

=  &".  +  ^  ('+'-' 

-.,) 

^1             worüuä 

man  V^ 

erliHlt, 

nachdem  die  bez.  Werthe  von  tf. 

.    f;. 

U^   aus 

^M             den 

Funetioa   von  f 

dargeslelllen  Ausdrucken  berechnet 

worden 

H              sind.      Die  Gleichung  r 

)  des  Art.  58  giebt  darauf  die  tiewi« 

hie  der 

H                      TIlL'ÜUIIg 

stehliT 

S  und 

7,  bez.  6. 

H 

Berechnung 

der    IJewiclite    der 

'lüfiingsinl 

■r\Mii     yiehl       | 

H              der  Art 

30 
1 

w. 

für  «  =  12 

=  i(n-t/,+  ((,+( 

und  für  »  =  1 1 

,-.('.) 

^H^^9 

1 

IVi 

=  h^O  +  Ll,+V,+l],+  lk) 

^r              woraiir  die  Gle 

chungen    i/*}   des  Art.  ;jl    die 

bez.  liewichle  gelten.          1 

L 

31. 

i)i( 

erhaltenen  numerischen  Werlhe  der 

Gewichte 

sind 

nun  die 

folgenden : 

n  =  18. 

l/,  =  1 

".^.=.s.''.=:-^. 

'-i'           1980 

n 

W,  = 

p(i) 

PH) 

=  J.(H)=    i'    = 
=  niO)=    ?2    = 

=  ''(9)    =    *^"    = 

=  m  =  ^  = 

P(6)           =     '.*     = 
PK)     =     12 
/■(»,)     =     ^     = 
P(».,)     =    ^    = 

6.78 

7.S1 

7.67 

8.09 

• 

8.4.5 

8.67 

10.73 
9.31 

350  < 
SSflO 

45] 
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^^(»»3; 

=S 

1V9UO 

2441 

= 

7.91 

P(mO 

=: 

61776 
9867 

= 

6.59 

i^W 

=r 

8580 
1583 

= 

5.42 

PK) 

= 

S08880 
68987 

= 

4.47 

PK) 

SS 

19305 
5177 

^ 

3.72 

n«»8] 

= 

8580 
2811 

= 

3.05 

n'n.j 

= 

429 
178 

= 

2.41 

P(f«.. 

\)  ^~* 

156 

89 

^S 

1.77 

n  =  11. 

t^2  —    ,0'   ^3  --  54» 

IV  L   w  i?    w 

P(1)  =  P(10)  =      *^ 
P(2)  =  P(9)     = 
P(3)  =  P(8 
P(4)  =  P(7 
P(5)  =  P(6 

PK 
PK 

PK 

P{m, 
P{m^ 

^K 

PK 
PK 

PK 

P{m 


v.= 

4J7   rr  6457 

740'  *^5     |5lio 

722 
""  1481 

'  "< — 2376'  "5 

44 
7 

=  6.29 

880 
131 

=  6.72 

14256 
1987 

=  7.16 

68860 
8847 

=  7.59 

8991680 
505117 

=  7.90 

11 

165 
17 

=  9.71 

1980 
239 

=  8.29   - 

35640 
5173 

=  6.88 

199584 
35537 

=  5.62 

27720 

=  4.50 

1537 
2310 


6157 


142560     0^70 

lm7"  —  '^-'^ 

17820 


5891 
660 
277 

33 

19 


=  3.02 
=  2.38 
=  1.74 


^ 

^^™ 

F 

^^^^^^1 

K 

V. 

A.  Hansen.                   ^^^^^^^^B 

B 

P[m,i 

= 

JT     =  3'* 

1 

P{"-J 

= 

^   =ä.23 

^ 

P{»..) 

= 

n  ^  3. 

P(1|  =  P(i) 

= 

y     =  3.33 

^^^^ 

P(2J  =  P(3) 

= 

■J     =.3.8, 

^^^^^ 

■                  P(%) 

= 

5 

^^^^H 

■                Pi",) 

= 

;;     =  3.53 

^^^H 

■                ''M 

= 

'i    =2.22 

w 

r      '■('».) 

= 

«  =  i. 

Pil)  =  P(S) 

= 

"     =  2.80 

^^^H^ 

P(S) 

= 

15    =3.33 

^^^^L 

^^_  PM 

= 

^^^^^^^H 

IB^^^^I 

i^^F  Plm,- 

= 

2.50'V^^^^^^^Bi 

P(t) 


PW 

— 

tu 

=  3. 

1.S3 

.  P(2) 

= 

IS 

s 

= 

2.*0 

PW 

= 

3 

Um,) 

= 

s 
s 

= 

1.20 

P(1)     =    2 

P(m„)    =    2 
Der  letzte  Fall  geht  in  das  Verfahren  über,  auf  weiches  wir  in  den 
"Vorbereitenden  Entwickelungen«  gekommen  sind,    wenn     man    dort 
auch  ji  ^  2  macht;  man  erkennt  leicht,  dass  die  Gewichte  sowohl  wie 
die  anderen  Resultate  mit  einander  Übereinstimmen. 

Die  vorstehenden  Zahlenwerthe  der  Gewichte  zeigen  zur  Genüge, 
dass  beim  gegenwärtigen  Verfahren  die  Maxima  derselben  io  die 
Mitte  des  zu  prüfenden  Maassstabes  fallen,  wfthrend  beim  Verfahren 
des  Art.  1  u.  ilg.  das  Gegentheil  stattfindet.    Aber  auch  die  Gewichte 
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der  an  den  Knden  dieses  Maassstabes  liegenden  Theilungsfehler  sind 
so  gross,  dass  die  Bestimmung  der  letzteren  als  hinreichend  sicher 
erkannt  werden  muss.  Dass  die  Gewichte  der  Prufungsintervalle 
vom  ersten  bis  zum  letzten  stark  abnehmen,  liegt  in  der  Natur  der 
Sache,  und  kann  nicht  anders  sein.  Man  sieht  ferner,  dass  alle  Ge- 
wichte mit  der  Anzahl  der  Intervalle,  d.  i  mit  n,  wachsen;  der 
Grund  davon  ist  in  dem  Umstände  zu  suchen,  dass  die  Anzahl  der 
zu  messenden  (Kombinationen  in  weit  grösserem  Maasse,  als  n,  wächst 
und  ihre  Anzahl  Überhaupt  nahe  im  Verhältnisse  von  »^  zunimmt. 


35. 

Um  die  Zusammensetzung  der  mit  jüj,  \i\,  etc.  bezeichneten 
Zahlenwerthe,  die  von  den  durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen' 
abbangen,  deutlich  vor  Augen  zu  fuhren,  sollen  einige  derselben  hier 
ausdrücklich  angeführt  werden. 

n  =  1 2. 

0)'=   [0]o  +:ijo  + +[<1]o 

<}'=   [On  +L<li   + +[10], 

2}'=   ,Ojj  +,l]j  + +   [9J2 

:3)'=  o:,  +[<,»  + +  [s], 

;*)'  =     [0]4    +[<]4    + +     [7]4 

etc.  etc. 

:«)'  =    .0],  +[<]«  +[2]8  +[31. 
9]'  =   [0]»  +[<]«  +[2]» 
0}'=   [0].«+[1],« 

0)  ==  -[0]o  -[0],  -[Oh   -[0]3  -[0]4  -[0]5  -[0]«  -[0],  -[Olg  -[0],  -[0],o 
<)  =   [0]o 

-[<J0    -[1].     -[1]2    -[<]3    -[1J4    -[1]5    -[<]6    -[1]7    -[1]S    -[1]»    "MllO 

■2}  =       [<]o  +10], 

-[2]o  -[2],   -l2]2  -[2];,  -[2]4  -[2]5  -[21«  -[2];  -[2]^  -[2]« 
3}  =       ::2-o  +[1],   +[0j2  ./- 

-[3]o  -[3:,  -[3:^  -[3J3  -[3]4  -[3],  -[Sr,  _[3],  -[3]« 

4}  =      [3]o  +[2j,  +:r..,  +[0], 

-L»]o   -l*]i   -[*]i  -[ij;.   -[*;4  -[*J5   -[-»le   -[*]7     • 
5}  =        :4lo  +[3],  +[2>,  +H],  +[0], 

-[ä]o  -:51,   -[5]^  -:51,  -rS],  -[5],  -[5> 

6)  =        [5]o  +[4],   +[3l2  +12!;,  +-[1]4  +[0]5 

-l6]o  -[6].   -\^2  -[6]3  -[6]4   -[6:5 

7)  =        [6]o   +[5],   +[4]2  +[3]3  +[2]4  +[1^5    +[0]6 

-[7]«  -Xi   -Uh  -L7]3  -[7j4 

Abfaaodl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  XV.  39 
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1 

1 

1 

(8|  =       [71.  +16J,   +15],  +[»],   +[3],  +[2U  +1,1]. 

+  [0, 

-181.   -!«]■   -[«1.  -18J. 

{9)  =       [Sj,  +[71,   +[6],  +[8]j  +[t],  +[3],  +18], 

+  1<17 

+1»;, 

-19].  -19],'  -1»], 

{10)  =       [9].  +[8],   +!7],  +16|,  +(8),   +[l],   +i3]. 

+  I«l7 

+[•)■ 

+1" 

-[<»].  -1(0], 

1 

(H)  =.     [10].  +[91,   +|8|,  +[7],   +[6]^  +15;,  +[4], 

+  |3', 

+  [äl. 

+tf 

-["1. 

(18)  -     [Hl,  +|tol,  +  19],   +[8;.  +(7],  +[61,  +t.1|, 

+  |t|7 

+  [31, 

f[« 

11  =  41. 

W=   l»l.   +[!!.  +[2).  + +|l»l. 

1 

(1)'-   [»],   +lll.   +i«].  + +[9|, 

{!/  =   [0],  +[(],  +[S],  + +18], 

M 

^^1 

etc.                                     etc^ 

m 

^^1 

(')■  =  m.  +1«),  +is1t  +[3)7 

m 

^H 

{«)■  =  [»1.  +['].  +[«]. 

m 

^^1 

{9}'  -   [0],  +[(!, 

-[Ol, 

% 

-m. 

!| 

{«)  -  -[Ol.  -[»1,  -101.  -I«l.  -I«li  -[«]>  -[«'. 

(1)  -       I»l. 

4 

-11].  -[II,   -llj.  -(1.1    -i<l.  -[11.  -|l!. 

-iH, 

-1*1. 

-l^n 

(S)   -       [(],  +(0J, 

1 

-181.  -1«).   -1«I.  -[«1.   -[21.   -IS1>   -1«I. 

-i«!i 

-1«. 

1 

,   (3)  =    [sj.  +rt],  +(0), 

"^ 

^^M 

-[31.  -13],   -131,  -131,   -[3],   -[3],  -[3], 

-|3!7 

"^ 

{»)  =        [3].  +18).  +11).  +[01. 

-[11.  -1»1.  -[»).  -W.  -[»1.  -lil> 

(S)  =       (').  +13).   +12].  +[l),  +[01. 

-[5).  -[81.   -15).  -[5].   -15],  -15). 

{«)  =       [5).  -M»].   +131.  +12),  +1(1,  +1»]. 

-[6).  -[6],   -[6],  -[61,   -[6], 

(7)  =        [6].  +[5J,   +[»],  +[3],  +[8],  +[1], 

-m.  -17).    -m,  -17], 

(8)  -       [7],  +[6],  +[5],  +[»],   +[31.  +[81j 

-[8].  -[8).  -(8),          V 

19)  =       (8).  +[7],  +16],  +[5],  +[ij,  +[3|. 

-19).  -W. 

(10)  =       19),  +[8],  +[7],  +[6],   +[5],  +ttjj 

-[101. 

(H)   =     [10],  +[9],  +[8:,  +[71.  +16],   +^5>, 

II  =  10. 

(0)'-    [0],  +[(].  +[8].  + +[91. 

(!)■_    [Ol,    +;il,   +[8],    +    .  .  ..+  8  , 


+(11.  ■ 

+  [21; 


•[Ol. 


+[«ll 


\  . 
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13}' =  [0J3  +H],  +[21.,  + +[6ji 

W'=  [0I4  +[i]4  +[2j4  +  ••  •  +:»]4 

f5}'=  [0J5  +[1]*  +[2j.,  +  [3]5  +[4]5 

■6)'=  :0]«  +[1]«  +[21„  +  [31«         . 

7}'=  [0]:   +[1;7  +[2^, 

»}'=  [0]s  +[1]s 


>>  =  -[Ojo  -[0],   -[Oh  -[OI3   -[0]4  -[0]j   -[0]«  -[0],   -[Olg 

-[<;«  -ii]i  -t<i2  -(<:u  -014  -{<]i  -{<^»  -{i]7  -[<!« 

!}  =        [<lo   +[01, 

-[2jo  -[2ji   -[ih  -[2I3  -[2l4  -[21&  -I2]6  -[2]t 
»}  =       [21o  +L<ji   +[0]i 

-:3]«  -[3],   -[3]2  -[3J3   -i3;4  -[3],  -[3]e 
t)  =       [3^0  +[2],   +[1],  +[0]:, 

-Wo  -[*^   -[*l2  -[*]3  -[*l4  -[i]5 
»)  =       [4Jo  +[3],   +[2],  +[1l3  +[0], 

-[5]o  -[5Ji   -[5]2  -[5]3   -[5]4 
i}  =       [ö-^o  +[4],   +[3;,  +[2]3   +[1J4  +[0]^ 

-[6]o  -[6],    -I6I2  -[6]:, 
)  =       [6:0  +[51i   +[ili  +[3|,  +[2l4  +[ll5  +[01e 

-['jo   -[7:,   -171, 
3  =       :7jo  +[61.   +[3;-i  +[4ja  +[3j4  +[2l5  +[1l6  +W7 

-[8-0  -[8]. 

J   =         [8]o    +[7J.    +[61-i    +K3    +I*l4    +[3l5    +[«]«    +[1i7    +[0]8 

J  =       [9]»*  +^8],   +[7J,  +[6|3  +'5U  +[4U   +[3),  +[2],  +H], 

11  —  9. 

'}'=   Wo  +[<lo  +[2]«  + +[8]« 

'1=   [«]i  +!<],  +[2"',  + +f7], 

»y=   [0],  +[<],  +[21,  + +i61, 

3)'=  .OJ3  +,i],  +[2l3  +..  ..  +,5]3 

»'=     i0-j4     +[<]4     +I2j4     +:3]4     +[4j4 

13]'=   [ft]5  +[<]5  +[21,,  +:3J5 

:7}'=  [0];  +[11, 

)) -o^o  -[Oj,  -[Ol,  -ro]3  -:oi4  -io]j  -[o]6  -[0], 

1}  =    ;o\ 

-[•^0    -[<i.     -!<'2     -[<V    -[1]4     -[l]5     -[1]«    -[«]7 

j   =        [<lo  +[01, 

-[21„  -[21,    -[21,  -[2]3  -[2]4  -l2]5  -[2]« 

I   =       [2;o  +[<:,   +[0J, 

-[3J.  -:3],   -[3;,  -[3]3   -[3]4   -[3]5        • 

39" 


{»)    =    -[»).    -[OJl    -[»h    -[«].    -[»]4 

-[0I> 

(1)    =         [1]. 

-m.  -[(],  -[<•,  -m,  -[11. 

-['1 

[«)  =       (1).  +10], 

-PI.  -m,  -[«]>  -[«),  -[ä], 

-m 

{3)  =       [S],  +[(],   +[0], 

-PI.  -[31,   -[31,  -[3],  -[3j. 

{4)  =       [3],  +[S],    +[(),  +[0], 

-[»1.  -in,  -l»h  -(tl. 

{»)  -       (»1.  +[31,   +[«1.  +[<1.  +[01, 

-l»].  -[51,   -15). 

(6)  =        [6],  +(»),   +[3],  +12],  +[)], 

+  [»]> 

-m,  -[61. 

{7)  -        [6].  +[5],   +[»],  +[3],  +(S], 

+  |ll 

-['1. 

{8)  =        [7],  +[6],   +[5],  +[4],  +;3], 

+  [«1. 

»=7. 

{«)'=    [«1.  +[llo  +[«1.  + +[6 

1. 

W-    [Ol,   +[1],   +[«],    +....+[5], 

{«)■=   [»1.  +1<1.  +[S1.  +[31.  +[tl. 

{3)'  =    [0],  +[tj.  +[8],  +13], 

{»)'-   [Ol.  +(11.  +[«1. 

{5)'_   [0],   +[l],        , 

rx 
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=  -Wo  -[0],  -10],  -[0],  -[o]4  -m, 

'        [0]« 

-[<]0    -[1J.     -[<j2    -l^i    -11]4    -[l]s 

=   [1]«  +[0], 

-[2]o  -[2]i  -m-1   -[2]3  -[2]4 

=   [2]o  +[l]i  +[0], 

-l3]o  -[3]i  -[31,  -[3], 

=   [3]«  +[2]i  +ll]2  +[0]3 

-Wo  -[*]i  -[*]» 

=         Wo    +[3],    +[2]2    +[1],    +L0]4 

-[5]o  -[5]i 
=       [5]o  +[4]i  +[3]j  +[2]3  +[\]^  +[0]» 

=       ;6]I  +[5],   +[4],  +[3]3  +[2],  +[1]j 

n  =  6. 

=   [Ojo  +[<Jo  +[2jo  +  .  .  .  .  +[5]o 
=   [0]i  +[!].   +[2j.   +[3],   +L*]. 

=    [0)2    +L'«]2    +[2]2    +[3]2 

=   [0]3  +[1]j  +[2]a 

=     [0]4    +i<]4 


= 

-;«|0    -[Oi,     -[Ol2    -[0]3 

-[0]4 

= 

[0^0 

-[lio    -[l]l     -[<]2    -[1]» 

-[<]4 

^s 

^<]o  +[0], 
—  l'^Io   —  [21i    — [2j2  — [2]» 

= 

;2]o  +L<]i    +[0]2 
—  [3]o  —[3,1   —  [3j2 

=^ 

[3]o    +[2]i     +[1]2    +l0]3 
-[*]0    -[♦]! 

= 

[*]o  +[31i  +[2]2  +[l;3 

-L5]« 

+  [0]4 

= 

l^lo  +[*li   +[3".2  +l2|3 

+  [«]4 

n 

s  5. 

=: 

[0]«  +[1]«  +[2Jo  +[3]«  + 

■[*J0 

= 

®Ji   +L*]i   "•"[2]i  +[3]i 

= 

fO],     +[i]^     +:2]2 

^ 

[0J3    +r«l, 

=  -lo;,  -[0|,  -[0]2  -io]3 

=       [0]« 

-[<]0  -[Ijl     -[1]2    -[<]3 

=   [<]o  +[01, 

-[2]o  -L2]i  -[2]2 


■■ 

iP 

^ 

■ 

■ 

^9^^^H 

■äin 

P 

A 

HuK«i*,             «^^^^^^1 

m  = 

-131. 

+  III1 
-131, 

+  l»ll 

^^^ 

fti  = 

(31. 

+  [S1, 

+  III1 

+1 

1], 

(5)  = 

l'l. 

+  131, 

+  l»li 

-*-i 

t, 

=  i. 

(")■  - 

1»;.  +[11.  +[si.  + 

13'. 

(')■  = 

m.  +[11,  +L«i, 

(ä)'  = 

[01>  +|iU 

< 

(0)   = 

-[»1. 

-l«l. 

-lOl, 

(11  = 

[Ol. 
-(11. 

-111, 

-l'l, 

(«1  = 

II  i. 

-|81. 

+  [01, 

-|äl, 

(3)    - 

['1. 
-13). 

+  ll|. 

+  1"!. 

i 

{*)  =■ 

[31. 

+  (»1, 

+  III1 

n 

1 

{«)•=■ 

[«1.  +[lj.  +121. 

{()■  = 

[Ol,   +1<1, 

1 

(0)  -  -[(11.  -iO], 

(1)  =  [Ol.  -111.  -[<!, 
(ä)  =  [f], -ffl. +(0], 

(3)  -  [21.  +[(], 


(0)'=   m>  +1']. 
{»)  =   -10]. 

(I)  =    m.  -111. 

(2)  =       l'l. 

Alle  diese  Ausdrucke  schneiten  nach  ao  einfachen  Geselzeo 
dass  man  sie  ohne  Schwierigkeit  tVH-  jeden  bettebigen-  Wertb  v( 
hinschreiben  kann.  Die  vvillkuhrliche  Grösse  [0]„_i  ist  alTeDtha 
weggelassen  worden,  man  kann  sie  aber  leicht  ergänzen,  wepD 
sie  nicht  gleich  Null  machen  will. 


36. 
Zur  näheren  P^insicht  in  die  überaus  kurze  Rechaang,  auf 
che    das    in  Rede   stehende  Verfahren   hinführt,    sollen'  zwei  k 
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leispielc    hinzugefügt    werden,    die    aber   fingirte   sein  mttsseft,    da 

egenwärlig    keine    in   Wirklichkeit  aasgeftthrten  vorliegeri.     Fingirte 

leispiele  haben  übrigens  den  Nutzen,   dass  sie  so  eingerichtet  we^- 

en  können,    dass  die  EigenthUmlichkeiten   des  durch  sie  zu  erläu- 

jroden    Verfahrens    hervortreten,     was    bei    den    der    WirkKchkeit 

Qtnonimenen  nicht  immer  der  Fall  ist. 

Sei  zuerst 

n  =  S 

nd  habe  man  durch  die  Messungen  die  folgenden  Zsrhtefiwertbe 
rhalten,  unter  deren  Einheit  man  sich  f^ff  Millina^ter  denken  kann, 
nd  die  sich  folglich  bis  auf  i^ffa  MiHrmeter  einschliesslich  er- 
recken : 


1 ;  =  +0.32, 

iO.,  =  +0.55, 

0,  = 

+  1.22, 

[O":,  :^ 

+  0.27 

\  =  +0.32, 

;i ',  =  +0.52, 

;.!!.= 

+1.17, 

:r.= 

+0.11 

t    0    ^^      ^"U.XO, 

i2',  =  +0.48, 

■2;.,  = 

+  1.08, 

^2':,  = 

+0.02 

:„  =  +0.22, 

■3  ,  =  +0.43, 

^      — 

+0.95, 

i3!,= 

—0.17 

:„  =  +0.20, 

;4],  =  +0.35, 

[ir:,= 

+0.82, 

l*;,  = 

—0.27 

„  =  +0.20, 

;5],  =  +0.27, 

+0.79 

0=  +0.10, 

'6],  —  +0.20 

\=  +0.16 

,=  +0.31, 

lOl.,  =  —1.80, 

lO>  = 

—0.95 

;,  =  +0.20, 

,1jj=  -2.04, 

'l'"  ]«  = 

—  1.07 

:  ,  =  —0.03, 

,2 's  =  —2.18 

\  ^=  —0.12 

In  Folge  der  Bemerkung  des  Art.  24  sollen  deii  einzelnen  Zah- 
Jnwerthen  dieser  Gi'upj)en  bez.  die  Zahlen 

— 0.2'2,     — O.iO,     —1.00,     0.00 

—  0.09,     +2.00,     +1.01, 
liinzugerügt  werden,  wodurch  sie  in  die  folgenden  übergehen, 


0",s=  +0.10, 

>.o^  = 

+0.15, 

.«■i  = 

+0.22, 

[0|3    = 

+0.27 

;r,=  +o.io, 

L-«^  = 

+0.12, 

..«>.= 

+0.17, 

[1]«- 

+0.11 

T.Ä  +0.06, 

T.  = 

+  0.08, 

■ß\l  = 

+0.08, 

m.  = 

+0.02 

3,=:  +0.00, 

[3\  = 

+  0.03, 

'ß2  = 

—0.05, 

L'^Ja  = 

— a.i7 

i.=  —0.02, 

rti.  = 

—».05, 

L*J2  = 

—0.18, 

L*]3   = 

—0.27 

[5;,= —0.02, 

l5^  = 

—0.13, 

Slj  = 

—0.21 

;6:,=  -o.i2. 

[6;.= 

—0.20 

r,=-_o.o6 

^ 

•> 

^ 

^^m 

578 

1'.  A 

.^^^^M 

{;l|  . 

-|3]. 

+l»ll 

^ 

{*)  = 

-|t|, 

+1% 

+l<], 

+  l»l,i 

1 

(5)  = 

[IJ. 

+  13). 

+  1*1! 

+  ii1j 
n 

=.. 

(»)■  = 

i»l.  +[11.  +l«l.  -t 

[3'. 

(<)■  = 

l«ll   +l<li   +1«], 

W- 

10],  +111, 

(«)   = 

-[«]. 

-lOll 

-I»l< 

(1)   = 

l«!. 

-l'l. 

-(li. 

-('). 

( 

m  = 

111. 
-1*1. 

+  10i, 

-l«l, 

(3)   - 

|91. 
-131, 

+1']. 

+  1»]. 

IM  = 

131. 

+1«]. 

+  |ll! 

N 

=  3. 

{«)'  = 

lOj.  +1'!«  +1«1. 

(<)■  = 

m,  +[tii 

^ 

^^^^^^^ 

(0)  =  -[Ol.  -101, 

(!)  =  [0],  -[(1,  -(<], 

(s)  -  (II.  -[«1.  +m, 

(3)  -  m,  +11], 


[<,)■  =  [Ol.  1-[ll. 

(0)  -  -[«1. 

0)  -     [«1.  -[ii. 

(«)  -    [II. 

Alle  diese  Ausdrucke  schpeilen  nach  so  einfachen  Geselzen 
dass  man  sie  ohne  Schwierigkeit  für  jeden  beli«bigeD  Werth  v 
hinschreiben  kann.  Die  willkahrliche  Grösse  [0]„_i  isl  altenthi 
weggelassen  worden,  man  kann  sie  aber  leicht  erganzen,  wenn 
sie  nicht  gleich  Null  machen  will. 

.36. 
Zur  näheren  Einsicht  in  die  überaus  kurze  Rechnung,  auf 
che    das    in  Rede   siehende  Verfahren   hinfährt,    sollen  zwei  t 
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leispiele    hinzugefügt    werden,    die    aber   fingirte  seiii  müsseff,    da 

e^nwärtig    keine    in   Wirklichkeit  ausgeführten  vorliegeri.     Fingirte 

leispiele  haben  übrigens  den  Nutzen,   dass  sie  so  eingerfchtet  we^ 

en  können,    dass  die  Eigen th um lichkeiten   des  durch  die  zu  erläu- 

iroden    Verfahrens    hervortreten,     was    bei    den    der    WirkHchkeit 

itnonimenen  nicht  immer  der  Fall  ist. 

Sei  zuerst 

n  =  8 

id    habe    man   durch    die   Messungen    die  folgenden   Zilhtefiwertbe 

halten,   unter  deren  Einheit  man  sich   i^  Millina^ter  denken  kann, 

id    die    sich    folglich    bis    anf  T«V<r  MiHrmeter    einschliesslich    er- 

•ecken : 

\  =  +0.32,     iO:,  =  +0.55,       0,2  =  +i.22,     [Oj;,  =a  +0.27 

\  =  +0.32,     [1  !,  =  +0.52,       l]2  =  +1.17,     ;r.3  =  +0.H 

„  =  +0.28,  [21,  =  +0.48,  i2].,  =  +1.08,-  [2^;,  =  +0.02 
]„=  +0.22,  [3  ,  =  +0.43,  \ß\  =  +0.95,  iS',  =  —0.17 
1«  =  +0.20,     ;  4],  =  +0.35,     [4]j  =  +0.82,     [4],  =  —0.27 

„  =  +0.20,     [51,  =  +0.27,     [o]j  =  +0.79 

0=  +0.10,     [6],  ==  +0.20 
;«=  +0.16 

j,  =  +0.31,     lO].,  =  —1.80,     [0]«  =  —0.95 
■,  =  +0.20,     ,11,  =  -2.04,     [1]«  =  -1.07 
]^=  —0.03,     [2],  =  —2.18 
],=.  —0.12 

In  Folge  der  Bemerkung  des  Art.  24  sollen  den  einzelnen  Zah- 
iwerthen  dieser  Gruppen  bez.  die  Zahlen 

— 0.2f2,     — O.iO,     —1.00,     0.00 

—  0.09,     +2.00,     +1.01, 
QzugefUgt  werden,  wodurch  sie  in  die  folgenden  übergehen, 
j,=  +0.10,     [Ol,  =  +0.15,     [OJ.,  =  +0.22,     [0],  =  +0.27 
],=  +0.10,     [11,  =  +0.f2,     [1]j  =  +0.17,     [1]3  a=  +0.1f 
;\=  +0.06,     [2],  =  +0.08,     1^2].,  =  +0.08,     [2]j  =  +0.Ö2f 
lj,=  +0.00,     [3j,  =  +0.03,     [3:2  =  —0.05,     [3],  =  —(fM 
.;,a_0.02,     [ii,  =  — O.05,     Li]2  =  — 0.18,     [4]3  =  — 0.27 
r.s  —0.02,     [5],  =  —0.13,     [5]2  =  —0.21 
ij.ar  —0.12,     [6],  =  —0.20 
;,  s=  —0.06 


m. 

=  +0,äS, 

[OL  =  +0.20,      '0'„  = 

+0.06'*^| 

1 

H 

m, 

=f  +0.U, 

H]5=— O.Oi.      il\  = 

—  O.OB 

1 

[»]. 

=  -0.(2, 

[%  =  —0.18 

1 

I^H 

[31.  =  -0.21 

Hieraus   bekominl    man  zuerst  durcti   die 

unter  «  =  8  in  den  .\ri*- 

3ö, 

ioi;= 

10  und  n   . 
+  0.0i,   |0j 

usgeschriebenen  .\usdrücl<e 

=  — 1.S2.  S,  =  — 2.H,  ß,  =  —0.03, 

*'. 

=  +1»  - 

0.00,  Hi 

=  -0.41,  S,  =  — LO-S, 

fli  =  +0.23. 

K, 

=      0   . 

i2r= 

+0.03,  läj 

=  +0.31,  S,  =  +0.84, 

n,  =  —0.22. 

K, 

=  -0   - 

|3r= 

—O.Ol,  |3| 

=  +0.80.  S,  =  +1.58 

U,  =  +0.0ä. 

Ä. 

=  -l> 

-|4|  = 

0.00,  J4| 

=  +1  04^  S.  =  +2.08 

1»!'  = 

— O.Oä.  |5| 

=  +0.78' 

161  = 

0.00,  ]6; 

=  +0.83 

IT  = 

-0  ,  n 

|8| 

=  —0.64 
=  — (.19 

Man 

kann   sk-h 

leicht  davon   Überzeugen, 

den 

leiä 

beiden    Bedingungsfjleicliungen     (a)    Und    [b)   des  .\r 
e».     Seien  nun  die  Theilungsfehler 

.  s 

(ienOt^ 

(Ol  =  0,      (8)  = 

0 

i 

dan 

1  geljeu  die 

Gleichungen  des  Art.  1 4 
l,  =  —0.03 

zunUclist 

i 

J 

l,  =  -0.02 
i,  =  +0.0)57 

r Lft  ni  in 

1 

^M 

Es    ist  zu  bemerken ,  dasä  zur  Berechnung  dieser  L  die  Ictzteo  (V^' 
mit  K  und   D  bezeichneten  Grössen    gar   nichl   gebraucht    word«o 
sind,    und  dass  diess  immer  der  Fall  sein  wij-d;    man  kann  sie  da- 
hingegen   zur  Controle  der  numerisclien  Berechnung  der  L  verwen- 
den.    Berechnet  man  durch  Huire  dieser  Grössen,  deren  allgemeine 
Bezeichnung    den   Index    p — 1    und    bez.   q  hat,    durch    fortgesetzte  ' 
Anwendung  der  betreffenden  Gleichungen  des  Art.  1  4,  auch  L,,  oder 
bez.  i/,+i,   so  muss  man,    wenn  die  numerische  Rechnung  fehlerfrei 
ausgeführt  ist, 

L^  =  0,   und  bez.  /,,^+,  ^ — L, 
erhalten.     Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  eben  fikr  unser 
Beispiel    angegebenen  Zahlenwerthe  der  ersten  dieser  beiden  Bedin- 
gungen    indem  hier  n  grade  ist)   entsprechen. 
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Man  bekommt  hierauf  leicht 

{«,i)  s  — 0.15H  («,3)  =  —0.4433 

J^\)  =  —00277  (rf,3)  =  —0.000^7 

(»,2)  =  —0.361 1  («,4j  =  —0.4989" 

(d,2)  =:  +0.0262 
und  hieraus  die  Theilungsfehler 

(i)  =  —0.0894  (5)  =  —0.2213 

/2!  :=  —0.1675  (6)  =  —0  1937 

:3)  =  —0.2220  (7)  =  —0.0617 

4)  =  —0.2494 

WOZU  noch 

(0)  =  0  ,   (8)  =  0 
komnien. 

Um   die   Summe  der    Fehlerquadrate   zu   berechnen,    giebt  der 

Art.  20  für  unser  Beispiel  zuerst 

;//)  =  0.6961 

und  die  obigen  Zahienwerthe  geben  ferner 

y\k\'^  =  6.1892 

//«2  =  0.0016,  V  =  0.0009,     8./7  =  0.0200 

z/,2  _  0.0000,  V  =  0.0004,  l4.yV  =  0.0178 

J.^^  =:  0.0025,  V  =  0.0002,  18.^2»  =  0.0005 

J.,;"  =  0.0016,  V  =  00002,  20^7  =  0.0040 

0.0057,  0.0017,  0.0423 

womit  der  Ausdruck  des  Art.  23 

J2  =  0.0067 
ergiebt. 

Berechnet  man  endlich  auch  die  Werlhe  der  m„,  »», ,  m^,  etc., 

wozu  man  sich  am  einfachsten  der  Gleichungen  des  Art.  16  bedient, 

so  erhält  man,   wenn  zugleich  die  obige  Bemerkung    in  Betreff  der 

den  Messungen  hinzugefügten  Zahienwerthe  berücksichtigt  wird, 

»»„  =  —0.0050  —0.22  —  —0.2250 

m^  =  —0.0040  —0.40  =  —0.4040 

»»2  =  -0.0053  —1.00  =  —1.0053 

m,  =  -1-0.0076       0       =  -1-0.0076 

m.  =  —0.0006  —0.09  =  —0.0906 

m,  =  -1-0.0062  -1-2.00  =  -1-2.0062 

m,,  =  —0.0139  -1-1.01  =  -1-0.9961 

;«,  =  0  =0 


?st;n   Beslinimuliiit'n   erhall    man    lÜL'    Lilntti>n    lit'r  üngt'- 

I  P    lfiinfi;MmlPrvalle    selbst,    durch  Anwendung   der  in  Art.  I 

ärklartingpn  dtir  überhaupt   mit  m  bezeichneten  Grössen. 

nia       wie  dort,  i  die  Grösse  der  Intpnalle  des  .Maassstalws 

tfer  .Anbringung  der  Thcilungsfehler.  so  werden  die  Langen  ilur 

r        r-htigung  desselben  angewandten  PrltfungsintP-rvalle  dun* 

ke 

"  i  -f-  w„,  i  -t-  («1 ,  (  +  wij,   etc. 


duirb  die  angestellten  .Messnngen  erhaltenen  Zahlenwerllii' 
[0],  =  +0.20      [0],  =  —0.4(1 
[II,  =  +9.3«     in,  =  —OM 
[S],  =  -t-OM     [21,  =  +tt.SS 
[3],=  +0.68     |31,  =  +ll.7t 

(t;i,  =  +0.1WI 


—0.68      [0|;,  =  —0.28 
—  O.Oä      !l],  =  +0.33 


ich  in  *' 


[2],  =  +0.B5 
Wir  wollen  diese  zuerst  unverändert  anwenden,  und  zugli 
Berechnung 

(»,0)  =  —0.3  ,   (ij,0)  =  +0.2 
woraus 

(0)  =  —0.06  ,  (5)    =  —0.25 
folgen,    wmehmeB.     Aus  de»  vorstehenden   Zahtenwerthen  erge^ 
sich  nun  znnachst,  durch  Anweaänog  der  in  den  Artt.  35,  1 0  und 
unter  n  s=  5  ausgeschriebeneo  Formeln, 

|or=+ä.ti,  |0|a.+t.)6,  Si=+3.7»,  C.=-t.i6,  *,=+»-^" 
|l|'=+0.36,   |1t»>— 0.18,  S,=  — ff.St,  B,=+0.)5,    K,=+Il — ^ 
J2|'=— 0.08,  |2i  =  — 1.33,  «,  =  —3.27,  B,=+0.6I,  K,=-0-" 
J3|'=— 0.05,  |3|  =  — 1.94 
j4|'=0  itfa.— 0.3»    • 

J5i=«+2.12 
welche   wieder  den   Bedingungsgleichungen    (fl)    und    [61   des  Art.  f 
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genügen.     Durch  die  bez.  Gleichungen  des  Art.  t  i  ergeben  sich  zu- 
nächst hieraus 

D\  =3  —0.26,  Ko  =  -l-i.24,  L„  =  —0.26 

IC,  Ä  —0.28,  L,  =  -1-0.236 
K\  =  —1.68,  L2  —  -l-0.U4o 
wo   die  Berechnung  der  L  wieder  auf  die  im  vor.  Art.  angegebene 
Weise  hat  geprüft  werden  können.     Hieraus  folgen  nun 

(«,1;  =  +0.415       (s,2)  =  +0.875 
id,\)  =  +0.0U3     {d,2]  =  —0.0^76 
(0^  =  — Ö.0500        (3)  =  +Ö.4T68 
(1)  =  +0.2147        (4)  =  +0.2004 


\     / 


'2>  =  +0.3987        (5,  =  —0.2500 
Man  erhält  ferner 

in;  r=  3.4027         i'lAf  =  13.8838 
./„2  =  5.9536,     V  =  0.0676,     5. /V  =  1.2300 
,/,*  =  0.0961,     L,*  =  0.0557,     8./','  =  0.0692 

6.049T~    Lj»  =  0.0209,  18./^  =  0.3762 


0.1442  1.6754 

Womit  sich 

J2  =  0.0226 
^rgiebt.     Schliesslich  werden 

m»  =  —0.4480 
IM,  =  —0.0364 
»12  =  +0.0722 

7|l3  =z  +0.0821 

nii  =  +0.2000 
^^'Cfcniit  man  eben  so,    wie  beim  vorigen  Beispiel  erklärt  wurde,    zu 
ne»i  PrUfungsintervallen  selbst  Übergehen  kann. 

38. 

fi)s  soll  nun  dasselbe  Beispiel  auf  andere  Weise  behandelt  wer- 
"^«1.     Zuerst  setze  man 

fO)  =  0,   fö!  =  0 
"^d  addire  zu  den,    im  vor.  Art.  gegebenen,    durch  die  Messungen 
^'"WaUenen  Zahlen werthen  bea.  die  folgenden, 

—0.488;  —0.09;   +0.03;  —0.025 
^^c^durch  an  deren  Stelle  die  folgenden 


k 
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■ 

i"_ 

H 

[0] 

=  — I1.2SS,  ;ii!|  = 

—  0.19. 

iOl, 

=  —0.63 

^^^H 

[■n 

.  =  -0.188,   [11,  = 

—0.29, 

H]. 

=  — O.Oä 

< 

^^^H 

[ä] 

,  =  — n.iäs,  [ä],  = 

+  0.13, 

[äl., 

=  +0.68 

^^^B 

[3] 

=  +0.I9S,  [3],  = 

+0.65 

^^H 

li] 

,  =  +n.iis 

■     ' 

[0] 

.  =  — 0.30ä 

« 

(1) 

,  =  +0.305 

erhalten  werden,  für  welche 

ior= 

II 

|0|  =  +l.733,  S.= 

+3.78,  D,= 

-0.3U.  Ä„ 

=     0 

|ir= 

0 

|l|  =  — 0.093,  S,= 

-0.81,  fl,=+0..3ä0,  K, 

=    II 

|ä|'=+0.{ll 

|ä|  =  — 1.360.  S.,= 

-3.ä7,  fli=+0.S50.  Ä, 

=+0.1)0 

i3r= 

0 

|3|  =  — 1.910 

i*r= 

0 

]4]  =  -0.4lö 
|5|=H-ä.0»7 

Wie  iiia 

n  sieht,  sind  hier  die 

VVerthe  der  \ 

Tschieiiener 

S  gen»" 

dieselbea,    vt 

ie  im  vor.  Arl.,    und 

es  lässt 

sich 

(larthun,    dass  dies- 

immer 

der  F 

all  sein  mnss,  welche 

Grössen 

man  auch  den 

verscNie- 

denen 

Gnipp 

en  der  Messungen  hinznfügl. 

Hier 

bekommen 

wir  n«jn 

t.= 

-0.3U 

^ 

t,  = 

-0.3U 

-w^nr^ 

L,=  — 0.)55S 
und  sodann 

(«,1)  =  +0.71S  (8,2)  =  +1.178 
(ii,4)  =  -0.1087       (<i,2)  =  — 0.M76 

(0)  =  0  (3)  =  +0.6463 

(1)  =  +0.3047         (4)  =  +0.4103 

(2)  =  +0.5287  (8)  =  0 
Zur  Summe  der  Fehlerquadrale  ergiebt  sich  jetzt 

(i()  =  2.1760,  £\k\'  =  12.8724 
J,'  =  0,  i,'  =  0.0986,     5^V  =  0 
J,''  =  0,  L,'  =  0.0986,     SJ','  =  0.2008 
L,'  =  0.0242,  18^V  =  0.4386 
0.2214  0.6364 

und  hiemit 

Jl  =  0.0226 
wie   im   vor.  .\rt.,    obgleich   hier   die  Rechnung   durch  ganz  ina^ 
Zahlen  geführt  worden  ist. 
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ichliesslich  erhalten  wir  jetzt 

ffio  =       0  —0.488  =  —0.4880 

»«,  =  —0.0264—0.09  =  — 0.M64 
ffjj  =  —0.0778+0.03  =  —0.0478 
»».,  =  —0.0529—0.025  =  —0.0779 

»»4=0  =0 

s,  gleichwie  die  Theilungsfehler ,  voa  den  im  vor.  Art.  erhal- 
Werlhea  bedeutend  verschieden  sind. 

39. 

Im  in  die  eben  erhaltenea  Resultate  die  Bedingungen,  welchen 
leilungsfehler  der  Endstriche  des  zu  berichtigenden  Maassslabes 
legen,  einzuführen,  dienen  die  Gleichungen  der  Artt.  1 7  und  1 8. 
;n  wir,  wie  im  vorvor.  Art.,  an,  dass 

(0)  =  —0.05,   und  (5)  =  —0.25 
ollen,  so  erhalten  wir  durch  die  Gleichung  [k]  des  Art.  17 

<y(0)  =  —0.05 

d{\)  =  —0.09 

(J(2)  =  —0.13 

d{3]  =  —0.17 

<)(4)  =  —0.21 

d{o)  =  —0.25 
US  den  Gleichungen  (m)  des  Art.  18, 

dmo  =  +0.04 

dtiii  =  +0.08 

<J»rtj  =  +0.12 

dtn^  =  +0.16 

dmi  =  +0.20 
nan  diese  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Resultaten  hinzu,  so  ei^ 
sich 

(0)  =  —0.0500  m«  =  —0.4480 

(1)  =  +0.2147  »»,  =  —0.0364 
(2;  =  +0.3987  m^  =  +0.0722 

(3)  =  +0.4763  »»j  =  +0.0821 

(4)  =  +0.2003  »»4  =  +0.2000 

(5)  =  —0.2500 

;  sich  mit  den  Resultaten  des  vorvor.  Art.,   wo  der  Rechnung 
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Mforl    dieselben.  Bediogui^D    ualer^lugl    wonlcm    wmvn ,    in   volJ- 
siantliiier  L'eburemsfiaiinung  befinden. 


40. 


ir  ThGih 
■ren  Ef^    j 
;  in  »>    ' 


Dil*  Glc'ichuoin^n  des  Art.  19  konimcn  zur  Anweiulunjj,  Menn 
nicht  dif  Tbeilungsfehler  dw  Eoiistrirbe,  soniiem  die  anderer  ThGi^ 
sUichtr  lies  MaasKstabes  im  Voraiu  i^gebcn  sind.  Zur  weiteren 
lltuterung  dieser  Gleichungen  hoK  angenommen  werden,  dsss 
serem  Beispiel  nicht  die  Fehler  der  Theilütriche  0  und  3,  sonilerf» 
statt  dessen  die  der  2  und  i  gegeben  äeieii,  und  zwar  dass 

:i    =  +0.t4»7,  lind     V  =  +(I.ÄäO;) 
werden  »ollen.     Zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  Art.  19  crhal- 
teo  wii-  jet/,l 

t  s=  2,  .c;  =  -I-0.44S7,   Ir)  ■*=  +0.5287  .^| 

f.3>i,  (p)b:  +0.3$03,    («>  ^  +0.i10:l  ^M 

c  =  — n.oioo.  £  =  —0.0800  ^* 

wo  die  Werlhe  von    y    u«d    *    diejenigen  sind,    die  im  Arl.  38  (ge- 
funden   worden    waren.      Die  Gieiehwngeo    k'^   und    m''    dc.^  Arl.  lU 
geben  nun  durirh  Anwendung  der  vorslebenden  Zahli-nwerthe  sogleich 
d'  II    =        (I  d'tn.,  =  +0,11 1 

ä'[r)  =  —0.0*  (»'m,  =  +0.08 

d'(2)  =  —0.08  *'m,  =  +0.12 

d'{3)  =  — O.ia  d^mj  =  +#.4ft 

d^'(i)  =  —0.16  d'mi  =  +0.20 

d'(5)  =  —0.20 
welche   den    Resultaten    des  Art.  38  -  hinzuzuRlgen    sind.     Man  sieht, 
dass  die  Werthe  der  m  dieselben  werden  wie  ira  vor.  Art.,  weshalb 
sie  nicht  hingeschrieben  zu  werden  braochen ;  fUr  die  Theilungsrehler 
ergeben  sich  jetzt 

(0)  =      0 

(1)  =  +0.2647 

(2)  =  +0.4487 

(3)  =  +0.5262 

(4)  is=  +0.2503 

(5)  =  — 0.20«0    . 

woraus   raan   erkennt,    dass   die    den    TheilungsfehlM«    (2)    und    fi' 
oben    untergelegten  Bedingungen   erfüllt  sind.     Uebrigens  wird  man 


61]         Bestimmung  d.  Theilcngsfshlbr  e.  graulimgen  Maassstabes.        587 

\eicht  gewahi',  dass  diese  Bedingungen  so  angenommen  worden  sind, 
dass  sie  nur  eine  Verschiebung  der  Theilungsfehler  bewirken,  was 
jedoch  in  den  Anwendungen  nicht  vorkommen  wird,  und  auch 
leichter  berücksichtigt  werden  könnte.  Die  vorstehende  Behandlung 
unseres  Beispiels  hat  blos  den  Zweck  zu  zeigen,  dass  man  in  allen 
Fallen,  welche  vorkouuuen  können,  die  Aufgabe  so  lösen  darf,  als 
wären  (0)  und  (n)  gleich  Null,  und  dass  man  darauf  jede  mögUche 
Bedingung  in  Betreff  der  zwei  Theilungsfehler,  welche  die  Auflösung 
unbestimmt  lässt,  mögen  diese  sein,  welche  sie  wollen,  durch  die 
Gleichungen  der  Artt.  1 7,  1 8,  1 9  mit  Leichtigkeit  berücksichtigen  kann. 


Zweites  Verfahren. 

41. 
Das  eben  abgehandelte  Verfahren  ist  das  vollkommenste,  welches 
2ur  Auflösung  unserer  Aufgabe  gegeben  werden  kann,  da  es  alle  Com- 
binationen  der  Intervalle  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  berück- 
sichtigt, welche  überhaupt  der  Messung  unterworfen  werden  können. 
Dieses  Verfahren   muss   deshalb  allen  Unbekannten  der  Aufgabe  die 
grösstniöglichen    Gewichte    zutheilen,    auch    sind    die    Rechnungen, 
Mrelche  es  verlangt,   so  einfach  und  kurz,    wie  bei  keinem  anderen 
Verfahren    möglich    ist.     Dieses  Verfahren    verdient    daher   vorzugs- 
weise angewandt   zu  werden,    und    würde   auch    immer   angewandt 
Werden    können,   wenn  nicht   ein   Umstand  damit   verbunden   wäre, 
der  in    manchen   Fällen,    welche    vorkommen  können,    wenn   man 
^'on    der   Strenge    Nichts    vergeben    will,    dessen  Anwendung    sehr 
"Mühsam    macht.     Wenn    nemlich  n  eine    sehr  grosse  Zahl   ist,    so 
^^chst  die  Anzahl  der  auszuführenden  Messungen  (nahe  im  Verhält- 
^>ss  von  n^)  so  an,  dass  die  Ausführung  derselben  sehr  mühsam  und 
^^itraubend  wird. 

In  Anbetracht  dieses  Umstandes  erscheint  es  nicht  überflüssig, 
^^ch  ein  anderes  Verfahren  anzugeben,  welches  bei  einer  grossen 
"^^zahl  von  Intervallen  oder  Theilstrichen  auf  geringere  Arbeit  hin- 
^•^hllich  der  anzustellenden  Messungen  hinführt,  und  es  liegt  an  der 
^^«^d,  dass  diess  nur  dadurch  bewirkt  werden  kann,  dass  man  ge- 
^^isse  Gattungen  von  Combinationen  der  Messung  nicht  unterwirft. 
^   aber  hiemit  zugleich  die  ganze  Auflösung  der  vorliegenden  Auf- 
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gälte  eiaen  veräailerlen  tiiiDif  iiitiuiil  iiml  ;iuf  Kiul^leicliuugnu  ancl^ 
rer  Form  hinfuhrt,  so  tnuss  ilicsi-  VurtuhrungsarL  buüonilerA  abgrieilor 
und  erklärt  wertlf-'n. 

4ä. 

Es  ^icbl  eine  Uattung   von  Coiuhinationen,   die  auf  keinen  Fall 
weggelasj«!«  werden  darf,   iiendich    die  Verbindung  der  Theilstriche 
0  und  I,    I  und  S,  2  und  3,  u.  s.  vv.  mit  einander,  oder  mit  anderen 
Worten    die   Vergleicfiung   der  einzelnen    Intervalle    des   Maaüsstalier^ 
mit  einem  Prllfungsinlervall,  und  diese  soll  daher  in  den  nachfulgeo- 
den  Rntwickelungen  ausdrücklich  aufgenommen  werden.    Da  es  alu^r 
von  der  besonderen  Anschauung  der  die  Ausi'uhrung   leitenden  l'er — 
öon  abhängt,  welche  der   übrigen  (iombinalionen  entweder  wegge 
lassen  oder  aufgenommen  werden  sollen,   so  wollen  wir  diese 
tereu  allgemein  halten,  und  die  Formeln  unter  diesem  Geüiclilspunkl 
entwickeln. 

Seien  x,  Ä,  /i.  ele.  die  übrigen  aul'xunehmeuden  Intervalle,  ihrer 
Urüsse  nach  geordnet,  so  das» 

X  <  Ä  <  /t  etc. 
und  sei  das  grfisstc  dieser  Intervalle  nicht  grösser  als  p  oder  bez. 
wo  p  und  (/  diesollie  bedoutunij    liiiben,    wie    in    den   Arll.   9    u.  f. 
Seien  feraer  tj  die  Anzahl  aller  aufgeDommenen  Intervalle ,  wodurch 

^  ^  (der  Anzahl  der  x,  A,  fi,  etc.)    +i 
wird,  dann  sind  die  urs[irunglichen  Gleichungen  unserer  Aufgabe 

—  (0)  -I-  (1)  -hm,  +[0]o=  0 
-(1)  -»-  (2}  -|-m„ +[1]o.=  0 

—  {2)  +  (3)  -l-mo  +L2]o=  0 

etc.  bis 

—  (n— 2)  +  ;n— i)  +  m„  +  [n— 2]^  =  0 

—  >— l)-i-      [n]     +  i»o  +  [n— 1]„  g=  0 

—  ;0)+      {nj     +m,  +  [0],  =  0 

—  ','!)  + (»«+1)  +  m,  -I-  [1],  =  0 

etc.  bis 

—  (n — X — i)  ■+■  (n — 1-j  +  m,  -I-  [n— x — 1],  äs  0 

—  ^n— x)     -t-      in)      -t-  m,  -h      [n—n],    —  0      . 


] 


-(0)  + 

w 

+  m,  +  [0],  = 

0 

-0)  + 

{).+  {) +  m,  +  [{],= 

0 

etc.  bis 
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— 

;/■ 

-k' 

-1 

[n—v 

-f- 

m.^ 

-1- 

II— k- 

L. 

-11, 

= 

0 

— 

1 

■):■ 

+ 

+ 

m.2 

-1- 

■k]r 

= 

0 

— 

0' 

+ 

+    »«3 

+ 

lO: 

3    ^ 

0 

— 

-1- 

> 

+  1 

+   »':. 

+ 

■v 

3    = 

0 

etc.  1 

m 

— 

-." 

— 

1  + 

«— ! 

^  + 

»Mj 

-1- 

i" — ." 

r— 1 

1  — 

0 

— 

■f^) 

+ 

(tr 

+ 

»«;, 

+ 

[«— 

-/<\ 

= 

0 

etc. 
ie  nach  der  MelluHh»  der  kleinsten  QuHdr<^le  zu  beliandeln  sind. 

43. 

Das  bekannte  Verfahren  fülirt  auf  (lie  folgenden  Rndgleieluingen : 

,;0^-/i-'_/x;—  A)  — /^i  —  ote. 

— m^^ — Wi  —  ....  —  iw,._|  +  jO}  =  0 

-  0  -f.   ,^  +  1   (i;_  2,_  x+l)—  A+l  —  //+I     —  etc. 

— m,— //i2—  ...  —  m,^_i  -f-  jlj  =  0 
--  r +  :/^+l  (2  —  ;{  —  xH-2 ;  — :A+2)  — 71+2;  —  etc. 

—  Wll  —  m2 —  ...   —  W/^t  +    {2j    :=  0 

I.  s.  w.   bis  zur  (jleichung  für  den  Tlieilungsfehler   (x — T.,  ferner 
—  x — I  +  w+2    X  —  x+r —  2k'  —  ,x+A — (x+«i  —  elr,. 

—  ^2 — ^'*:« —   •  •   •   —  ^f^fj-\   +    1^!   =  ^^ 

—  X  -H  //+2    x+l  —  x+2;—  2x+r  —  ^x+A+l  —  ^x+/i+I)  —  etc." 

— */i2 — wii —  ...  —  fn,,_i  +  !^+'!  =  ^ 
s.  w.  bis  zur  Gleichung  für  den  Tlieilungsfehler  (A — 1,,  ferner 

-  ;.— X  —  A— r^+.i;+:r  ):—).+  i—[?.+x  —  2?:—k+u\  —etc. 

— «j.,— wt4—  . . .  —m,. .,  +  ;;,{  =  0 

—  ik+x+V.  —  ;'2A+r—  ;.+.«+ 1 )  —  etc. 

— 1% — m^ —  ...  —  tii,.  i  +  l^+M  =  0 
s.  \v.   bis  zur  Gleichung  für  den  Theilungsfehler  (/i— 1),  ferner 

— /i+I)  — ;/i-f-x:  — (A— /fi  — f2/i)  —  etc. 

1— >— A+1)— >— x+l)  — (/r  +  iii  +  4;(/t+i; 

—  //+2y  —  jw+x-hl}  — (/t+A+lj  — ;2^+lj  —  etc. 

— m4— ;i/5—  .  .  .  — w,;«,  -h  l/'+M  =  0 
.s.   \v.    bis  alle  aufgenommenen  (>)mbinalionen   erschöpft,   und   die 

khhaDdl.  d.  H.  S.  (ictellsciK  d.  Wissenscli.    XV.  40 


45. 


1 


In  l''ol£tt>  der  Syiimmlrie  in  den  Rodslciclinngen,  iiiif  wolotio  im 
\or.  All,  iitirinerkRaiii  geinuclil  miide,    kann 'iiiii?i   uiirlt    liior  ilii'  im 
"ersten     Verliiliren»     cingHllllirlRn    SimnitPn     tmd     Unlersrliiede  ilw 
TlieilmiHsfclilnr  mit  Vortlipil  anwenden.     Seien  diiiicr  wieder 
Ih,0)  =  (())+(«)  ((/,«)  =  (0)  —  !«; 

(ä.i)  =1  (i)  +  i;h_ii  (,/,.)>  =  (<)_(ff_i) 


welche  (ileidnuigen,  wie  man  oiien   in  den  Aill.   9  niid    1 1  ;:i'<('lii*(i 
hat,  ihren  nalfirlichen  Alisnldiiss  hei 

u,p)='i{p),  !''./'-'    =  /i-r-;;»+l' 

wenn   ii  eine  gradc  /ald  isl,   und   hei 

wenn  ti   eine   un|^rade  Zahl    Isl,    lindi'n.      Wir   Wfitten    sie   hImt  liii'i 
Weiler  fortsetzen,  nnd   ferner  nofh   die   Bezeiehnuiif<en 

V;j-|-21  =    ;n.2  +>— ^'.  './.;.+  !     =  {/j+l    —  /— I 
etc.  ele. 

lind  lieziehnniisweiwe 

'.)i,<i+\)  =    '(f+V+  if,  [tiq+V    =     (l+V}  —  '<l 

ele.  elr. 

eird'iiliren.   woraus  sieh  die  iillgi'iueiii  i-ullij^en  tileiehiingoii 

.«./,■■■  =    s.„  —  k.  ■./7.-1  =  ~:,l.u—k 
e[i;ehen,    wenn    /.■    iii^eiiil    eineti    lnde\    he/eirlincl.   der    nielil  ^ni""'' 
als   )i    ist. 

46. 
Wir  können  nun  sein'  leiehl  aus  den  lMidi;leicliiiiiJ<eii  ili'S  Ail'  ' 
die  eiils|n-e(lienden  für  die  SiiiiKHen  und  l'nlersdiiede  ahleili'ii.  ''''"" 
dies.'  (llfichunjieii  »niersdii'iden  sieh  in  den  fdiedern.  «elHi'"  ''"' 
Tlieiluni<sfelder  entliallen,  nur  dadnreh ,  dass  die  ^'  und  he/.  .Nr ''■'" 
die  Stelle  jener  Irelen;  die  ilhrii<en  Ahiiiideruii^en  sind  .«ehr  '''"'"' 
zu   linden.      Setzt   iiiiin  wieder 

-    '   -  -      ■■  \  =  ;<»i-4-i«i 

CiL-. 
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wie  im  Art.  9,  so  sind  die  Kndgleicliungeii  für  die  Summen: 

r^sfij  —  \S^'\)  —  yS^Kj  —  ;>',/., —  *•,//)  —  etc.  +  iS„  =  0 
—  \s,\]  +  v^  + ' ;(« J  y  —  (^jä)  —  (5,>c+ 1 ,  —  s,X+ 1  ], 

—  s.jii+\\  —  etc.  +  iS,  =  0 

—  sS)  +  [fj+  I  )i«,2)  — 1^,3)  — :«,X+2i —  S^}.  +  i: 

—  H.u+t    —  etc.  +  iS'i  =  0 
etc. 

—  .v.;«+/<    —  etc.  +  S,  =  0 

—  Ä,x+A+I)  —  (.v,x+//+l;  —  etc.  +  ü^^x  =  0 

etc. 

—  s,ü  — :M — ^)  —  (^^^ — l)  +  '7/  +  3jix.A)  —  i^,A+1) — Ä,A+jc) 

—  !*,2A)  — (.s,A+/«)  —  etc.  +  Sa  =  0 
— •  isj";  —  (.v,A —  x+  1 )  —  ./f.Aj  +  v'/"*"*^)  (*-^"*"  I  j  —  i^^^A^-2) 

— (ä-,A+x+I)  —  !&',2A+I)  —  (,v,A+/i+l)  —  etc.  +  ü^^y  =  0 

etc. 

—  ■»,())  —  (*,/e— A)  —  (s.fi—x;  —  (^,/*— '1 )  +  I  ^Z+x)  {s.in)  —  ^a;,/H-1  ) 

—  [b\fi+x)  —  (.v,/e+A)  —  («,2/f'  —  etc.  +  S^^  =  0 
— ^^J.—(if,^—A+l)  —  (y,/e—xH-l)  —  :^,/r)  +  ;^  + 4)  («,//  + 

—  («,,a+x+l)  —  (i>',/«+A+l)  —  (*',2/f+l)  —  etc.  +  S^^.,  =  0 

etc.  etc. 

t^iese  Gleichungen  bestehen  für  sich,  da  alle  m  aus  ihnen  v«rsch\vun- 

*lcn  sind;   ihre  Anzahl   ist  der  der  Unbekannten,   die  sie  enthalten. 

};leicli,  und   sie   bilden  jetzt  das  erste  System   von  Endgleichungen. 

Sie  brechen  bei  der  Gleichung  für  s,p]  ab,  wenn  n  grade  ist,  und 
hei  der  Gleichung  für  {*,(/;,  wenn  w  ungrade  ist.  Sie  sind  wieder 
rcciproke  Gleichungen,  und  können  auf  bekannte  Weise  aufgelöst 
werden. 


47. 

f  Setzt  man  wieder 

/^.,=  {0}-{h} 
/>,  =  {1J_{«-I} 

etc. 

^^'*^    iui  Art.    11,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Endgleichungen: 


aflt 

" 

■ 

P.  A.  H»jsB», 

■ 

" 

,,M  - 

-  rf.l,- 

(/.x,  — 

.il.i.,  —  :il./,)  —  f 

,.. 

1 

— 2m„— 2Wi 

-  .  .  . 

-  im. 

-, +  0. 

=  4 

-(dfi) 

+  ('/+!, 

;,/,i)- 

,J,S)  — ;l',»+l;  — 

(</,J+ 1 

-[il-l 

+  ',- 

*1 

— ämi— 2ffl 

—  .  .  , 

-im. 

,+fl, 

=  ^ 

-iJ.l, 

+  (v+i 

,i.2  - 

i/,;l;  — (((,»+i;- 

,d.>.+i 

—  J./.+ä:  — 

etr. 

-i„„-m. 

-  . .  . 

—2m, 

-,  +  «: 

=  O 

elf. 

—  «,(11 

-ii/.»- 

i+  »;H-2    J.»  —  i/.«+l 

—  ^.i 

—  rf, 

»+;,! 

— 

'l.i:  +  i 

1  —  eil- 

1 

—  J«|,.— im.- 

—  Im, 

,  +«. 

=  0 

-(d.l 

-(./,«,+ 

\'l  +  i 

.y.ü+li-  ./.«+i 

—  ,l.i, 

+  1  - 

-./.x+i+l.      1 

■ 

— 

l.x+ii+\    — 

(■!«•- 

■ 

—2m,— im,,— 

■2»i,_ 

+  «... 

s=  '' 

—  r(.o  _(,/.;.— n  -  ,(./— I  +  ,,+:!  r/./.  —  ,i.i+\ 

—  ./.).+>  —  ij.iii- iJ,i+/i,  —  e" 
—  ä»i.,— äl«,—  .  .  .  —am,..,  +  »,  =    " 

—  y.l  —  ,i/,J— «+I  -;.;,*)+  .(+3   ,t.k+{)  —  ,ilJ.+i: 

— (J,*+»+l|-  ./,2;.+  l  — (rf./+/.+  l    -  ••" 
— Si»,— 2«i.—  .  .  .  —2m,.,  +  0,„  ==    " 
etc. 

—  (/,0)  —  itLii — /j  —  :rf./i— X  i  —  ^tl./i —  t }  +  (//  +  4 '  [dy/i)  —  [d,/t-t-\  I 

—  [d,/i  +x  —  {d,ii+X)  —  [dyift)  — '  e- 1  «■• 
-im,—  ....  — 2m,_,  +  ß,  =    • 

—  rf, l  —  d.ft — >-»-  I  —  ^ä.ft  —  x+ 1 ;  —  {ä,fi)  +  iij+^i  'd,/i  + 1  i 

—  ;ii,;H-2j—  ii,;H-a+l)  — j/./j+i+l  — ,i(,2/<+l,  -  et«'- 
—  im,—  .  .  .  — Sm,,,  +  fl,»,  =    * 
etc,  elc. 

welche   bei   der  Gleichung   für    d.p — Ii    und   hez.    d,q,    abbi-ech«"' 
Zur  Ergänzung  dieser  Gleichungen  kuminen  nuch  die  rolgenden  hiozi'- 
— 2(ii,0)  +2»m.+ä|0|'  =  O 

—i'd,0—id,\,—  .  .  .  — ä;(/,»— I  +2(ii— x+r»i,+2|)}'=  O 
,  — 2/).— 1:+2  «— J+l;»i.,+2|2i'  =  O 
.  — äV,,ii— I  +ä  n— ji+l;m,+2;3i'=  <> 
elc. 
Die  Gl(  ietiiuifien  dieses  .Art,  bcslehen  wieder  ftlr  sich,  und  ilire  .^f 
zahl  ist  wiedei-  der  der  Unbekannten  gleich ;    sie  bihlen   das  zwt'i't' 


— 2/0)— 2;rf.l  — 
—  2'i(,0;— 2,rf,l   — 
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System  von  Encigleichitngen  bei  der  gegenwärtigen  Auflösung  unserer 
Aufgabe.  Auch  sie  sind  reciproke  Gleichungen,  auf  welche  man 
die  bekannte  Auflösung  solcher  Gleichungen  anwenden  kann. 


i8. 

Wenn  man  die  Gleichungen  des  Vorvor.  und  des  vor.  Art.  für 
irgend  einen  bestimmten  Werth  von  n  ausgeschrieben  hat,  so  ereig- 
net i>ich,  dass  in  einigen  der  s.k)  und  d,k  der  Index  k  die  Grenze 
der  Gleichungen  übersteigt,  mit  anderen  Worten,  dass  k  grösser  wird 
als/>,  oder  bez.  /^—  I,  oder  bez.  q\  diese  Glieder  können  und  müssen 
durch  Anwendung  der  im  Art.  4o  erhaltenen  Gleichungen 

s,k]  =    n — fc  ,   jl.k)  =  —  d.n — k) 

auf  solche  zurückgeführt  werden,  in  denen  k  kleiner  oder  wenig- 
stens nicht  grösser  ist,  als  die  eben  genannten  Grenzwerthe.  Hiebei 
küunon  drei  veischiedene  Fälle  eintreten,   die  wir  besonders  erörtern 

wollen. 

1;  Wenn  nach  der  erklärten  Zurückführung  des  Index  fc,  dieser 
einen  Wcrlh  annimmt,  der  in  der  betreffenden  Gleichung  sonst  nicht 
^orkonuut,  so  entsteht  ein  besonderes  Glied,  welches  im  ersten  System, 
das  ist  in  den  Gleichungen  für  die  {s,k]  den  Coefficienten  — I,  aber 
Jui  zweiten  System,  oder  in  den  Gleichungen  für  die  {d.k)  den  Coef- 
ficienten +  1   bekommt. 

i)  Wenn  der  zurückgeführte  Index  einen  Werth  bekommt,  der 
ohnehin  in  der  betreffenden  Gleichung  vorkommt,  so  vereinigen 
^'ch  diese  beiden  Glieder  mit  einander.  In  den  Gleichungen  für  die 
M*j  bekommt  das  entstehende  Glied  den  CoefQcienten  — 2,  aber  in 
d^nen  für  die  (rf.fc  heben  sich  die  beiden  vereinigten  Glieder  gegen- 
seitig auf,  und  verschwinden  daher. 

3)  Wenn  der  Index  des  zurückgeführten  Gliedes  dem  des  Haupt- 
S'iedes  der  Gleichung  gleich  wird,  d.  i.  des  Gliedes,  welches  einen 
Positiven  Coefficienten  hat,  so  wird  in  den  Gleichungen  für  die  («,Ä; 
dieser  Coefficient  um  Eins  verkleinert,  und  in  denen  für  die  (c/,A'; 
^^i  Eins  vergrössert. 


<  »^     =    ..^ 

'■■  4J,     =  ^~f^     4Jf 

Am,  =  '     d.it 


<l^  -KU.  1» 


(hn. 
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Sobstituii  t  man  die  vorstehenden  Gleichungen  für  d{s^k)   in  die  End- 

^    gleichungen  des  Art.  46,    so  erkennt  man  sogleich,    dass   in  jeder 

^Jereelben   [s^O]  verschwindet,    und  übrigens  dieselbe  Form  bewahrt 

bleibt.    Die  Substitution  der  obigen  Gleichung  für  ()((/,/c),  so  wie  der 

Gleichungen   für  (Jm^,   d>W|,  etc.    in  die  Endgleichungen  des  Art.  47 

•giebl  ein  ähnliches  Resultat.     Da   in  diesem  letzteren  Falle  die  Re- 

"  dnction  weniger  einfach  ist,    so  wollen  wir  sie  für  die  zwei  ersten 

"  Gleichungen  hier  ansetzen ;  für  die  übrigen  Gleichungen  verfährt  man 

ebenso. 

Nehmen  wir  blos  auf  die  mit  (d,0)  multiplicirten  Glieder  Rück- 
sicht, so  giebt  die  erste  Gleichung  des  Art.  47  nach  der  genannten 
Substitution  die  Glieder 

-  -~  l^/^O;  -  *^:d,0) 

n       •        ^  n    ^    '    ■' 

etc.  etc. 

Da  aber  die  Anzahl  der  Glieder  in  jeder  der  beiden  Columuen  =  jy 
ist,  so  wird  der  ganze  Ausdruck  sogleich 

^(,/,ü^_^;j,ü)  =  0 
w.  z.  b.  w.     Die  zweite  Endgleichung  des  Art.  47  giebt  unmittelbar 
nach  der  Substitution  die  Glieder 

_  ür_*  ',/,ü,  _  ^irl^^n  ,ij)  -  *'  d,0) 

—  etc.  —  etc. 

wo   die  Anzahl  der  Glieder  einer  jeden  der  beiden  Columncu  =  ;^  —  I 
**^^-     Die  Summe  der  Glieder  beider  Columnen  wird  also 

unti  f|^3p  ganze  vorstehende  Ausdruck  wird 

«  z.  b.w. 


o'.m 


I'.    A.    HAVStN. 


Wir  2i(-lii>ti  üus  rliescii  l'iik'rsucliuiigi'ii  ileii  Scliltiss.  ilass  [tmii 
in  jucli'iii  Fülle  die  liiulyleichungeii  der  Arll.  it\  hikI  47  in  ilrr  An- 
rieh nie 

«,(l,  =  0,  irf,0  =  0 
aullöseu  darf.  Weuii  in  s|)cciellen  Fällen  solche  Nebenbedintfuii^i 
vorhanden  sind,  wodurch  rien  beiden  Grüssen  («,0',  und  ytl^(^\  oder 
(linor  derselljen ,  Wüithe  lieigelegl  werden  iiiLlsKen ,  die  von  der 
Null  vurttchioden  t>ind,  sa  kann  man  dieäo  auf  die  nuuiliclie  Weise 
lierilfksiohtij^en,  wie  bei  dum  «orslen  Verfahren"  erklärt  wurde. 

Ich  lasse  nichl  unerwtlhal,  dass  man  aus  den  Endj^leichiingeii 
des  Arl.  i7  alle  r«  durch  ein  allgemeines  Verfahren  eÜminiren  kann; 
du  aber  hierauü  keine  besonderen  Vorlheilc  enispringen.  so  iinli^r- 
Itime  icl)  die  Ausführung,  die  auf  ein  Syslein  von  Gleichimgeo  li"' 
die  {d,k)  fuhrt,  in  welchen  die  ('.oetÜcienten  zusannnengeselzte  Auj- 
druck«  bekemnien,  und  kein  roeflicienl  Null  hl. 


i 


öl. 
lim  die  Summe  fici'  Fehlerqiiadrale  /.n  erhiilleTi.  kann  man  Äii''' 
beim  gegenwärtigen  Verfahren  der  (ileiehung    Ji    des  All.  20.  ih^ni 
lieh  der  Gleichung 

Jl=  '^tC)  -t-  y\k\ik\  ■+■  ^>l'ffli 
bedienen,  deren  An\^eIldnng  geringe  Arbeil  veiursachl,  iil"'i  \t'i 
langt,  da^s  alle  Unbekannten  der  Aufgal)e  sehen  herechnel  wmili^" 
sind.  Diese  Gleichung  ist  indess  einer  ümfurmung  fUhig,  weicht' 
mit  derjenigen,  die  in  den  einfacheren  Fallen  angewandt  zu  werden 
jiHegl,  dieselbe  Quelle  hat,  und  hier  kurz  angedculel  werden  soll- 
Durch  die  Anwendung  der  ersten  der  im  Arl.  21  angegebenen 
Gleichungen  gehl  die  obige  in 

Ji  =  (ir,  +  ;  vs»{«,ft,  +  [-  |.i'/>*iy.A-;  +  iy]k{ni,\ 
über.  Setzt  man  nun  vor  Allem  '«,0;  =  Ü,  ({/,();  =0,  und  lä»" 
demzufolge  die  erste  Gleichung  eines  jeden  der  zwei  Sjsleniü  *"'' 
Endgleichungen  unbeaehlel.  bezeichnet  die  Goenicienicn  der  ilbrig""" 
Endgleiehungen  auf  die  gewöhnliche  AiL,  und  iWiw  die  des  crsW 
Sjstemes  mit 

[aa],  {ab), («/) 

(fl6),   (66) [hl] 

üle. 
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uad  zur  Unterscheidung  die  des  zweiten  Systems  mit 

(««),    [aß), («/) 

(«/^),  m^ 'P) 

etc. 
uendel   auch    bei   der  Aullösung  der  Endgleichungen  die  bekannten 
Hülfsgrössen  au, 

;fefc,l^,   (fef,!),  .  .  .  'ft/Jy 
(rc,2;,   {fc/,2^.,  .  .  .  ^r/,2y 
etc. 
so     wie  im  zweiten  Svsteni  die  ^hnhchen,  mit  griechischen  Buchstaben 
zu     hezeichnenden ,  so  Kndet  man  auf  bekannte  Art: 

\va    die  Reihen  fortgesetzt  werden  müssen,  bis  alle  Unbekannten  er- 
schöpft sind.     Die  Arbeit,  welche  die  Anwendung  dieses  Ausdrucks 
verursaclit,    kann    übrigens   derjenigen  des  obigen  Ausdrucks  gleich- 
gesetzt  werden,    da  jeder  dieser  beiden   Ausdrücke  aus   derselben 
Anzahl  von  Gliedern  besteht. 

52. 

Zur  Berechnung  der  Gewichte,  welche  das  gegenwärtige  Ver- 
fahren den  Unbekannten  beilegt,  ist  Folgendes  zu  bemerken.  Die  Anwen- 
dung eines  der  bekannten  Verfahren  zur  unbestimmten  Autlösung  eines 
Systems  von  linearischen  Gleichungen ,  bei  gegebenem  Werthe  von  w, 
führt  in  Bezug  auf  das  erste  System  von  Endgleichungen  zur  Kenntniss 
^es  Coefficienten  von  ii^  in  der  Gleichung  für  «,A'^,  welchen  Coefli- 
^'lenten  wir  «,/rJ  nennen  wollen.  Durch  Anwendung  desselben  Ver- 
fahrens auf  das  zweite  System  von  Endgleichungen  gelangt  man  nicht 
^ur  zur  Kenntniss  des  (Coefficienten  von  l)^  in  der  Gleichung  für  (c/,fc}, 
sondern  auch  zur  Kenntniss  des  Coefficienten  von  jij'  in  der  Gleichung 
f^  m„  welche  beiden  Gocfficienten  hier  mit  \ilM^y  und  [ij'  bezeichnet 
^Verden  sollen. 

Wenn  wir  nun,  wie  oben,  die  Gewichte  durch  ein  der  betref- 
fenden Grösse  vorgesetztes  V  bezeichnen,  so  ist  ohne  Weiteres  all- 
gemein 


lind  den  liiilwiiki'Uni^ii'n 

l'k 

wo/u   noch   ln.'ini'rtvl  uci 


nnd  wegen    d.ji    =:  )1. 


P.  A,  HA:i8fcs, 
di':s  Art.  iii  gt^ni;t.ss 

k'n  kann,  dass  itiiiucr 
I*  m„    ^  n 


werden. 

Schliesslirl]  ist  /^n  dlfsem  Vi-riiihicn  norli  zu  ippmciken.  dan»  man 
gleichwie  ini  erslen  Verlahren  durch  Addition  oder  Subtiaotion  crm- 
slanler  Zahlen  die  durch  die  Messunjjeu  gtjgelieuen  Zalilenwerlhe  ver- 
kleinern, und  wenn  man  will  Itcwiiken  kann,  dass  <lie  durch  \k{'  he- 
/eichnelen  Grössen  Null  oder  wcnigsleiis  atihv  klein  werden. 


Ich  halle  es  /.ur  leielileren  Oiienlirung  tili-  dienlich,  die  Ukni^lmn- 
gen,  anf  welehe  dieses  »zweite  Verfahren«  fuhrt,  für  zwei  s|>t'nell<' 
Werihe  von  ii  auszuschreiben .   und  setze  zuerst 

/(  =  20, 
Die  llondiinaliuiicii,  welche  ich  iiurnehinen  weide,  sollen 

X  =  2,  ;.  =   i,   (,  =  7.   c  =  10  ^ 

sein,  womit 

';  =  5,  /)  =  5 
wird.  Die  vorslehendcn  Werthc  von  k,  A,  fi,  v  bedeuten,  dass  mau 
ausser  den  einzelnen  Intervallen  des  zu  [trufendcn  Maassslabes,  auch  die 
Intervalle  zwischen  den  TlieÜstrichen  0  und  2,  1  und  3,  u.  s.  w.,  fer- 
ner zwischen  0  und  4,  1  und  5,  u.  s.  w.,  ferner  zwischen  0  und  7. 
1  und  8,  II.  s.  w.,  endlich  zwischen  0  und  10,  I  und  1 1,  u.  s.  w,  mii 
angemessenen  Prüfungsintervallen  vergleichen,  und  die  Unterscliiölt' 
von  diesen  messen  wolle.      Wir  bekommen  nun  zunächst 


|0!'=  [Q\  +[\\  +[2>  + 
|1|'=  [0],  +[1],  -f-[2-!,  -»- 

!2i'=  [o^H-rr,  +^2'i  + 

[31' =  [Ol, +[|]3+l2'. + 
!ij'=  [0-,  +[11,  +:2:,  + 
aus  welcher  Zusammenstellung  zugleicli 


.  .  ..  +lI9]„ 

+;i8 , 

-hlü, 

+   I3i, 

+iH);, 

■sichtlicli  ist,    welche  luini'- 


rische  Grössen    iui   gegcn^^{lrligen  Falle   durch   die  Messungen  orlan;fl 
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\voi-den  müssen.  Ans  iliesen  letzleien  ergeben  sich  mich  die  Wcillii* 
<lor  )0{,  \i  j,  clc,  (leren  Zn.sammenäptüiing  ich  so  geordnet,  dass  da.^;  {jc- 
sel^  de.'«  Forlganges  sogleicli  er>iiclitlicli  isl.  auf  der  Rilckseile  der  aii- 
gehanglen  Tafel  aiigegelinn  liahe.  Die  Vorderseite  dieser  Tafel  gieht 
«lic*  beiden  Sy.sleme   von  Knilgleiciiiingen   fiii'  den    voiliegenden  Fall, 

w  t'li'lie  nach   den  Jillgeniciiicn  Tileichiingen  der   Arll.    1(1  iiml    17   iiiif- 

i»t'sli-l!l  winden,  nnd  in  denen 

N,,  =  juj-i-jäoj.  »„  =  |oj— }2o!, 
S,  =  ;i[-4.|i!)),  />,  =  Hl— !l9t 


il  =  i'i;— M'l 


clc. 

ximt.     Die  Rii'lilii;k('il  der  Aiifsli^llnng  der  Kndi{lei('liiini:;en   priill    nitin 
iliiifiii-eh: 

I       dass  jedes  Sjsleni  für  sich  i'eeipmk  sein  niiiss; 
i       ilass   in   der  Sinnine   aller  Gleicliiingen  des  ersten  Systems  alk 
l'nl»e»Vannlen    \ers(li\vinden,  so  wii'    dass    iinsseiderii   in  jeder  (llei- 
t'liiinjc;  die  Summe  allei'  Cnellieienten  gleich  Null  -win  niiiss : 

•i)     dass  im  Kwejicn  System  alle  ['nhekimnlen  verschwinden  sollen 
"«rlicleiii  riiitn  die  (lleiohimgcn  dosseihen  der  Hi-ilic  i 
10.  i).  S,  7,  6,  5,  i.  :t.   i.    1 
,-,   1,  2,  l    S 
""»'i  i|  jiiiiii.  iiDii  di,;se  Productc  addirl  hat. 

I>«.T  lirliligen    numerischen  Berechnung  der  Grössen  S^,   S, .  ete 
"«-    '-*|.  etc.  [Oj'.  ji;'.  etc.  \ersicherl  man  sirli  durch  die  obigen  beidei 
"•li?(c.*«i  Bedingungen,  das  ist  durch  die  Anwendung  der  Oleicliiingea. 
\  +  .S,  +  N,  + +  ;  S,„  =  (1 

\oi)„  +  9/j,  +  sa.  +  . . . ,  -t-  />, 

+  l;o;'+!i!'+':ii:tr-i-^!:»r+ "'li;'  =  <* 

\ve'lt;l,e  aus  den  tJleicIiNUii.'n    «J  und    /)    des  Art.  S  heivorgelien. 


iolleii 

I 

.  ete 
leidei 

1 


^uui  zweiten  Beispiel  sollen  die  mnnerischen  Werthe 


5 


■  600 

I  


1  Et  wirki'lmij^cii  (U' 

l'k    = 

iijcli   liL'iiii'ikl  Wfrtlci 


lind  wpt^ni    (/,/!    =  0. 


All.  25  liv. 

=    /',»-/f;    = 

'II  tiHun,  (laä! 
/'  m„]  ^  n 

i-i,  =-- 


immer 


ja 

I 


gU 


/u  i!ips(.'iu  Vt'iriihri'ti  iiijrli  zu  boiiioike« .  (iass  n»*" 

1  \'eitiihn'ii  iluit''  Addilidii  udcr  Subliiiclion  ri»  * 

.'II  gygobeiien  Zahlimwerlhc  vr  *' 

■n  kaun.   dai^s  did  durch  JA-|' 

r  won      Icuä  sehr  klein  werdt^n. 


gen 


Ich  lialle  es  luv  leifhteiuu  (hit 
auf  welche  diesem  "zweilu 


Wcrlhc  vuii  u  duszusclireibun  ,        I 


iruiig  tili'  ditiulich.  die  Gluinhun- 
direu"  Tiihrl.  Cdr  zwei  s[iecielli' 
Lze  ziiuräl  


Die  Conibinaliuiiuii,  welche  icli  aufnehniun  werde,  sollen 

X  =  2,  A  Ä=  4,  /(  =  7,  V  —  \() 
sein,  womit 

't  =  'y,  V  =  '> 

wii-d.  Die  voisiteheuden  Werllie  von  x,  /,  /i,  v  bedeuten,  dass  man 
ausser  den  einzelnen  Intervallen  des  zu  |irurendcn  Maussstabes,  auch  die 
lnter?alle  zwischen  den  Tlieüstrichen  0  und  2,  I  und  3,  u.  s.  w.,  fer- 
ner zwischen  0  und  i,  1  und  ö,  u.  s.  w.,  ferner  zwischen  0  und  7. 
I  und  8,  H.  ö.  w.,  endlich  zwischen  0  und  10,  1  und  1 1,  u.  s.  w.  mit 
angemessenen  Prüfuiigsinlervallen  vergleiclien ,  und  die  Untei-schiede 
von  diesen  messen  wolle.     Wir  bekommen  nun  zimHchsI 

|o;'=  ;oi,.  +['■(.  +fä^"  -»- +[I91„ 

}1j'=  rV,  +[r;i  +,21,  + +lI8'. 

!2i'=  [i>]j  +\\\  -i-,;2'2  +  . . . .  +1  lü'-i 

j3f  =  foi,  -hin,  +[%\  +  —  +\m, 

Jlj'ss  [Ol,  +M  i,  +;2j4  +  .  .  .  .  -l-[IOji 
aus  welcher  Ziisammenslellung  zugleich  ersichtlich  isl,    welche  nume- 
rische Grossen    im  gegonwürligcn  Falle  durch   die  Messungen  erlanyl 


-'\ 
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XX  ordon  müssen.  Aus  diesen  letzteren  ergeben  sich  auch  die  Werl  he 
«lor  |0{,  }  1  j,  etc.,  deren  Zusammensetzung  ich  so  geordnet,  dass  das  (ie- 
sotz  des  Fortganges  sogleicli  ersichtlich  ist,  auf  der  Rückseite  der  an- 
j^eliiingten  Tafel  angegeben  habe.  Die  Vorderseite  dieser  Tafel  giebl 
ilit»   beiden  Systeme   von  Kndgleichungen   für  den   vorliegenden  Kall, 

w  flehe  nach  den  allgemeinen  (ihMchungen  der  Arll.   40  und  47  aul- 

t^t*stt»lll  wordcMi,  und  in  denen 

*;„=  joj+|2()!,  D„=  {o|-;20|. 
N,  =  1M+It9i,  w,  =  !i!-|io( 

etc.  etc. 

s„=2!io!,       ö,  =  !9{-{ii! 

Wnd.      Die  Richtigkeit  der  Aufstellung  der  Kndgleichungen   prüft    man 
dadurch: 

I ,     dass  jedes  System  für  sich  reciprok  sein  muss; 
i;     dass   in  i\ev  Summe  aller  Gleichungen  des  ersten  Systems  alle 
^  nbokahnt(»n    verschwinden,   so  wie   dass    ausserdem  in  jeder  tllei- 
^'iiififi^  die  Summe  aller  Coefficienten  gleich  Null  sein  nuiss: 

3)       dass  im  zwei'(^n  System  alle  Unbekannten  verschvvinihMi  sollen. 
'^'t<'Jiclem  man  die  (ileichungen  desselben  der  Reihe  nach  mit 

10,  9,  8,  7,  (5,  5,  4,  3,  2.    I 

■-,   I,  2,  -    5 

lirirt,  m\{\  diese  Producte  addirt  hat. 

r  richtigen    numerischen  Berechnung  der  Grössen  iS„,   iS, ,   etc. 
,  etc.  {0}',  \\\\  etc.  versicherl  man  sich  durch  die  obigen  beiden 
^^'^tc^'W^  Bedingungen,  das  ist  durch  die  Anwendung  der  Gleicliungen 

VJ     ^J.    ^     .1.    <C     -I-  -I 

10i>„  +  9ß,  +  802  + +  />« 


'**«»lf  ■ 


// 


U^ 


i«. 


i  .S.„  =  0 


10 


t  ^r's 


5j4i'  =  0 


wtf^lol 


le 


«lus  den  Gleichungen   (/)  und    b    des  Art.  8  hervorgehen. 


;>4. 

^•^»m  zweiten  Beispiel  sollen  die  numerischen  Werllie 

w  =  1 1 
>c  =  2,  A  =  3,  1/  =  5 
;^=  4,   ^  =  5 


Olli 

1',  A,  IUkshs. 

, 

licniil/l  weillen 

.  mit  wdclicn  man  ziipi-^l  erlijllt :                 4 

H 

|0|'=  [Oi„ 

H-iii,  +iS:,  +  . .  . .  +1(01, 

iir=i":. 

+;.(],  +'21,  +  .  ...  +,9], 

^^^1 

121'=  io:. 

+  [■11,  +iS!,  +  .  .  .  .  +|8',, 

^^^1 

131'=  inu 

+  r|l,  +,ä;i,  + +,6'. 

wM 

|ol  = 

—  [0-,               —,01,               —[Ol, 

IM=   ;"'. 

-itl.        -ifl,        -[«[, 

—11 , 

|2i=  ,i:i. 

-lä],  +10-,  -[i],          -[S], 

—'i\ 

■    |3|  =   121. 

-[3].+iti,  -iSi,  +[01, -131, 

—  11, 

W  =   [31. 

-[H.  +(Si,  -[*;,  +[(1,  -[41, 

—  l'i 

|5|  =  [i]. 

-[»1.  +[3].  -[8],  +[21,  -[51,  +:0a 

-(»;.  ( 

|0)  =    [31, 

-[61.  +[»].  -l«;.  +[3],  -[61,  +i11. 

-16],   . 

ni  =    |6l, 

-i1].+[äl,  -l1!,  +[*l,-[71,+lSi. 

181=   \ll. 

-[81,  +[6],  -181,  +[6\  -[81,  +,31, 

W  =   [81, 

—[91,  +[71,  -  (11,  +,fi  ,             +ill, 

[inl  =  ,9], 

-[«Ol, +;«,,               +[7,               +l5j, 

l|l]  =,10', 

+  01,               +8;.,               +101, 

s,  =  ]o;+iii|.  n,  =  |ui— mi 

^ 

.S'i  =  ii|+;i(ii,  ß,  =  |l|— |lo| 

"^* 

S,  =  lSi  +  |9|,     U,  =  |2i— i9i 

S,  =  |3|  +  |8|,     1),  =  |3i-|8| 

S,  =  jt|+|7i,     D,  =  1*1-171 

S,  =  |6i  +  j6i,     B,  =  |3t-|6|       ■ 

K 

i'Ric.«  System  von  Rnil^leiclitingon. 

—   >,l 

)  -    (8,2)  —   (»,3,                 —    s,5   +  S,  =  0 

+3.!,1 

—   i«,2;  —    8,3}  —    [»Sil  —   (g,6   +  S,  =  0 

-    («,) 

i  +C{«,2':  —   '«,3'  — 2(s,i)  —    (s,.'i)  +  S,  =  0 

-    ,'.,1 

)  —    :«,2;  +6,»,31  —   is,t)  —2  «,;)}  +  S,  =  0 

—  ;s,l 

-2  ».21  —    [..,31  +0  »,*)  -ix.iy  +  S,  =  tl 

«,2[  —2  «.3.  — 2[»,i)  +■[. 
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Zweites  System  von  Endgieichungen. 
-^■1)     -(rf,2)  -(f/,3)  -(rf,J>) 

—2»»,,     —2»«,    '  —  2«i2      —2»«»    +  /)«  =  0 
+5</,l)     —  («/,2:    —d,ti     —(</,*;.     +(</.ö) 

— 2w»,      —  2MJi      —  2w,     +  />,  =  0 

—  ((lA)  +0  r/,2      —  >/.3)  — '(/,ö^ 

— 2«/2      — 2iM,    +  //j  =  0 

—  ■(/,!)    — //,2    +8(</,;V     —  ;</,4, 

-2///,    +  A,  =  0 

—  f//.l^  —  Ua   +8  (/,4; 

—  21H3     +  />4  =  0 

-|. , ,/,  I )    _  (,/,2  -1-9  ( (/,5       -I-  />5  =  0 

+22w7o  +  2j0|' =  0 

— 2;(/,r;  +20«»,  +2|i{'  =  o 

— 2 (</,  1 ;  —2  (/,2)  +1 8»ij  +  2|2{'  =  0 

— 2^d,i;— 2  (/.2,     —2  (/,.T— 2;</,4    +Um,  +  2|3i'  =  0 

Die  Facloren,  diircli  deren  Anwendung  man  die  richtige  Aufstel- 
'"»^g  des  zweiten  Systems  von  Endgleichungen  prüfen  kann,  sind  hier 

II,  9,  7,  5,  3,    I 
1,  2,  3,  5 
"^^  Avie  alle  beim  vorigen  Beispiel  in  dieser  Beziehung  aufgestellten  Be- 
'^^Orkungen  auch  hier  Anwendung  finden. 


oo. 


Die  beiden  Systeme  von  Endgleichungen,    auf  welche  das  gegen- 

^Vj||,jjge  Verfahren   fuhrt,    muss  man  in  jedem  speciellen  Falle  durch 

^"usc  bekannte  Verfahren   auflösen,    um  die  Werthc  der  Unbekannten 

^^*^cl  ihre  Gewichte  zu  erhalten,    und  es  scheint  nicht,    dass  sich  im 

^allgemeinen   hier  Abkürzungen  angeben   lassen.     Zwar  könnte   man 

*^*Js  dem  zweiten  Svstem  die  m  eliminiren,  aber  ich  kann  keinen  Vor- 

**^^il  darin  erblicken,    da  ilie  durch  diese  Elinu'nation  hervorgehenden 

^It^ichungen  für  die  {iLk)  keine  Lücken  in  den  Coeflicienten  niehr  dar- 

*^ieten,   und  sein*   unregelmUssige   (loeflicienten   bekommen,  wodurch 

^hre  Beliandlung  wieder  erschwert  wird. 

k  Vereinfachungen  in  den  Endgieichungen  lassen  sich  nur  in  beson- 


I>(ll 


P,  A.  Hasse». 


i 


Zii'lit  iiiiiii  im  cTslen  Sjsloni  ilic  crsli'  (ik'icliiiiii;  Mm  ik-r  /«i'ili'n, 
ili'illfii,  \i(M'li>n  iiiiil  st-clisli'it  iil),  liissl  <la£<<'^<'ii  ili<<  l'üiillf  l^li'ii-iimii: 
iiiivitJIihIl'iI.  Sil  lioknlliml  man  llic  ii)lgl'llili'rl: 


Hl 


+7  «.a 


III  Min  Knil^ 

,:r    —  i»,41    - 


ei  i'liiin^rii 

+  ,M,  =  II 

+  »/,  =  II 

.(,,;i'  +  «,,  =  II 


ii'iipii 


—  «.31  +6;»,t;  — ä>«,3j  +  M,  =  II 

—  «,:))  — 2>,il  +8(«,ä;  +  «j  =  0 


,W,  =  .S,  — \ 
.'.(i  =  S,— .s„ 
.1/.  =  .S|— x. 

;W,  =  .S, 

SL.  =  S,—  S, 
siiiil.      Dieses  Sysleiii  viin  Glcicluiiii^en  ist  wieiler  lecipi'fik,    und  wi'il 
leieliter  üufziiliisen ,    als  das  iirsprllngliche .  weil  es  weil  mehr  LilHi'" 
iiiler  feliiemle  CoetTicienteii  ctarliielet. 

F.liininii'1  man  im  zweiten  System   von  Kml}<leieltmigeii  aus  ili'^ 
erslen  derselljen  Mf„  iluieli  die  sielieiile,  sii  eigielit  sicli  die  fiilsenili': 

—  frf.l    —  ;./.2i  —  J.:ij  —ui:.y 

—  im,     —im,    —Im,  +  B„  +   ',|or=  II 

lind   zielil    man   diese  \iiii   der  Kweilen.    drillen,    \ieilen.    serlislcn. 

■so  wie   das  Zweif.ielie  itersellien  \on  jeder  der  drei  lelzfen  lilj.   x'i''- 
.«ielit  sieh : 

Zweites  Sjsleiii  \on   Kiid  if  leieliiiii  i^en 

hO',/,(!  -(./.li      +S'i/.5I  +  Vi  '' 

+7((/,21  +S.(i,  +  \i  =' 

-i-9(<(,:fl   -(!/,»)       +(rf,.5|  +a.»,    +?,«,  +*!»' 

— (i.MI  -  .-  .   ... -y.äL+'K^)     .      .  -  ,.  .  -äni,  +■<■- 

^S:./,I;  +(d,3  +10(i/,.l'l    +S»,,     +5»:,     +ä;,.,  +  V»' 

+  SK«)   +«(J,3)  +9(</,5H-Si»,,     +im,     +!,„,+.'."' 

-~i['l^'      +2i(/,r);i   +im|     +imj   +I8nij  +  V.  =' 
in   welelien 
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N,  =  D,-(Do  +  ^  jO}') 
N,  =  D3-(Do  +  ^  {0}') 

N,  ^  A~(Do  +  ^  tO|') 
iV.  =  2l1i'-2(Do  +  ^{Oj') 
iV,  =  2|2i'-2(D„  +  ^  jOj') 

N,  =  2i3t'-2(Do  +  ^  10}') 

sind.  Diese  Gleichungen  bilden  wieder  ein  reciprokeS  System,  und 
sind  leichter  aufzulösen,  als  die  ursprünglichen,  weil  sie  mehr  Lücken 
iu  ihren  Coefficienten  darbieten.  Dass  in  den  letzten  Gleichungen  hier 
alle  m  vorkommen,  ist  von  keinem  Belang,  da  während  der  Auflö- 
sung des  ursprünglichen  zweiten  Systems  von  Gleichungen  ähnliche 
Glieder  ohnehin  von  selbst  entstehen  werden. 


56. 

Zur  Vergleichung  mit  den  betreffenden  Resultaten  des  ersten  Ver- 
fahrens wollen  wir  hier  noch  für  das  zunächst  vorhergehende  Beispiel 
die  Gewichte  berechnen,    welche    das   gegenwärtige  Verfahren   den 
Unbekannten  zutheiit.     Zu  diesem  Zwecke  müssen  zunächst  die  nume- 
rischen Werthe   der   im   Art.  52   mit    [«,fe],   [d,fe],    [i]'  bezeichneten 
Grössen  berechnet  werden ,    und  diese  erhält  man  aus  der  unbestimm- 
ten Auflösung    der   Endgleichungen.     Seien   durch   diese   Auflösung 
erhallen  worden 

(«,1)  +  {1,1}M,  +  |1,2iM,  +  .  .  .  +  11,5}M5  =  0 
(«,2)  +  {1,2|M,  +  {2,2|Jlf2  +  .  .  .  +  \Z,^M,  =  0 

etc.  bis 

(«,5)+{1,5jM,  +  {2,5i3f2  +  .  .  .  +  |5,5|M5  =  0 
wie 

{d,\)  +  H,i\'N,  +  |1,2!'iVj  +  .  .  .  +  \i,S\'N,  =  0 
(d,2)  +  {1,2i'iV,  +  {2,2j'iVj  +  .  .  .  -I-  !2,8^^8  =  0 

etc.  bis 

^^••dl.  t.  K.  S.  G«Mllwh.  i.  WiiMQMh.    XV.  41 
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P.  A.  IIame», 

c/,5)  +  |1,6i'W,  +  iä.Sj'iV,  +  . 

.  + 

|5,8|'iV,  =  0 

in,  H-|l,6]'iV,  +  |2,6|"'JV,  +  .  . 

.  -t- 

je.si'iv,  =  0 

m,  +i(,7rJV,  +  |2,7i'iVi+  .  . 

.  + 

i7,8|'JV>  =  0 

m,  +|1,8('Ä,  +  i2,8|'iV,  +  . 

.  + 

|8,8|'.Y,  =  0 

die  wegen  der  Lücken  in  den  Eadgleichuagen  mit  geringer  Mithe  »nch 
ergeben.  Es  ist  nun  zu  erwägen,  dass  weder  die  M  noch  die  Aviin 
einander  unabhängig  sind,  sondern  dass  zwischen  jeder  dieser  beiüuo 
Gruppen  eine  Bedingungsgleichung  statt  findet.  Die  zwischen  den  U 
vorhandene  Gleichung  ist,  zufolge  der  [a]  des  Art.  8, 

—  So  =  S,  -»-  Sj  +  &;  +  S^-^-  S., 
und  die  zwisclieii  den  A' vorhandene,  zufolge  der  ■&)  des  Art.  S, 

Bliiuinirl  man  durch  diese  Gleichungen  S^  aus  den  Au^idrUcken  llirdi« 
M,  sowie  Du  +  ^  jO}'  aus  denen  fUr  die  N  des  vor.  Art.,  und  schreibl 
allgemein  \k\  für  S^  und  /)«,  so  ergeben  sich 

I'.l]  -  {<,')  +  ((I, <)+{!, «)+('.')+('. 5)) 

|«,8]  =  {«,2)  +  j(l,8)+{ä,«)+{S,3)+{8,5)j 

[1,3]  =  {8,3)  +  ({<,3)+{S,3)+(3,3)+(3,6)) 

[.,»]  =  {t,J)  +  ({l,*)+{8,i)+(3,»)+{l,5)) 

[,fi]  =  (6,5)  +  ({),5)+(S,5}+(3,S)+(6,6)) 


ld,l]-  (t,()'+l({l,()'+(l,8)'+{l,3)'+((,5)')+!i({(,6)'+{(,7)'+0,«)i 
|d,S)-  {8,8)'+^({4,8)'+{a,8y*(8,3)'+(a,5)')+|i({8,6)'+{8,7)'+|!,«)') 
[(i,3]  =  (3,3)'+i((l,3)'+{2,3)'+(3,3)'+(3,5)')+|i({3,6)-+(3,7)'+(3,»)'| 

«4)  =  (»,iy+±({(,iy+(8,»)'+{3,t)'+{t,5)')+i((i,6y+{4,7)'+(M)'| 

K51  =  (6,5)'+l({l,5)'+(8,5)'+(3,5)'+{5,5)'  +i((5,6)'+(5,7)'+(S,«)'| 


[(]■  =2{6,6)'+i({(,6)'+[ä,6)'+(3,6)'+{5,6)')+i({6.6)-+(6,7)'+(6,l)') 
[8]'  =i  2P,7)'+i((C,7)'+(S,7)'+(3,;)'+{6,7)')  +  "((6,7)'+(7,7)'+p,Bl') 
(31'  _8(8,S)'+!!J(l,«)'+{8,8)'+{3,8)'+{5,8)'|+?Jj(6,8)-+(7,8)'+(«,«l1 


BeSTIMIIUNG  D.  TbEILUNGSFBBLEH  B.  GEADLINIGEN  M AASSSTABES.  607 


erechnung  der  {1,1  j,  |1,2|,  etc.  {4,4 1\  etc.  kann  nach  längst  be- 
3n  Formeln  ausgeführt  werden,  weshalb  wir  nicht  dabei  ver- 
1,  sondern  die  für  unser  Beispiel  erhaltenen  Werthe  sogleich 
(en  wollen. 


.173,  {1,8}  =0.0H,  {1,3}  =     0.007, 

{1,4}=     0.037, 

{1,5}- 

0.010 

{2,8}  =0.161,  {8,3}=     0.018, 

{8,4}  =     0.063, 

{2,5}  = 

0,017 

{3,.3}  =     0.153, 

{3,4}  =     0.040, 

{3,5}  = 

0.029 

{4,4}=     0.821, 

{4,5}  = 

0.060 

{5,5}  = 

0.144 

.184,  {1,8}'=0.000,  {1,3}'=     0.007, 

{1,4}'=     0.026, 

{1,5}'— 

-0.039 

{1,6}'=     0.0014, 

{1,7}'=     0.0019, 

{1,8}'= 

0.0066 

{8,8}'=0.147,  {8,3}'=     0.003, 

{2,4}'=     0.001, 

{8,5}'= 

0.002 

{a,6}'=-0.0134. 

{2,7}'=     0.0015, 

{8,8}'= 

0.0031 

{3,3}'=     0.119, 

{3,4}'=     0.017, 

{3,5}'=- 

-0.013 

{3,6}'=— 0.0090, 

{3,7}'=-0.0095, 

{3,8}'= 

0.0072 

{4,4}'=     0.135, 

{4,5}'=. 

-0.008 

{4,6}'=-0.0031, 

{4,7}'=-0.0034, 

{4,8}'=- 

-0.0179 

{5,5}'- 

0.113 

{5,6}'=-0.0041, 

{5,7}'— -0.0063, 

{5,8}'— 

-0.0110 

{6,6}'=     0.0465, 

{6,7}'=-0.0055, 

{6,8}'=- 

-0.0088 

{7,7}'=     0.0497, 

{7,8}'=. 

-Ö.0095 

{8,8}'= 

0.0629 

US  folgen 

[«,1]  =  0.374  ,  [d,\] 

3=  0.330 

[«,2]  =  0.362  ,  [rf,2; 

=  0.232 

>,3]  =  0.354  ,  [rf,3 

=  0.161 

[«,4]  =  0.421  ,  [d,i 

=  0.131 

[«,5]  =  0.344  ,  [rf,5; 

»  0.115 

[1]'  =  0.1073 

2]'  =  0.1 305 

3]'  =  0.2123 

nach  Art.  36  die  Gewichte 

/'(1)=P(10)  = 

2.84 

P(2)  =s  P(9)   = 

3.37 

P(3)  ==  P(8)   = 

3.90 

P(4)  =  P(7)   = 

3.62 

P(5)  =  P(6)   = 

4.36 

P(mo)   = 

11 

P(«..)   = 

9.32 

Pitn,)   = 

7.67 

P{nH)  = 

4.71 

• 

41 


fi08  P.  A.  lUssKN,  t«* 

Vergleicht  man  diese  Gewichte  mit  denen,  welche  das  erM 
Verfahren  fllr  m  =  1 1  im  Art.  34  gegeben  hat,  so  i'uidet  man,  dass 
alle,  mit  Ausnahme  von  P(»B|,).  kleiner  sind,  was  schon  oIhüi  üU 
slelfi  slallfmdend  angeführt  wurde.  Das  Gewicht  Pwi,,,  muss  hol  allt» 
Verfahrungsarten  dasselbe  werden.  Es  soll  nicht  unerwähnt  gulassoi 
werden,  dass  durch  die  in  Art.  55  eingefllhrte  Transformation  mir 
die  Berechnung  der  Unbekannten  erleichtert,  die  Berechnung  der  Ge- 
wichte aber  etwas  weitläufiger  gemacht  wird. 


Drittes  Verfahren. 

57. 

Der  eben  abgehandelten  zweiten  Auflösung  unserer  Aufgabe 
schliesst  sich  eine  besondere  Auflösung  an,  welche  sich  vorzüglich  zur 
Anwendung  eignet,  weil  sie  selbst  bei  einer  grossen  Anzahl  von  unbe- 
kannten auf  eine  weit  einfachere  und  kürzere  Rechnung  führt,  als  die 
im  vorhergehenden  Verfahren  entwickelte  .Auflösung  derselben  Auf- 
gabe, und  weil  sie  ausserdem  die  Eigenschaft  besitzt,  von  der  Kennl- 
niss  der  Grösse  der  Prüfungsintervalle  t/iu,  nii,  etc.  unabhängig  zusein. 

Bei  diesem  Verfahren  darf  freilich  die  Anzahl  n  der  Intervalle  des 
zu  berichtigenden  Maassstabes  keine  beliebige  sein,  sondern  mii.«s  auj 
einer  gröfiseren  oder  kleineren  Anzahl  von  Factoren  bestehen;  aUr 
diese  Bedingung  beschränkt  die  Anwendung  nur  unbedeutend,  da  in 
der  Regel  die  .Maasssiabe  eine  solche  Anzahl  von  Intervallen  besilzeu, 
wie  hier  verlangt  wird.  Auch  könnte  man  sogar  diese  Bedingung  da- 
durch umgehen,  dass  man  ein  oder  mehrere  Intervalle  am  Ende  des 
Maassstabes  überginge,  und  abgesondert  von  den  übrigen  unlersuchlf. 
Es  ist  ferner  bei  dem  jetzt  zu  entwickelnden  Verfahren  von  weseot- 
lichem  Belange,  dass  n,  ausser  seinen  übrigen  Theilern,  wecigslens 
einmal  den  Theiler  2  besitze ,  folglich  eine  grade  Zahl  sei.  ob- 
gleich stattdessen  auch  die  Bedingung  genügen  könnte,  da^s  wenigsiem 
der  Theiler  3  vorhanden  wäre. 

58. 
Wir  brauchen  hier  nur  den  einfachsten  und  vortheilhaflesten  N' 
zu  betrachten,    da  die  eben  ernfllmten  Ausnahmen  davon  sich  Ififl'' 
au-s  diesem  herleiten  lassen.     Sei  daher  \on  jetzt  an  n  eine  Zahl,  w'- 
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che  ausser  anderen  Primfactoren,  auch  irgend  eine  Potenz  der  Primzahl 
i  zum  Theiler  besitzt,  und  nehmen  wir  an,  dass  die  Unterschiede 
zwischen  den  Intervallen  des  Maassstabes,  welche  jedem  Theiler  von  n 
entsprechen,  von  geeigneten  Prttfungsintervalien  direkt  gemessen  wor- 
den seien.  Es  sollen  aber  jetzt  nicht  alle  Combinationen  gemessen 
werden,  die  sich  aus  diesen  Theilern  bilden  lassen,  sondern  nur  die- 
jenigen, welche  sich  an  einander  schliessen.  Also  ausser  den  Inter- 
vallen 0  und  1 ,  1  und  2,  2  und  3,  u.  s.  w.  nur  0  und  2,  2  und  4,, 
i  und  6,  u.  s.  w.;  ferner,  wenn  x  irgend  ein  Theiler  ist,  0  und  x,  x  und 
2x,  u.  s.  w.,  welche  Combinationen  sämmtlich,  der  vorausgesetzten 
Theilbarkeit  wegen,  mit  den  resp.  Intervallen  n — 1  und  n,  n — 2  und  n, 
n— X  und  n,  u.  s.  w.  endigen  werden. 

Die  ui*sprUnglichen  Gleichungen ,   auf  welche  wir  jetzt  hingeführt 
werden,  sind  daher  die  folgenden: 

-(0)-l-(i)  +  mo+  [0]o=0 
-(1)-|.(2)  +  mo  +  [1]o=0 

etc.  bis 

—  (»—2)  -h  (»— 1)  -h  Wo  -h  [n— 2]o  =  0 

—  in—'\)  +     (n)     -h  Wo  -h  [n—\]o  =  0 


-(0) 

+  (2)  + 

«1, 

+  [01. 

^ 

0 

+  (*)  + 

et( 

+  [2], 
;.  bis 

" 

0 

-(«- 

-4)+(«- 

-2) 

1 

+  m, 

+ 

n— 

-*]. 

^ 

0 

-(«- 

-2)+    (f 

0 

-1-  «», 

+ 

[»- 

-2], 

SS 

0 

-(0) 

+  (")  + 

nui 

+  [Ol; 

.  = 

:  0 

-W 

+  (2x)  + 

m^i 

+  Ms 

mmmm 
1 

=  0 

etc.  bis 

—  (n— 2x)  -h  (»— x)  -h  1^*2  +  [w— 2x]2  =  0 

—  (»— x;  4-     (n)     +  f/i2  4-  [w— xja    =  Ö 


etc.  für  die  übrigen  Theiler  bis 


-(0;+ p)  +  ^.-i  +  [oVi  =  o 

—  KV)  +  »  +  ^n   i  +  W^-1  =  " 


venn    wie  oben   2p  =  n  ist,    und  i\  die  Anzahl   aller   vorhandenen 
'heiler  bezeichnet. 


P.  A.  Uamsbn, 


i 


Da  unter  den  oben  eingeführten  Bedingungen  dio  CombiualioDU: 
1 ,  9,  und  p  stets  vorhanden  sind,  so  kann  man  die,  vemiiltelst  der  An 
Wendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  daraus  folgenden  EnJ 
gleichungen  sogleich  ansetzen,  und  hietpei  sofort  die  Gleichungen  (a 
die  oben  benutzten  Summen  und  Unlerschiede  der  Theilungsfehh 
.  angeben.     Seien  zur  Abkürzung 

(M),=  [0].-[l]..  ■    (M),  =  [0],-iS), 

(*.().  =  [1].-[S1.,  {*,(),  =  [ä],-[tl, 

et£.  bis  etc.  bis 

(*,»— 3),  =  in— 3].— [»—8],  ,   (*,«-6),  =  [n_6],-[»-l|, 

(M-2).  =  [«— 21.-(ii-ll. ,   (*,"-i),  =  [»-i],-[»-Sl, 

(*.0),-,  =  [0],_,-[p!.,_, 

SO  werden  diese  Endgleiehungen 

3(.,0)-(.,l)-{..2)-l»,?)  -[0].-[0],-[0],_, 

+  [«-(],+t»-S],+W,_,      = 

—  («,0)+2f.,l)— {«,S)  +(*,!)), 

+  (*,«— 2), 
-(«,0)-(»,1)+4(«,2)-(»,3)— (8,*)    +(«,l).+  (*,0)i 

+(*,»-3),+  (*,»-4), 
— (»,2)+2(«,3)— (»,i)  +(*,2). 

-  (»,S)  —  (».3) +i(s,4)  —  (8,5)  —  (8,6)    +  (*,3),+  (4,2), 

+  (*,»-S),+(A,»-6), 
etc.  bis 

-  {,,p-i)  +2(8,1,-3)-  (8,p-2)        +  (*,j>-  *). 

+(*,p+2),  « 

—  (e,p— 4)-(s,p— 3)+4(8,p— 2)        +(t,p-3),+  (*,ji— 4), 

-(»#-<>-(«.?)  +(*,p+1),+  (*,?)i  ■     = 

-  (8,p-2)  +2(8,p-1 )  -  («,p)  +  (*,p-2). 

+(M. 

—  (8,0)  — (s,;i— S)— (8,p— lj+3(s,p)  +(*,p— l),+  (*,p— 2),+iW,-i= 

wenn  p  eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 
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-(«,/)— 5)--(«,p— 4)+4(«,p— 3)  -|.(A,p— 4)„-|.(A,|,_.5), 

-(«,p-2)-(«,p~1)  -i-(A,p+2)o+(A,j)+1)i  =  0 

-(i,p-3)+2(«,j)— 2)— («,p-1)  -i-(A,;»-3)o 

+  (A,|»+1)o  =  0 

-(i,p-3)-(«,j)-2)+3(«,p-1) -(s,p)  -|-(A,|»-2)o+(A,;»-3), 

+  (Mo+(A,p-1)i  =  0 

-(1,0)  _(,,p_1)-H2(,,y)  +(A,p_l)„+(A,0),_,  =  0 

'     wenn  p  eine  ungrade  Zahl  ist. 

I  Die  bezüglichen  Endgleichungen  fUr  die  Unterschiede  sind  bis  auf 

geringe  Abweichungen  dieselben  wie  die  vorstehenden,  und  könnten 

mit  Angabe  der  Abweichungen  erklärt  werden ;  zu  mehrerer  Deutlichkeit 

soUen  sie  aber  ebenso  vollständig  wie  jene  angeführt  werden.   Sie  sind 

3(d,0)-(d,1;.-(rf,2)-(rf,p) 

~2mo-2m,-2m,_,-[0]o-[0],-[0]^, 

-((/,0)+2(d,1)-(d,2)  +(A,0)« 

—  (A,»— 2)o  =  0 

-(d,0)-(rf,1)+4(d,2)-(d,3)-{d,4)+(A,1)o+(M), 

-(A,n— 3)o— (A,»^4),  =  0 

-(rf,2)+2(d,3)-(d,4)  +(A.2)o 

—  (A,n— 4)o  =  0 
-(rf,2)-(<i,3)+4(rf,4)-(d,5)-(<i,6)  +  (A,3).+  (A,2), 

-(A,n— 5)o-(A,n-6),  =  0 

6tc.  bis 

-  (d,/)-4)  +2(rf,p-3)  -  (d,p-2)      "  -I-  (A,|,~4)o 

— (A,|)+2)o  =  0 

-  (rf,/)-  4)  -  (d,p-  3) + 4  [d.p-%)  -  (<i,p- 1 )  +  (A,p-  3) ,+  {h,p-  4) , 

-(A,p+1)o-(A,p),  =  0 

-  (d,j)-2)+2  (d,p- 1 )  -I-  (A,/»~2)o 

~(A,|)).  =  0 

wenn  p  eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 

-(rf,/)-5)-(d,p-4)+4(d,p-3)  +(A,p-4)o-l-(A,p-5), 

_  (d,;,-2)  -  [d,p- 1 )  -(A,p+2)«-(A,;»-l-1 ),      =0 
-^rf,/)— 3)-|-2(d,p-2)-(rf,f-1)  +(A,p-3)o 

-(A,p+1).  =  0 

-  (rf,|,-3)-  (d,;,_2)  +5  (<i,p-1 )  +  (A,p-2)o+  (A,p-3), 

-(A,|»)«-(A,i»-1).  =  0 

wenn  p  eine  ungrade  Zahl  ist. 


I  e<2 


P.  A.  Hassen, 


In  Bezug  auf  den  Theil  der  vollsiandigen  Eudgleichungen,  • 

eher    von    den    übrigen  Theilern    von  n  herrührt,    brauchen  wir 

i  einen  derselben  zu  berücksichtigen,   da  alle  diese  Theiler  auf  ana 

Gleichungen  hinführen.     Bezeichnen  wir  daher  irgend  einen    der 

»  vor-  Art.  nicht  berücksichtigten  Ttieiler  von  n  mit  A,   und  führen 

•  erst  die  folgenden,  den  vorher  eingeführten  Hulfsgrössen  analügen, 

(J.O).  =  [Ol,   —'[>.], 

(Mi).—  [S*].— [3i], 
etc.  bis 
(»,»— 3J),  =  [a—U],—  [li—H], 
[h,«—iX),  =  [»— 2J1,_[«— J], 
^er   Index  c   für   die  verschiedenen  Theiler  nach   und  nach 
Werlho  2,   3  .  .  .  ij — 2  annimmt,  so  bekommt  man  ohne  Mühe 
{«,0)-(»,J)  -[!)],    +[»— J],      =  0 

-(»,0)+2M-(«,2*)  +(*,0).+{;.,ii— 21),  =  0 

—  (»,l)+2(s,2i)— (»,31)  +(«,)),+(*,»— 31),  =  0 

— (j,21)+2(«,31)-(.,il)+(»,2),+(A.ii— tl),  =  0 


und 

(d,0)— (<(,1) 
— (ii,0)+2(<i,l)— (rf,21) 

— (<i,l)+2(d,21)— (((,31) 
— (d,21)+2((i,31)- 


clc. 

— 2m,— [0],— [»— 1],        =  0 

+(4,0),— (*,»— 21),  =  0 

+(*,1),— (»,«— 31),  =  0 

.(d,41)  +(*,2),— (*,»— 41),  =  0 


etc. 
welche  Gleichungen  man  fortsetzen  kann,    bis  alle  Unbekannten 
schöpft  sind.     Da  aber  die  letzten  Gleichungen  beider  Systeme 
Verschiedenheit    darbieten,    je    nachdem    der    Quotient    n:l 
grade,  oder  ungrade  Zahl  ist,   so  sollen  diese  letzten  Gleichungen 
sonders  angelUhrt  werden. 

1)  Wenn  n:l  eine  grade  Zahl  ist; 

— (»,ji— 31)+2(»,p— 21)— (»,y— l)+(*,y— 31), 

+  (*,p+l),  = 

—  («,y— 21)  +2(»,;i— 1)  —  {s,f)  +  (*,f — 21), 
+  (M. 

—  [S.p — 1)  +  {S,p)  -t-  {h,p — 1)  : 
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-  (d,p-  3Ä)  +  2  (d,p--2A)  -  {d,p—X)  +  {h,p  -  3Ä) , 

—  {h,p+X),  =  0 
-  (d,|»-2A)  +2  {d,p-X)  +  (A,p-2A), 

2)  wenn  n:A  eine  ungrade  Zahl  ist: 

-  (*,p-4.A)  +2(*,p-i-A)  -  («,p— i-A)  +(A,|)~|-A) . 

. ^-(A,p— i-A),  =  0 

-  (d,p— 5-A)  +2  (d,i>-4-A)  -  (d,|)-4-A) + {h,p-  l-A), 

-  (d^p-T^)  +3  (d,^— A)  +  (A,|>-4a)  . 

womit  alle  verschiedenartigen  Gleichungen,  welche  vorkommen  kön- 
"®B,  erschöpft  sind. 

61. 
Um  die  vollständigen  Endgleichungen  zu  erhalten,  müssen  alle 
iQit  einander  correspondirenden  Gleichungen   des   vor.    und  vorvor. 
^>"t.  addirt  werden,  nemlich  diejenigen  Gleichungen,  in  welchen  der 
positive  Coef&cient  mit  derselben  Unbekannten   multiplicirt  ist.     Man 
IcOnnte   diese   Additionen   sogleich   in   allgemeinen  Ausdrücken   vor- 
■^efamen,   allein  es  ist  einfacher  sie  in  den  speciellen  Fällen,   die  zur 
\.usfiilhrung  kommen,  auszuführen!    Nur  die  drei  ersten  Gleichungen 
eines  jeden  der  beiden  Systeme,   welche  immer  dieselbe  Form  an- 
nehmen, so  wie  die  Gleichungen   für   die  PrUfungsintervalle ,   sollen 
hier  vollständig  angegeben  werden.    Bezeichnet  man  mit  X,  ft,  v,  etc. 
alle  ausser  1 ,  2  und  p  vorhandenen  Theiler  von  n,  so  werden  diese 
drei  ersten  Gleichungen 
tj  (»,0)  —  (»,1 )  —  (#,2)  —•  («,A)  —  M—  («,»»)  —  etc. 
-[0]«  -[0]i  -[0],  -[0],  -[0],  -  etc. 
+[n— 1]o+[n--2],  •i-[n—X]2  +  [n—fi]3+[n^v]t-¥-  etc.  =  0 

—  (»,0}  +2  («,1 )  - {«,2)  +  (A,0)„  +  (A,»-2)o  =  0 

—  (*,0)  -(«,1)  +4(»,2)  -(«,3)  -(«,4) 

+  (A,1)o  +(A,0),  +(A,n-3)o  +(A,»-*)i  =  0 


4 
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i,(rf,0)  —  (ii,l)  —{d,i}  -{rf,J)  -;</,^)  —  ii(,i.j  -  Bic. 

— 2mo  — 27rt,  —2»%  — 21B3  — 2m,'  —  etc. 

_(0].  -[0],  -[0],  -[0],  -[0],  -  ecc. 

—  [n-1].  —[11—2],  — [n— J],  —[n-li],  —[»-»],  —  etc. : 

-{d,0)  H-2(d,l)  —{d,i)  +(»,0).  — i*,„_2j.  =  I 

— (d.O)  -(ii,1)  +i(d,S)  —(((,3)  — (i(,i) 

+(*,)),  +(*,0),  -(*,»— 3)„  -(A,B-4),  =WiJ' 
wo  wieder  i;  die  Aazahl  aller  vorhandenen  Theiler  von  n  bezeichnet.  — 
Die  Gleichungen  für  die  Prtlfungsintervalle  sind  immer 

m,=  -l)|0r-(<(,0)| 

".  =  -l!nr-('',o)j 
".  =  -iliäi'-wo)! 

elc.  biä 

'".-'  = -tIi'j-t-mi 

wo  jOi',  jlj',  etc.  die  bisherige  Bedeutung  haben. 


62. 

Ueberblickt  man  die  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Endgleichun 

gen,  so  wird  man  finden,  dass  die  Unterschiede  zwischen  denen  fU^ 

die  («,A)  und  denen  für  die  {d,k)  unerheblich  sind  und  nur  in  Folgen 

dem  bestehen.  Die  Gleichungen  fUr  die  {s,k)  erstrecken  sich  vondev  '- 
fUr  (8,0)  bis  zu  der  fUr  {s,p) ,  ihre  Anzahl  ist  also  im  Ganzen  ss  p  -|- 1 
die  Gleichungen  für  die  (d,k)  hingegen  erstrecken  sich  nur  von  der  -^ 
ßlr  ((/,0)  bis  zu  der  fUr  {d,p — 1),  und  ihre  Anzahl  ist  also  im  Ganze^V 
=  p;  ferner  fallen  in  diesen  letzteren  alle  Glieder,  welche  mit  {d,p^^ 
multiplicirt  sein  wurden,  aus  dem  Grunde  weg,  weil  (d,p)  s=  0  isL::^ 
ausserdem  kann  man  bemerken,  dass  die  Summen  der  völlig  bekann  ^r^ 
ten  Glieder,  welche  bei  den  {s,k)  vorkommen,  sich  bei  den  (d,ft)  i'-^ 
die  Unterschiede  verwandeln.  Alle  Gleichungen,  mit  Ausnahme  d^^' 
Gleichung  für  (d,0),  sind  von  den  Prilfungsintervallen  »»0,  m„ »»,,  el^' J 
unabhängig,  wahrend  in  der  fUr  (d,0)  die  Function 
—2m^  —2m,  — 2mj—  .  .  .  — 2m,_, 
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eothalten  ist.  Da  aber  hier,  gleichwie  in  den  vorhergehenden  Ver- 
fall rungsarten,  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  der  für  {d^O) 
nicht  minder  als  von  der  für  («,0)  ganz  abgesehen  werden  kann, 
so  erhalt  man  die  Theilungsfehler  unabhängig  von  den  Werthen 
der  ^0,  mi,  etc.,  wie  oben  angekündigt  wurde,  und  kann  die  Be- 
recliiiung  dieser  letztern  ganz  unterlassen,  wenn  man  sie  nicht  aus 
anderen  Gründen  kennen  lernen  will. 


63. 

Bei  der  Aufstellung  der  Endgleichungen  tritt  jedoch  noch  ein 
anderer  Umstand  ein,  welcher  eine  Verschiedenheit  in  einigen  der 
Gleichungen  für  die  («,ä)  und  die  (d,Ä)  erzeugt.  Gleichwie  im  vorher- 
gebenden Verfahren  wird  sich  auch  hier  ereignw ,  dass  in  den  nach 
den  obigen  Regeln  aufgestellten  Endgleichungen  einige  Glieder  vor- 
k^ommen,  in  denen  die  Unbekannten  {s^k)  und  {d^k)  ihre  natürlichen 
Grenzen  («,p)  und  (d,p— 1)  überschreiten,  und  daher  durch  die  im  Art. 
^^  erklärten  Gleichungen 

[g^k]  =  («,n — fe),  (d,fc)  =  — (d,fi — k) 

auf  solche  hingeführt  werden  müssen,  welche  innerhalb  der  natürlichen 
Grenzen  liegen. 

Öie  bezeichneten  Glieder  gehören  beim  gegenwärtigen  Verfahren 
^namer  dem  Hauptgliede  der  betreffenden  Gleichung,  oder  dem  Gliede 
^^,  welches  einen  positiven  CoefBcienten  hat,  und  bewirken,  dass  in 
^^r  Bezug  habenden  Gleichung  für  (s^k)  dieser  Coefficient  um  Eins 
^^rkleinert,  so  wie  in  der  correspondirenden  Gleichung  für  (d,A;)  um  Eins 
vergrössert  wird.     Diese  Hinführung  kommt  jedesmal  vor,   wenn  der 

^^treffende  Theiler  A  so  beschaffen  ist,   dass  -j-  eine  ungrade  Zahl  ist, 

^nd  für  jeden  solchen  Theiler  nur  einmal.     Wenn  hingegen    y   eine 

STade  Zahl  ist ,  so  kann  diese  Hinführung  nicht  eintreten. 

Unter  den  drei  verschiedenen  Arten  solcher  Hinführung,  die 
Zufolge  des  Art.  48  bei  der  Anwendung  des  vorhergehenden  Verfah- 
**ens  stattfinden  können,  ist  die  vorstehend  erklärte  die  einzige,  wel- 
che beim  gegenwärtigen  Verfahren  vorkommen  kann. 
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Die  beiden  BediogungsgleichuDgen  (a)  und  (b)  des  Art.  8  ßDden 
auch  hier  statt.  Vermöge  der  ersten  derselben  wird  die  Summe  aller 
Gleichlingen  für  die  isjc]  identisch  Null,  und  es  wird  folglich  auch 
wieder  die  Suniaie  aller  CoefGcieiilen  einer  jeden  dieser  Gleichungen 
gleich  Null.  Multiplicirt  man  infolge  der  zweiten  Bedingungsgleichun);. 
die  Gleichungen  l'ur  die  {d,k)  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren       "^m 

p,  p— 1,p— 2, 2,  I  ^ 

sowie  jede  der  Gleichungen  für  die  m,  in  der  Foi-m,  in  welcher  sie  im 
Art.  61  aufgestellt  worden  sind,  mit  n,  und  addirt  alle  diese  IVodukle, 
&o  kommt  man  wieder  auf  eine  identische  Gleichung.  Man  kann  ako 
hier,  gleichwie  in  den  vorhergehenden  Aullösungen  unserer  Aufgabe, 
zwei  Theilungsfehler  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  willkubrlich 
annehmen,  wozu  sicli  im  Allgemeinen  wieder  die  der  beiden  End- 
punkte, oder  (8,0)  und  (rf,0}  am  meisten  eignen. 

Aber  man  beweist  hier  ebenso  wie  oben,  dass  durch  die  Sub- 
stitutionen des  Art.  i9  die  Grossen  (g,0)  und  i(/,0)  aus  allen  Glcicbun- 
gen  von  selbst  verschwinden;  man  darf  daher  wieder  in  allen  FBlIen, 
welche  vorkommen  können,  vor  der  AuHösung  der  Endgleichungen 

{s,0)  s=  0,  (rf,0)  =  0 
setzen,  und  wenn  Nebenumstande  andere  Bestimmungen  die.ser  beiden 
Grössen   verlangen,   diess   so  wie    bei   dem  ersten  Verfahren  erklärt 
vyurde,  nach  der  Auflösung  der  Endgleicbungen  berücksichtigen. 

Wenn  man  die  vollständigen  Endgleicbungen  für  einen  bestinuD- 
tea  Fall  aufgestellt  hat,  so  dient  die  Anwendung  der  oben  genauDieo 
BediDguagsgleichuDgen  auf  sie  dazu,  um  Überzeugt  zu  werden,  dass 
bei  der  Aufstellung  derselben  keine  Fehler  begangen  worden  sind. 

65. 

Zur  Berechnung  der  Summe  der  Fehlerquadrale  kann  man  sich 
wieder  des  im  Art.  20  erhaltenen  Ausdrucks  [Jl)  bedienen,  bei  dessen 
Anwendung  man  wiederum,  zufolge  des  eben  bewiesenen  Satzes, 

(0)  =  0   und  (n)  =  0 
setzen   kann.     Man   kann  aber  auch  stattdessen  die  im  Art.  51  ge- 
gebene Transformation  fUr  Jl  anwenden. 

Auch  darf  man  hier  wieder  einer  jeden  der  oben  bezeichneten 
Gruppen  der  durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen  eine  beliebige 
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Zahl  hinzufUgeD,  oder  eine  solche  davon  abziehen;  es  hat  jedoch 
beim  gegenwSirtigen  Verfahren  die  Vornahme  dieser  Abänderung  der 
Messungen,  auf  den  Verlauf  der  Berechnung  keine  solche  Wirkung 
wie  beim  ersten  und  zweiten  Verfahren,  da  die  mit  (Ä,fe)^  bezeich- 
neten Grössen,  welche  hier  eintreten,  davon  unberührt  bleiben. 

Zur  Bestimmung  der  Gewichte  der  Unbekannten  rechne  man 
für  jedes  der  beiden  Systeme  von  Endgleichungen  die  Coefficienten 
|1,1  j,  {2,2},  {3,3},  etc.  der  unbestimmten  Auflösung  derselben;  nennt 
man  die  zum  ersten  System  gehörigeii  allgemein  {Kk\,  und  die  zum 
zweiten  System  gehörigen  {k^k]\  so  wird  in  den  Bezeichnungen  des 
Art.   52 

[s,k]  =  \Kk},  [d,Ä]  =  {Kky 

und   man  kaon  durch  die  Ausdrucke  des  angezogenen  Art.  die  Ge- 
wictite  berechnen. 

66. 

Es  sollen  jetzt  die  allgemeinen  Gleichungen,  zur  näheren  Er- 
ISkuterung  derselben,  auf  einige  specielle  Falle  angewandt,  und  zuerst 

n  =  30 
gesetzt  werden.    Es  folgt  hieraus  p  =s  \5  und  ist  also  eine  ungrade 
Zahl.     Die  für  sich  zu  berücksichtigenden  Theiler,   so  wie  die  An- 
zahl aller  Theiler  sind  hier 

A  =s  3,  =  5,  =  6,  =  1 0,       tj^l 
und  die  durch  die  Messungen  zu  erlangenden  numerischen  Grössen 

[0]o,  ['!]«,  [2]o, [29]o 

[0].,  [2]„  [4]., [28], 

[0]2,  [3]„  [6]j, [27], 

[0]3,  [5]„  [.10]3, [25], 

[0]4,  [6]4,  [12]4,  ['18]4,  [24], 
[0]„  [10],,  [20], 

[0].,  Ü5]. 
***^    Ganzen  71  Grössen. 

***eraus  folgen  zunächst 

(M)o  =  [0]»-[1]« ,  (A,0),  =  [0],-[2], 

(A,1)o  =  [1]«-[2]o ,  (M).  =  [2],-[4], 

(A,2)«  =  [2]o-[3]« ,  (A,4).  =  [4].~[6], 
etc.  bis  etc.  bis 
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(W7).  =  [ä7].-[28].  ,  (4,2i),  =  [Si],-[ä6], 
(A,28),  =  [S8],-[ä9]. ,  (*,26),  =  [ä61,-[28], 


I». 


(4,0),  =  [0],  -[3],  ,  (4,0).  =  [0],  -L6], 

{4,3),  =  [3],  -[6],,  (4,5).=  [5],  -[(0], 

etc.  bis  (4,)0),  =[10],  —[15], 

(4,21),  =[2i],-[24],  ,  (4,15),  =[15],  -[20], 

(4,24),=[2i],-[27],,  (4,20),  =[20],  -[26], 


(4,0).=   [0].-   [6],,  (4,0),=   [0],  -[10], 

(4,6).=   [6].-[1*],  ,  (4,10),  =[(0],  -[201, 

(4,12),  =[12].-[18],,  

(4,18).  =[18].-[2*J.,  (4,0).=   [0],  -[16]. 


Es  müssen  jetzt,  wenn  es  nicht  schon  vorher  geschebeo  ist» 
die  in  den  jVrlt.  43  u.  ii  erkläiten  einzelnen  Uleichiingen  aufgesIelK. 
imd  daraus  durch  Addition  die  vollständigen  Kndgleichungen  ziisaai- 
mengeselzt  werden.  Bei  der  Aitlslcllung  jener  Gleichungen  kann  uiau 
sich  begnügen,  nur  diejenigen  der_  (s,fc)'  hinzuschreiben,  da  die  der 
{d,k)  auf  einlache  Weise  daraus  folgen,  auch  kann  man  die  drei  erslen 
Gleichungen  weglassen,  die  im  Art.  61  vollälündig  gegeben  mi- 
nicht  minder  können  die  völlig  bekannten  Glieder  derselbeo  weg- 
gelassen werden,  die  sich  sehr  leicht  ergänzen  lassen. 

Der  leichteren  Uebersichi  wegen  sind  alle  diese  Gleicbungen 
der  angehefteten  Tafel  einverleibt  woi-den.  In  den  vollständigen  End- 
gleichungen  ist  gesetzt 

M  ^  m„  +in,  +»»1  -l-mj  +01,  +mj  +inj 
und 
|0|  =  -[0].  -[0],  -[0],  -[0],  -[0].  -[0],  -[0). 
l-[25],+  [24].+  [20].+[16]. 


|30|=     [29]. 

+  [28),+[27],+[i 

Hl=    (M). 

|29i  =  (4,28). 

|2|=     (4,1), 

+  (4,0), 

{28|  =  (4,27). 

+  (4,26), 

|3|=    (4,2). 

+  {4,0), 

|27|  =  (4,26). 

+  (4,24); 

|ij=    (4,3). 

+(4,2), 

1261  =  (4,25). 

+(4,24), 
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/5/  = 

(A,*)o 

+  (A,0)3 

125}  = 

(A,24)o  ■ 

-H(A,20), 

j6    = 

(A,5).  +(A,4),     +(A,3), 

+  (A,0), 

24{  = 

(Ä,23)o  +(A,22)i  +(M1), 

+  (A,18), 

171  = 

(A,6)„ 

123}  = 

(A,22)o 

* 

18|   = 

(A,?)o  +(A,6), 

122}  = 

(A,21)o  +(A,20), 

9}  = 

(A>8)o                  +(A>6)2 

121 }  = 

(A,20)o                  +(A,18), 

H0|  = 

(A,9)o  +(A,8), 

+  (A,5)a 

+(A,0), 

120    = 

(A,19),  +(A,i8), 

+  (A,15), 

+  (AJ0)5 

lu\^ 

(A,1 0)o 

fi  Sj  = 

(A,18)o 

112  = 

(A,H)o  +(A,10),  +(A,9), 

-lr(A,6), 

|1«  = 

(A,17)o  +(A,16),  +(A,15), 

+  (A,12), 

ll3i  = 

(A,12)o 

1  •7i  = 

(A,16), 

1^4   = 

(A,13)o  +(A,12), 

1-16  = 

(A,15)o  +(A,U). 

1-1  £]  = 

(A,U),                  +(A,12)j 

+  (A,10), 

+  (' 

so  wie 

So«   Oi+30   , 

Do  =  tO 

—  30 

Si  =    1  +j29}  , 

D,  =    i 

—  29 

(A,0) 


6 


etc.  etc. 

^lan  kann  bemerken,  dass  in  diesen  Endgleicbungen  drei  Paare  von 
Gleichungen  vorkommen,  in  welchen  die  Coefficienten  der  Hauptglie- 
der von  einander   verschieden   sind,    nemlich    die  Gleichungen    für 
(«JO)  und  (d,10),  für  (^,12)   und  ((i,12),  und  für  («,1i)  und  (d,44). 
.Diess  rtthrt  davon  her,  dass  die  Quotienten  30:10,  30:6,  und  30:2 
^ograde  Zahlen  sind.    (Vergl.  Art.  63.)    Da  sowohl  die  vorstehenden 
Gleichungen    wie  die   Endgleichungen    so    einfachen  Regeln  folgen, 
^^  kann  man  sie  alle,  auch  ohne  die  oben  erklärten  Vorbereitungen 
^ör^iinehmen,    ohne    Weiteres    für   jeden    speciellen    Fall  aufstellen, 
^uiiig^i  wenn  man   einige  Beispiele  vor  sich  hat,    die  allen  anderen 
^'^    L.eitfaden  dienen  können. 

Die  Gleichungen  für^  die  Prüfungsintervalle  sind  im  gegenwärtig 
«^^    Falle 
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»"•  =  -  ii  Cl' 
•".  =  -i^lM' 
■»■-  =  -  n  («1' 

.«.  =  -|{3r 
.,  =  -iw 

».  =  -  y  |S)' 

m.  =  -  T  161' 

WO  wie  oben  JO)'  die  Summe  aller  [fc]«,  {\  ('  die  Summe  aller  [Aj,  u.w 
bedeuten. 

67. 
Sei  ferner 

»  =:  24 
also  p  ^  12,  eine  grade  Zahl.     Es  werden  hier 

;.  =  3,  =  4,  =  6,  =  8,  jy  =  7 
und  es  sind  daher  zu  messen 

[0]..  [f].. [23]. 

[0]..  [2],, [22], 

[0].,  [3]„ m, 

[0]..  [*]. [20], 

[0].,  [6].,  [12].,  [18], 
[0]s,  [8]>,  [16]., 
[0].,  [12]. 
im  Ganzen  59  Grössen.     Femer  bekommt  man 

{M).=    [0],  -  [1].,     (M),  =    [0],  -  [2], 

(*,)).=    [I].  -  [2].,  (M),  =    [2],  -  [4], 

etc.  bis  etc.  bis 

(A,2I).  =  [21],  -[22], ,  (*,18),  =  [18],  -[20], 

(*,22).  =  [22],  -[23], ,  (4,22),  =  [20],  -[22], 

(4,0),  =    [0],  -  [3], ,  (*,0).  =    [0],  -  [4], 

(*,3),  =    [3],  -  [6],  ,  (*,4),  =    [4],  -  [8], 

elc.  bis  (4,8).  =    [8],  -[12], 

(*,15),  =  [15],  -[18],  ,  (A,12),  =  [12],  -[16], 

(4,18),  =  [18],  -[21],  ,  (4,16),  =  [16],  -[SO], 


^ 
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,0)«  =    [0],  -  [6], ,       (A,0)s  =    [0],  -  [8], 

,6)4=    [6],  -[12]4,       (M)s=    [8]»  -[^6], 

12)«  =  [12],  -[IS],  ,  

_J :  (Ä,0)e  =    [0],  -[12]. 


( 


aer 

►  I  =  -  [0].  -[0],  -[0],  -[0],  -[0]«  -[0],  -[0], 

.\  =  [23]«  +[22i;  +[21],  +[20],  +[18]«  +[16],  +[12], 

t=     (M)« 
t\  =  (A,22)o 
5J  =     {A,1)„  +   (Ä,0), 
M  =r  (A,21)«  +(A,20), 

=    (A,2)«  +   (Ä,0), 

=  (A,20),  +(A,18), 

=     (A,3)„  +   (A,2S  +  {A,0), 

►  !  =  (A,19)„  +(A,18),  +(A,16), 

^}=    (M)« 
►|=(M8)„ 

i\  =     (A,5)„  +   (A,4),  +:   (A,3),  +   (Ä,0)4 

i\  =  (A,17)o  +(A,16),  +(A,15),  +{A,12)4 

'{=     (A,6)o 
r|=  (A,16). 

i>  =  (A,7)o  +   (A,6),                 +  (A,4),                   +(Ä,0), 

i\  =  (Ä,15)„  +(A,U),                 +(A,12),                   +(A,8), 

'}=  (A,8)«                   +   (Ä,6), 

.|=  (A,U)o                   +(A,12), 

»}=  (A,9)„  +  {A,8). 

•1=  (A,13)o  +(A,12), 

}  =  (MO)« 

'1=  (M2)o 

r}=  (A,11)«  +{A,10),  +(A,9)2  +(A,8),     +(A,6)4  +(M)« 

I  hieraus 

So=|Oj  +  j24|,     Do  =  {0}-{24} 

S,=  |1}+|23},     A  =  {1}-{23} 

etc.  etc. 

-r  kommt  nur  ein  einziges  Paar  von  Endgleichungen  vor,  in  wel- 
em  der  Coefficient  des  Hauptgliedes  vei*schieden  ist,    nemlicb   die 

^^ktDdl.  d.  K.  S.  GeselUch.  4    Wist^nirh.   XV.  42 


I     m 

■ 

P.  . 

^\.  Hassen, 

1 

H          Gleichungea  für  (s^)    und  (d,8),  da  hier    unter  den 
H          der  einzige  H :  8  ejae  ungrade  Zahl  i^t. 
IT                  Die   Endgleicimngen    sind    wieder    der    angeliel 
H          verleibt  worden.     Die  PrUfimi^sintorvalle  liekoninien 
H          den  Ausdrucke 

1  QiiotienI<!ii  ■ 

rieten   Tafel  « 
jetzt  die  folg 

1 

'«„  = 

-  h  i»r 

m 

-  i  131' 

-  i  w 

( 

^P       wo  vvicdt'r  [Ol'. 

IT- 

elc.  die  inehrnials 

genannlen  Summen  sind. 

H                 Sei  eiulli<-ti 

nocil 

« 

08. 
=  li 

woraus 

;)  =  6,  X  =  3,  =  4,  »/  =  5 
folgen.    Zu  messen  sind  jetzt 

[0]..  [']. t"]. 

[0]„  [ä], [10], 

[0]„  [3]„  [6]„  [9J, 

[0].,  [4].,  [8], 

[0].,  [6], 
im    Ganzen    27    Grössen.     Des  Weiteren    folgen    iiieraus  die  Aus- 
drücke: 


/*,0).=   [0].  -   [1]. 
(4,1).=   [)].  -  [S], 

etc.  bis 
(/,,9)„=  19],  -[tO], 


(*,ö),  =  [0],  -  [2], 

(»,«,  =  [2],  -  [i], 

(*,i),  =  [i],  -  [6], 

(A,6),  =  [6],  -  [8j, 


(4,10).  =110].  -[M], ,     (4,8),  =  18],  -LIO], 
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(A,0)i  =  [0]^  -[3], ,  (Ä,0)3  =  [0],  -[4]3 
(Ä,3),  =  [31,  -[6], ,  (A,4),  =  [4],  -[8]3 
(M),-   [6],  -[9],,  -— 

(Ä,0)4   =    [0]4    —  [6]4 


n  Ganzen  27  Grössen.     Ferner 

jOj  =  _[0lo  -   [0],   -[0],  -[0]3  -[0], 
j.|2i  =     [Hl.  +[.101,   -|.[9],  +[8],  +[6], 

IM  =   (Ä,o)« 

•Hj  =  (Ä,10)„ 

{2i  =  (Ä,1),,  -|.(Ä,0), 

)IOj  =  (A,9V  +(Ä,8), 

»31  =  (A,2),  -|-(A,0), 

j4|  =  (Ä,8)„  +(A,6), 

}4j  =  (A,3)o  -l-(A,2),  +(Ä,0), 

{8}  =  (A,7)„  +(A,6).  +(A,4), 

|5j  =  (A,4)„ 

I7i  =  (A,6)„ 

j6|  =  (A,5)„  -|-(A,4),  +(A,3),  +(A,0), 

S,  =  {0}  -1-1  I2i,     S,  =  {1}  -l-lHj,  etc. 
D,=  \0\  -112!,     ß,  =  !•!   -{H},  etc. 

(1   die  Endgleichiingen : 

Erstes  System. 

-(«,!)  -(«,2)  -  («,3;  -   («,4)  -(«,6)  -l-So  =  0 

-h2(»,l)  -(«,2)  -l-S,  =  0 

-i>,1)-l-4(«,2)   -   («,3)   -   (*,4)     ■  -l-S,=  0 

-(s,2)  -1-4 (s,3)   -   («,4)  -(«,6)  -I-S,  =  0 

-(s,2)    -   («,3)    -l-5(«,4)   -(«,5)   -(«,6)  -t-S,  =  0 

-  (*,4)+2(«,5)  -(«,6)  -t-S,  =  0 
-   (*,3)  -  («,4)  -(,,5)-|-4(«,6)  -l-{6}=  0 

Zweites  System. 

— (rf,1)  —   (d,2)   —  (</,3)  —  (d,4)  — 2M  +D„  «  0 

*-2(rf,i)   -  (d,2)  -l-i),  =  0 

—  :rf,1)   -1-4 (d,2)  -  (d,3)  -  (d,4)  -l-fl,  =  0 

—  (rf,2)   -1-4 ((i,3)  —  (rf,4)  -l-I),  =  0 

-  (rf,2)   -I-   (rf,3)   -1-7 (d,4)  —   (d,5)  ■  -I-D4  =  0 

—  (d,4)  -|-2(rf,5)  -i-flj  «  0 

48» 


fi2i 

in  welchen 

M  SS  mg  +»n,  +»Jj  +♦«,  H-rtii 
ist,  Da  der  Quotienl  12:4  eine  nngrade  Zahl  ist.  so  ist  hier 
tileichiingeii  l'lir  (s,ii  iinil  (i/.i,  eine  Veischiedeiilieil  der  Coeffi 
der  Hauptglieder  eiUstatidfn.     Kür  die  Prilfiini^siiilerviille  ergie 


,  =  -;il"l 


.».,  =  —  -^  |3| 


rto  wieder   jOj',   jlj',  uu:.   liie  bekannk'»  Summen  siiut, 


69. 


[ 


Hechiiet  man  filr  ilie^ies  Beispiel   uucli  die  Gewietile  der 

kiinnteii,    so  llmlel   man,  den   KrklDnmi^en   des  Arl.   6ii  j^emDi 

bekannte  Weise 

«,r  =  (I..Wi,    <s,i^  =  0.3H,   'i.V  =  0.3K3 
(»,i)  =  0.368,  [«,5]  =  0.803,  is,Oi  =  ~ 
[il,\]  =  0.584,  ^,2^  =  0.333,  :ij,.3]  =  0.889 
[d,i]  =  0.173,  [d,,-.!  =  0..?i3 

Hierans  folgen  dnicli  die  Ansdrdcke  des  .Art.  .^ä,  welclte  au. 

Geltung  Ilaben, 

p(()  =  m\)  =  1.70 

P(2)  =  PIAO)  =  2.83 
-  P(3)  =  P{9)    =  2.98 


P(*)  = 

P(8)     =  3.70 

P(6)  = 

P(7)    =  l.öO 

P(6; 

=  i.66 

ind  selbstverständlich 

Pi.m.)  =  12 

P^m,]  =     (i 

P,m,)=    4 

P(m>j  =     3 

, 

P(.„.)=     2 
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Vergleicht  man  diese  Gewichte  der  Theilungsfehler  mit  den 
im  Art.  56  durch  das  zweite  Verfahren  erhaltenen,  so  findet  man  im 
Allgemeinen  nur  geringe  Unterschiede,  nur  machen  P{i)  und  jP(5) 
hie\on  eine  Ausnahme,  da  sie  hier  wesentlich  kleiner  sind  als  dprt. 
Diess  wird  bei  dem  gegenwärtigen  Verfahren  stets  bei  solchen 
Theilstrichen  stattfinden,  die  von  den  Combinationen ,  welche  die 
von  der  Eins  verschiedenen  Theiler  von  n  gewähren,  nicht  betrofien 
werden;  die  erhaltenen  Gewichte  sind  jedoch  immer  noch  so  gi^oss, 
dass  sie  für  annehmbar  gehalten  werden  können. 


Nachträgliche  Bemerkungen. 

70. 

Das  im  Vorhergehenden  entwickelte  erste  Verfahren  verdient  in 
a\len  Fällen,   wo   es  angewandt  werden  kann,  unbedingt  vor   dem 
zweiten   und  dritten  den  Vorzug.    Nicht  nur  dass  es  den  Unbekann- 
ten der  Aufgabe   die   grösstmöglichen  Gewichte  zutheilt,    also  diese 
so  sicher  wie  möglich   bestimmt,    sondern  es  fuhrt  auch  selbst  bei 
grossen  Werthen  von  n  auf  sehr  kurze  Rechnungen,   und  lässt  sich 
folglich   in  dieser  Beziehung  am  leichtesten  anwenden.     Aber  wenn 
die  Anzahl  n  der  Intervalle  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  wächst, 
so  vermehren  sich   die  auszuführenden  Messungen    in    so    grossem 
Maasse,  (sehr  nahe  im  Verhältniss  von  n^)  dass  ihre  Ausführung  be- 
schwerlich wird,  wenn  man  nicht  ein  Weniges  von  der  Strenge  ver- 
geben will;  wie  weiter  unten  erklärt  werden  wird. 

Das  zweite  und  dritte  Verfahren  können  in  Bezug  auf  die  Ge- 
nauigkeit, welche  sie  gewähren,  mit  einander  in  nahe  gleiche  Linie 
gestellt  werden,  es  besitzt  aber  das  dritte  Verfahren  vor  dem  zwei- 
ten den  Vor2ug,  dass  es  auf  kürzere  Rechnungen  führt.  Ich  habe 
das  dritte  Verfahren  vor  vielen  Jahren  zu  verschiedenen  Malen  auf 
den  Fall  n  ss  60  angewandt,  und  weder  die  Ausführung  der  Mes- 
sungen noch  die  der  Rechnung  beschwerlich  gefunden. 


^,,.1'   .,-..       p.  A.  H*K8BI«, 


71. 


In  niancht'ii  Kitllen  kann  man  die  Theiliingsfehler  der  beidm 
Endslriclie  des  /.ii  bi'rirhtigenden  Maassslabes  Null  machen,  atier 
tiirht  immer.  Wenn  es  sich  blos  darum  handoll,  ilurch  die  Beslim- 
mung  der  Theitunt^sfehler  die  ungleichen  Intervalle  des  Maassstatx!« 
auf  ein  gleiches  Maas»  hinzuführen,  und  nicht  veriHngt  wird.  A»$i 
derselbe  irgend  ein  bestimmtes  Maas.s  darstelle,  z.  B.  Millimeter,  Cenli- 
meler,  u.  s,  w.  oder  Linien,  Zolle  u.  s.  w.,  dann  können  iramcr 
(0)  1=  0  und  (n)  ^  (I  gesetzt,  und  diese  Annahmen  schliesslich  bei- 
behalten werden.  Wenn  aber  der  zu  berichtigende  Maassslab  ein 
bestimmtes  Maass  darstellen  soll,  und  man  zu  dem  Ende  ausser  den 
hier  uikiarten  Messungen  und  Berechnungen  auch  die  ganze  Lange 
desselben  mit  einem  anderen  Maassstabe,  dessen  Länge  genau  be- 
kannt ist,  durch  Hülfe  eines  Comparators  verglichen  hat,  dann  kann 
der  Fehler  des  einen  Endstriches  nicht  mehr  gleich  Null  geseUt, 
sondern  muss  dem  Resnilate  dieser  Vergleichung  entsprechend  sn- 
genommen  werden.  Bei  der  Berechnung  der  Theilungsfehler  aus  den 
in  dieser  Abhandlung  beschriebenen  Messungen  kann  man  zwar  wie- 
dei',  wie  oben  erkiilrt  worden  isl,  (Oj  ^  (I  und  n)  :=  (I  auniihmcu. 
aber  die  Berücksichtigung  des  Resultats  dei'  Vergleichung  durch  den 
tlomparator  muss  hierauf  durch  Anwendung  der  Sütze  der  Artl.  17. 
18,   ^9   vorgenomnieii   werden. 

Andere  Fälle  dieser  Anwendung  werden  auch  vorkomoien  k(ia- 
nen,  wie  sich  aus  dem  Folgenden  ergeben  wird. 


72. 

Eine  wesentliche  Abkürzung  der  Arbeil,  welche  die  rationell«^ 
Bestimmung  der  Theilungsfehler  eines  Maassstabes,  zumal  bei  grosser» 
Werlhen  von  «,  verursacht,  besteht  darin,  dass  man  den  zu  berich--' 
tigenden  Maassstab  zuerst  in  zwei  oder  mehrere  gleiche  Abtheiluogew- 
Iheilt,  die  Theilungsfehler  der  Endstriche  derselben  bestimmt,  und 
hierauf  das  nemliche  Verfahren  auf  alle  Theilstriche  einer  jeden  Abthei- 
lung anwendet.  Wäre  z.  B.  der  Maassstab  dureh  die  auf  demselben 
angebrachten  Theilstriche  in  60  Intervalle  getheilt,  so  kann  man  ihn 
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zuerst  in  zehn  gleiche  TheiFe  theilen,  unter  der  Annahme  n  =  1 0 
lie  Theilungsfehler  der  Endstriche  dieser  Abtheilungen  bestimmen, 
jnd  wenn  diess  geschehen  ist,  die  Bestimmung  der  Fehler  der  ein- 
eeloen  Theilstriche  innerhalb  einer  jeden  dieser  Abtheilüngen  vor- 
nehmen, wobei  n  es  6  zu  setzen  ist. 

Bei  der  Anwendung  dieses  Verfahrens  muss  die  Bestimmung 
ler  Fehler  der  einzelnen  Theilstriche  einer  jeden  Abtheilung  so  aus- 
geführt werden,  dass  die  Fehler^  der  Endstriche  die  schon  vorher 
bestimmten  Werthe  derselben  wiederbekommen,  was,  nachdem  man 
srst  dieselben  gleich  Null  gesetzt  hat,  gleichfalls  durch  die  Sätze  der 
4rti.  17;  1 8,  1 9  geschieht.  Auf  diese  Weise  kann  man  immer  das 
obige  erste  und  vollkommenste  Verfahren  ohne  Beschwerlichkeit  an- 
wenden. 

Wenn  auch  die  Anzahl  der  Intervalle  der  Abtheilungen,  welche 
man  wählt,  kein  Theiler  der  Gesammtzahl  aller  auf  dem  Maassstabe 
vorhandenen  Intervalle  ist,  so  bildet  diess  durchaus  kein  Hinderniss 
für  die  Anwendung  des  Verfahrens.  Wenn  etwa  der  ganze  Maass- 
stab^6äl  istatt  60  bitervalle  besässe,  so  würde  diess  keine  andere 
Veränderung  bewirken,  als  dass  bei  der  Bestimmung  der  Fehler  der 
einzelnen  Theilstriche  in  Bezug  auf  die  erste  oder  letzte  Abtheilung 
n  s=s  2  statt  =6  anzunehmen  wäre.  Dieses  Verfahren  lässt  überhaupt 
bei  seiner  Anwendung  grosse  Mannigfaltigkeit  zu. 

Es  darf  nach  der  Darlegung  dieses  Verfahrens  nicht  unerwähnt 
gelassen  werden,  dass  durch  die  Anwendung  desselben  die  Summe 
der  Quadrate  aller  übrig  bleibenden  Fehler  zwar  nicht  in  aller 
Strenge  ein  Minimum  wird,  aber  immer  nur  äusserst  wenig  vom 
Minimum  abweichen  kann.  Es  giebt  übrigens  ein  immer  anwend- 
bares Mittel  um  das  Minimum  so  nahe,  wie  man  will,  hei*zustellen. 
Dieses  Mittel  besteht  darin,  dass  man  der  Bestimmung  der  Fehler 
der  Endstriche  der  Abtheilungen  eine  grössere  Anzahl  von  Wieder- 
holungen der  einzelnen  Messungen  zu  Grunde  legt,  als  der  Be- 
stimmung der  Fehler  der  einzelnen  Theilstriche.  Die  Gewichte  jener 
Bestimmungen  werden  dadurch  vergrössert,  und  somit  das  genannte 
Minimum  vollständiger  oder  richtiger  zu  Wege  gebracht. 


«3«r 

...  _..i'  . 

•  -■      P.A. 

IUnsen. 

■ 

HO« 

Diese  VervvandeluDg  gesciiiehl  ilu 

rch  die  Gleichung  ik)  des 

An. 

17,    i. 

welchei' 

für  (0)  und  {i 

»)  nactl  einander 

[II)  = 

=       0 

(„)  = 

+0.0625 

(II)  = 

=  +I).U628 

.     (»)  = 

-0.1675 

(ü)  = 

=  —0.1675 

.     (»)  = 

0 

gebeut  werden  niussea.     Mau  bekoiiiuU  hieiiiit 

<>(»)  = 

0 

dil)  = 

— O.IIOI 

m  = 

+0.(1186 

*«j  = 

-0.167ä 

i(ä)  = 

+0.0313 

cl(91  = 

-0.1237 

0(3)  = 

+0,0i6i) 

i)ll0)  = 

—  0.0S3» 

w  = 

+0.0625 

0\H)  = 

— o.onn 

m  = 

+0.0030 

t)(lS)  = 

0 

4(8)  = 

—  0.0588 

Die 

Addition  dieser  Verbesserungen 

zu  de»  vorstellenden 

\Ve  — 

then  der 

Theilungsfehler  giebl 

(»)  = 

0 

a)  = 

-11.1266 

(')  = 

:  +0.0031 

(8)  = 

—  0.1673 

.        (ä)  = 

+0.0703 

(9)  = 

—0.2107 

^^ 

(3)  = 

— o.oste. 

(10)  = 

—0.0878 

M 

;})  =  +0.0(J25       in  =  — O.lfi^O 

(5)  =  +0.0895      (12)  =       0 

(6)  =  —0.0255 

welches  die  üetinitiven  Theiliingsfehler  der  Conti metertheilung  sind. 

74. 
Gehen  wir  zur  Millinietertheilung  über,  so  ist  wieder  n  ^  12, 
und  wir  könnten  daher  diese  Theilung  eben  no  behandeln  wie  jene; 
um  aber  eine  Verändeiiing  in  das  Beispiel  einzuführen,  soll  diese  Thei- 
lung  etwas  anders  behandelt  werden.  Zuerst  soll  die  ganze  Milli- 
nietertheilung  in  zwei  gleiche  Hälften  getheilt  werden,  jede  dieser  letz- 
teren wieder  in  zwei  Hälften  zerlegt,  und  darauf  sollen  in  diesen  vier 
Abtheilungen  von  je  drei  Intervallen  die  einzelnen  Theilstriche  vorge- 
nommen werden.     Die  Resultate  dieser  Messungen  seien: 

Erste  Halbirung. 
[0]o  =  —0.16 
[ii=  -0.34 
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Halbirung  des  ersten  Theils  derselben. 

[0]o  =  -0.25 
[1]o  =  -0.21      • 


Halbirung 

des  zweiten  Theils  derselben. 

0]«=  +0.14 

n„  =  —0.78 

Das  erste  Viertel. 

II 

■ 1 

—0.27,  .0],  =  -0.34 

[1.0  = 

—  0.23,  tl  ■,  =  +0.23 

l2]o  ^ 

+0.28 

Zweites  Viertel. 

10.,= 

+0.27,  ^0',  =  +0.43 

[••1»  = 

+0.08,  :i],  =  -0.26 

[2]o  ^ 

—0.47 

Drittes  Viertel. 

[OJo  = 

+0.14,  [0],  =  +0.53 

[•l]o  = 

+0.18,  [V\i  =  +0.18 

[2]«  = 

—0.20 

Viertes  Viertel. 

[Olo  =  —0.40,  [Ol,  =  —0.06 

[1]o=  +0.18,  [i],  =  -0.14 

[2]o  =  -0.50 
Vj^  sollen  hiefUr  die  nemlichen  Voraussetzungen  gelten  wie  oben. 

Die  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  auf  diese  Messungsergeb- 
uisse  liefert,  wenn  auch  die  Millimeterstriche  der  Reihe  nach  mit  0,1,2, 
bis  12  bezeichnet,  und  Anfangs-  und  Endstrich  jeder  Abtheilung  als 
fehlerfrei  betrachtet  werden,  die  Werthe 

(0)r=        0 


(6)  =  —0.09 

(1 2)  =      0 

(0)  =      0       ,       (6)  « 

0 

(3)  =  +0.02 ,       (9)  = 

—0.46 

(6)=       0       ,     (12)  = 

0 

832 
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{») 

=:     0                  (7)  =  — cme."!             fl 

(1) 

=  +0.1930            (8)  =  -d.aiä.i            ^ 

(S) 

=  +0..'i6ö0                  ('.!)  =0                            H 

(3) 

=       U                         (10)  =  +0.1li.S0                  H 

(*) 

=  — 0.S975               (W:  =  —0.2550                   H 

{») 

=  —0.4173               (li)  =0                            ^ 

{«) 

=       0 

welche  nichreien  Venvaiidliiiigen  unterworfen  weiden  müssen.     Die 

ersle  Abtheilung 

hieiht  wieder  ungeandert,    aljer  die  zweite  und  drille 

werden  durch  die  Gleichung  {k)  des  Art.  17,  indem  man  darin  n  =  i. 

und  einestheils 

, 

..Ol  =  0,    (»)  =  -0.09                                 ■ 

auderülheils 

fl 

^0)  =  — o.on,  (tt)  =  0                       ■ 

setzt,  verwandeil 

Man  bekommt  äoiiiit                                              ^| 

*(0)=      0                                        -U 

i\3)  =  — O.OiS                                     ■ 

>t;6)  =  —0.09                                       ■ 

^^^^^ 

f  9)  =  — O.OIS                                     H 

.1(12)  =0 

womit  die   zweite  uod  dritte  vorstehende  Abiheilung  der  TheiluDgs- 
Tehler  sich  vereinigen,  und  in 

(0)=       0 
(3)  =  — 0.0S60 
(6)  =  —0.0900 
(9)  =  —0.5060 
(tä)  =.       0 
tlbergehen.     Wendel  man  hierauf  die  Gleichung  {k)  an ,   indem  o^ 
n  ^  3  setzt ,  so  gehen  die  folgenden  Correctionen  hervor 
l{0)  =      0  i»(7)  =  — 0.ää83 

M)  =  —0.0083       »(8)  =  —0.3667 


d{i)  =  —0.0167 
»(3)  =  —0.0250 
<»(4)  =  —0.0467 
(»(6)  =  —0.0683 
»(6)  =  —0.0900 


(>(9)  =  —0.8050 
»(10)  =  —0.3367 
»(11)  =  —0.1683 
»(12)  =      0 
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welche ,  zu  den  obigen  Werlhen  der  Theilungsfehler  addirt ,  weiter 
ergeben : 


(0)  = 

(<)  = 

(2)  = 

(3)  = 

(4)  = 

(5)  = 

(6)  = 


0 

0.1867 

0.3483 

0.0250 

0.3442 

■0.4858 

0.0900 


(7) 

(8) 

(9) 
(10) 

(11) 

(12) 


—0.330» 
—0.6092 
—0.5050 
—0.1717 
—0.4233 
0 


Mit  diesen  Werthen  muss,  aus  dem  Grunde,  dass  zwei  Theilslriche  beider 
Theilungen  mit  einander  identisch  sind ,  und  folglich  in  jeder  TheiUmg 
dieselben  Fehler  bekommen  müssen,  noch  eine  Yerwandelung  vorge- 
nommen werden.    Der  erste  mit  0  bezeichnete  Theiistrich  ist  in  beiden 
Theilungen  der  nemliche,  und  hat  schon  im  Vorhergehenden  denselben 
Pehler  (=  0)   erhalten.     Der  Theiistrich  femer,   welcher  in  der  Cen- 
timetertheilimg  mit  1    bezeichnet  wurde,   ist  der   nemliche,   der    in 
(1er  Millimetertheilung  die  Bezeichnung   10  bekommen  hat,    und  der 
Fehler  desselben  ist,    wie  nicht  anders  sein  konnte,   durch  die  vor- 
hergehende Rechnung  fUr  die  beiden  Theilungen  verschieden  ausgeh 
fallen.     Der  für  die  Millimetertheilung  erhaltene  Werth  dieses  Fehlers 
niuss  auf  denjenigen,   welcher  sich  für  die  Centimetertheilung  ergeben 
hat,  zurückgeführt  werden,  und  dazu  dienen  die  Gleichungen  des  Art. 
19.     Für  unser  Beispiel  muss  zu  dem  Ende  in  diesen  Gleichungen 


c  =  0,     (c)  =  0, 


W  =  0 


**  ~  ^^'       e=z  10,  (e)  =  -hO.0931,   (e)  =  —0.1717 
g^etzt  werden,  woraus  sich  zunächst 

C=  0,  E  =  +0.02648 
ergeben.     Aus  der  Gleichung  {k')  des  angezogenen  Art.  folgen  nun 


d'(O) 

=r         0 

a'(7)  s  +0.1854 

if{i) 

a  +0.0265 

^{S)  s  +0.2119 

d'(2) 

»  -1-0.0530 

&{9)  »  +0.2384 

&{3) 

=  -1-0.0795 

<r(10)  s  +0.2648 

m 

»  -1-0.1059 

«y(11)  «  +0.2913 

d'(ö) 

=  -1-0.1324 

(r(12)  =  +0.3178 

d'(6) 

=  +0.1589 

«• 


durch    (lemn 
U>r  iiiiiii 

Anbrin^iin^    aa    die 

zuletzt    erholtenen    Theilutii^sfc/K 

Ol  =       0 

17)  =  -O.USi 

;t)  —  +0.2134 

(81  =  —0.3973 

(S!)  =  +0,4019 

(91  =  —0.2666 

i3)  =  +0.0äi5 

10)  =  +0.0931 

(4)  =  — Ü.i38:l 

(II)  =  —0.1321)                         M 

• 

(6)  =  — 0.3S34 
(Gl  =  +0.0689 

12)  =  +0.3178                       1 

erhalt,    welches   die  definitiven  Theiliingsfeliier   der  ^lilliiiieterlheilim^ 

sind. 

Wenn  man  auch  die  Werlhe  der  nia,  »«i,  etc.  kennen  lernen  will, 
so  sind  die  Verwandlungen  der  zuersl  erhaltenen  VVerltie  derselben 
auf  ahnliche  Weise  imszufdhien.  '^L 

75.  "^ 

Es  ist  schon  oben  darauf  aufmerksam  gemacht  wortlen,  dass  die 
in  diesem  Abschnitte  erklärten  Verfahrungsarten  in  sofern  nicht  voll- 
kommen strenge  sind,  als  sie  die  Summe  aller  übrigbleibenden 
Feh lerquad rate  nicht  streng  zum  Minimum  machen;  es  isl  jedurli 
ein  Mittel  angegeben  woi'den ,  durch  dessen  Anwendung  mao  die 
genannte  Summe  ihrem  Minimum  so  nahe  bringen  kann,  wie  lun 
will.  Man  kann  aber  auch  anders  verfahren,  denn  Nichts  hindert, 
die  hier'  erklärten  Verfahrungsarlen  einer  strengen  Auflösung  zu  un- 
terwerfen, durch  welche  die  genannte  Summe  sofort  ein  Minimum 
wird.  Je  nachdem  man  den  Maassstab  in  zwei  oder  mehrere  gleiche 
Hau|)ttheile  theilt,  wird  das  strenge  Verfahren  etwas  anders  aiu- 
fallea,  und  es  werden  unter  diesen  Umstanden  sich  verschiedene 
Verfahrungsarten  bilden,  welche  alle  eine  Aebniichkeit  mit  einandff 
sowohl  wie  mit  dem  ersten  Verfahren  haben ,  und  die  man  daher 
Varianten  des  ersten  Verfahrens  nennen  kann. 

Es  ist  nicht  meine  Absicht  alle  diese  Verfahren  hier  ausführlich 
Zu  entwickeln,  sondern  es  soll  nur  eines  derselben  ausnihrlich  dar- 
gestellt werden,  und  zwar  dasjenige,  welches  sich  auf  den  FaD 
bezieht,  dass  man  den  Maassstab  in  zwei  gleiche  Uauptabtheilungen 
zerlegt  habe;  es  ist  hierauf  mit  keinen  Schwierigkeiten  verlmUpft, 
auch  andere  Varianten  des  ersten  Verfahrens  zu  entwickeln. 


/^ 
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Variante  zum  ersten  Verfahren. 

76. 
Es  soll  angenommen  werden,  dass  man  den  zu  berichtigenden 
assstab  zunächst  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt,  und  von  den  Inter- 
len  beider  Abtheiiungen  abgesondert  alle  Combinationen  zu  je  zweien 
Dessen,  oder  mit  anderen  Worten  mit  einem  passenden  PrUfungsinter- 
1  verglichen  habe;  die  Prüfuügsintervalle,  welche  man  in  jeder  Ab- 
lilung  benutzt  hat,  sollen  dieselben  sein.  Es  setzt  diess  voraus,  dass 
Anzahl  aller  Intervalle  des  Maassstabes  eine  grade  Zahl  sei ,  was 
neiniglich  der  Fall  ist;  sollte  indess  diese  Anzahl  eine  ungrade 
til  sein,  so  kann  man  vorläufig  das  eine  Endintervall  weglassen, 
d  nach  ausgeführter  Berichtigung  der  übrigen  Intervalle,  nach  dem 
ir  zu  entwickelnden  Verfahren,  dasselbe  durch  besondere  Messungen 
•stimmen.  Bezeichnen  wir  die  Anzahl  aller  Intervalle  des  zu  berich- 
enden  Maassstabes  mit  2n,  so  bekommen  wir  für  die  erste  Ab- 
3ilung  die  nemlichen  ursprünglichen  Gleichungen,  welche  im  Art.  7 
[gegeben  worden  sind ;  wobei  aber  zu  bemerken  ist,  dass  die  letzte 
eser  Gleichungen  nicht  weggelassen  werden  darf,  da  sie  im  gegen- 
ärtigen  Falle  auf  keine  Unbestimmtheit  hinführt.  Die  ursprünglichen 
leichungen,  welche  die  zweite  Abtheilung  liefert,  haben  genau  die- 
ilbe  Form,  wie  die  eben  genannten,  nur  müssen  in  ihnen  alle 
Qgeklammerten  Indices  um  die  Zahl  n  vergrössert  werden. 

Aus  diesen  Erklärungen  entnimmt  man  leicht,  dass  im  gegen- 
artigen  Falle  die  erste  Reihe  der  ursprünglichen  Gleichungen  die 
Igenden  mithält: 

-  (0)       +     (1 )       +Mo  +     [0]o      =  0 

-  0)        +      (2)        +»»0  +     [1]o       «  0 

etc.  bis 

—  (2»— 2)  +(2»— 1)  +»»0  +[2»— 2]«  a=  0 

—  (2n— 1)   -I-    (2n)       -I-Wo  +[2»— 4]«  =  0 

3  zweite  Reihe  besteht  aus 

-(0)   +(2)   +m.  +[0],  =  0 

-(^)   -»-(3)  +n»i  +[<].  =  0 
-(2)   +(4)   +»»,  +[2],  «  0 

etc. 


p 

■ 

■ 

^B 

^* 

^B 

■        836 

p 

'.  A.  Hankkn, 

i'% 

1 

— (»— s; 

+ 

(ti-t) 

+rH, 

+  [.,-3], 

=  0 

1 

ft 

-i;»-2) 

+ 

fii) 

+«l, 

+i»-21, 

=  0 

1 

■.- 

-  (»! 

+ 

(i.+äi 

+1», 

+    ,»1, 

=  0 

1 

k 

-(»+)) 

+ 

(«+3) 

etc. 

bis 

=  0 

1 

V 

—  (an-* 

)  + 

(än-2)+.», 

+  [2n-l], 

1=  0 

1 

—  (an— 3 

)+■ 

;>— ) 

)+"., 

+  [ä«-3], 

=  0 

1 

-(2,-2 

)  + 

'(2») 

-Hl», 

+[2»-2]. 

1=  0 

-^ 

wozu   bemerkt  wer 

den 

mag, 

tlass 

eine  Lücke 

vorhanden 

Ul,  inJeni 

die 

Goiubination  («■ 

—  1),(m-|-I}    und 

dem  entsprechend  die 

Messumpt- 

grosse    [n — 1],   nicht  i 

p'orltomnit.     Ii 

n   der  drillen  Reihe  werden  zwei 

Coinbinationen,   iieuilicii   (n — 

2), (11+1  j  und  (b- 

-l),i»+2) 

nebst  den 

McssungsgrOssen  [fi- 

-2; 

I3  und 

[„-11 

^  fehlen,  u. 

s.  w.  Die  beiden  leu- 

ten 

Reihen  sind 

-  (0) 

+f 

»-!) 

+'"«- 

-.  +     [Ol,,. 

.,     =  (1 

-  (1) 

-1- 

(») 

+">..- 

-;  +     lli.- 

.,     =11 

-  (") 

+  ( 

2»-l 

)+««.- 

-=    +      L«!- 

.,     =  0 

— {"+!) 

-»- 

'(*») 

+«i_ 

.,  +[»+!: 

.-1  =  0 

J 

,          - 

-  (") 

+ 

w 

+»'.- 

.,  +     [0].. 

-1=1) 

i 

- 

-  M 

+ 

(S») 

+m^i   ■+■     [n\. 

-1=0 

Nach  den  vorstehenden  Andeutungen  kann  man  die  ursprünglichen 
Gleichungen  für  irgend  einen  bestimmten  Werth  von  n  leicht  voll- 
standig  hinschreiben.  Es  iSsst  sich  übrigens  die  Aufeinanderfolge  die- 
ser Gleichungen  graphisch  anschaulich  machen. 

Repräsentirt  man  sie  durch  die  in  denselben  enthaltenen  Tfillis 
bekannten,  durch  die  angestellten  Messungen  erhaltenen  Glieder,  so 
kann  man  sie  fUr  jeden  bestimmten  Werth  von  n  durch  zwei  Drei- 
ecke, in  Form  der  Trigonalzahlen,  darstellen.  Z.  B.  fUr  n  ^  4  kann 
man  sie  wie  folgt  stellen: 

[0].,  [1].,  [2].,  [3].,   [t].,   [5].,  [6].,   [71. 

[0],,  [1]„  [2],,  [i]„  [5]„  [6], 

m„  [)],  [»]„  [5], 

[Ol.  [*]. 

filr  jeden  anderen  Werth  von  «  wird  man  dieselbe  Figur,  in  grö.%«i'- 

ren  oder  kleineren  Dimensionen,   wiedererhalten. 
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77. 

Die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  führt,  indem 
man  wieder  alle  Gewichte  aus  den  früher  angegebenen  Gründen  =  i 
setzt,  auf  die  folgenden  Endgleiehungen : 


n  \ 


:0)     -(I)  -(2)-  .  .  .  -(«-!)  -(») 


|0|  =  0 


1j  =  0 


— »«u  — ;n,  — »»2 —  .  .  .  — »«„_2 — »n„_, 

(O)  +«(1)  -(2)-  .  .  .  -(«-1)  -(«) 

f«,    »»2  ...    »«»-2 

etc. 

(«)   -(1)   -(2)-...  +„(„_1)_(„) 

+»«,    +f»2   +  .    .    .    +»»,_2  +j«— 1}    =    0 

(0)   —(1)   —(2)— ...—(»— 1)-i-2«(«) 

—  (m+1)-(«+2)-.  .  .-(2«-1)  — (2«)  +  l«|  =.0 

:»+n(«-»-l)  — (n+2) _(2„_i)  — (2m) 

—  »I,    »»2   ...    ;H„_2  -»-|«  +  4{    1=    0 

etc.  bis 

(«)_(„+.l)  —(„+2)—.  .  .  -|-fl{2»— 1)  — (2n) 

-t-Wl   +»«2+  .   .   .    +»M„_2  +12«  —  1j    =   0 

.(„)_(«-».1)  —(„-1-2)—.  .  .  —  (2«— 1)+«(2m) 


m 


« 


•m,  +tn2- 


»M„_2+n»„_i 


2mj  =  0 


-1(0)- 
-t(0)- 

-!(o)- 


(2n)( 

(2m)J-|(1) 
(2«)|-j(-1) 
+j(«~2) 


~(2«-1) 


t(2« 
f2« 


— ^2«— r.(— 


-(«+2)| 


-1(0)- 


-!(o) 


-|(0)--(2»)j 


(2»)j-j(1). 

+j(n-2) 

(2»)|-j(1)- 


-(2«. 
-{2«- 


Ol- 


+2»»Wo-l-|Oj' 

h|(«— 1)  — («-l-1)j+2(«— 1)»«,+}1|' 

j(2)_(2«-2)j 

,j(„_1)_(„+.1)j+2(M-2)»«2+{2i' 
etc.  bis 

.[(2)_(2n-2)| 

j(«-1)-(«+1)j+  6m„_3 
j(n-1)-(«+1)j+4»»„_2 

•+-  2»n 


0 
0 


=  0 


n— 1 


n~3|' 

«-2)' 


=  0 

=  0 

M— 1!'=  0 


78. 


Die   Form  der   ersten  Abtheilung  dieser  Gleichungen    ist    eine 

^'8^nthümliehe,  welche  man  durch  graphische  Darstellungen,  die  sich 

^"'     l>estimmte  Werthe  von  w   beziehen,   anschaulich    machen  kann. 
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Dci-  Tlieil  derselben,  \velclier  die  TheJInngsIcliler  enthäll,  liilitel  immpi 
eine  a»s  zwei  Quadraten  besiehende  Figur,  die  in  dem  finen 
ihrer  Winkel  ancinanderstossen,  und  miteinander  zu  einem  Gaozon 
verbunden  sind.  Der  Tbeil  hingegen,  der  die  Prilfungsintervalle  enl- 
hUlt,  bildet  vier  gleichschenkelige  Dreiecke,  welche  einander  llipil;; 
ihre  (irnniUinien,  Iheils  die  gegenidierliegenden  Winkel  ):iiki?limi ; 
zwei  dieser  Dreiecke  sind  einander  gleich,  wahrend  die  beiden  an- 
deren, zwar  aucli  einander  gleich,  aber  eine  Stufe  kleiner  simi  uls 
jene.  Da  diese  Dreiecke  sieb  anders  gestalten,  je  nachdem  n  tw 
grade  oder  eine  ungrade  Zahl  ist.  so  wollen  wir  sie,  um  «n  iK 
Deutlichkeit  Nichts  vermissen  zii  lassen,  für  beide  Kitlle  aiifutellpn 

Fllr  «  =:  6  sind  die  von  den  iheilimgsfehlern  abhüngigen  tllieih 
unserer  Gleichungen : 

6(0) '-(1)    -f2)    -(3)    -li)    -(ü)      -(f.) 

_(0)+6(1)   -(2)   -(31   -(H   -tö)      -(6)      

-(0)    -(1)+6(«)   -(3)   -H]    -(5)      -(())      

-(0}    -(<)    -(2)  +  6(3!    -(i)    -(5;      -(6)      

_(0)    _[1)    -r«)    -[31+6(i)    -[51      -(6)      

_(0)    -(11    -(«1    -[31    -(i!+6(5}      -(6)      ■ 

-{Ol   -[11   -(91   -(3)   -a)   -[5)  +  1S(fi)   -(7)   -181   -[91   -[10)   -(!()  -^ 

8) _(fi)  +  ß(7)   -18)   -f9)   -[10)  -(11)  -II' 

9) -(6)   -(7}+6(8)   -(»)   -(10)   -[II)  -(I* 

101 -(fi!   -{7'    -[8)+6ii:'   -(1Ü)   -IUI  -i 

H) -(6;    -(7)   -(8)   -(91+6(10)   -(H;  -(<: 

1«) —(61   -(7)   -(81   -f9)   -{10)+6(H)  -{*'■ 

<3) -(6)    -{71    -(8)    -(91    -(10)    -[I1]+6(ll 

ZU  deren  Veivollsttindigung  noch  die  folgenden  Glieder  hinzukomiueD) 
welche  bis  auf  die  völlig  bekannten  Glieder  von  den  Prtlfungsiiiler- 
vallen  abhängen: 

1)  — »1,1  — i»i   — ffii  —m-j  — HI4  :—m^  +  {0}  =  0 

2)  —  m,   — jTia  — m.j  -»»4  -j-  (ij  =  0 

3)  -mj  -Ws  +  {2}  =  0 

4)  keine  m  -i-  (3}  =  0 

5)  +1»!  +«3,  +  (i)  =  0 

6)  +m,   +IW3  -t-m^  -t-m4  +  {S}  =  0 

7)  keinp  m  +  (6}  «  0 

8)  — m,   — j»j  —1113   —m^  +  {')  =  0 

9)  — mj  —m-j  +  {8}  =  0 
101  keine  m  +  {9}  =  0 
11;  +m.i  +>».,  +{10}  =  0 
12)  +m,  +m^  +1»-^  +m,  +{(1)  =  0 
<3)  +Wo   +m,    +mj   +»1^   -t-m^  +m^  +{12}  =  0 
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V'Ur  n  =  5  stehen  die  entsprecheDden  Gleichungen  wie  tulgt : 

5(0)   -(I)   -(2)   -(3)    -(4)     -(5) 

-(0)+5(1)   -(2)   -(3)   -(4)     -(5) 

'-(0)   -(0+5(2)    -(3)    -(4)     -(5) 

_(0)   _(1)   -(2)+5(3)    -(4)      -(5) 

-(0)   -({)   -(2)    -(3)+5(4)      -(5) 


(3 
(5 


_(0)   -(1)   _(2)   -(3)    -(4) +  10  (5)   -(6)   -(7)   -(8)   -(9)   -(10) 

7) _(5)+5(6)   —(7)   -(8)    -(9)   —(10) 

gl -(5)   -(6)+5f7)   —(8)    -(9)    -(10) 

9) -(5)    -(6)   -(7)+5(8)    -(9)   -(10) 

*0) -(5)   -(6)   -(7)   -(8)+5(9)    -(10) 

11) —(5)   -(6)    -(7)    —(8)   -(9)+5(10) 


{0}=0 
{1}=0 
{2}=0 
(3}  =  0 
(4}=0 
{5}=0 
{6}  =  0 
{7}=0 
{8}=0 
{9}=0 


.  i)     — TWq    —  W|     — -tW2    —  W3    —W/4    • 

2)  —  Wj   —  m2  —  WI3 

3)  — WI2 

4)  -4-W2 

5)  *         -4-rwt    -I-WI2   -4-W3 

6)  keine  m 

7)  — Wi   — W2  — W3 

8)  -W2     . 

9)  -4-m2 

10)  -f-w,   -4-W2  -I-W3 

11)  -4-Wo   -4-Wi    -4-W2   +^3   -4-WI4   -4-(10)=  0 

Auch  diese  Formen  wiederliolen  sich  für  andere  entsprechende  Werthe 
von  n,  bez.  in  grösseren  oder  kleineren  Dimensionen. 

Die  völlig  bekannten    Glieder   der  Endgleichungen   sind  im  All- 
gemeinen durch  die  folgenden  Ausdrücke  gegeben: 

{0}  =  -[0]o  -[0]t  -[0]2  -  ...  -  [0]„_, 

{1}    =  [0]o    -l1]o    -[1]l     -[1]2     -     .   .    .     ~     [1]n.2 

m  =       MJo  +[0;i   -[2]o  -[2]i   -[2]2-   .  .  .   -[2]„-3 

etc.  etc. 


{«ti}=       [2w-1]o  -1-[2w-2]t   -4- 


Wn-l 


{0}'  = 

[0]. 

+  [11o 

+  [2]o  H 

(<}'  = 

[0]i 

+[1]l 

+  [2],   H 

{2}'  = 

[0]2 

etc. 

+  [<]2 

+  [2],    H 

etc. 


{w— 2}'  =  [0]«_j  +[1]„_2  +[n]„-i  +[« 
(„__1)'  =  [Oj„_,  +[n]„_i 


!2n-1]o 

[n-2], 
[n-3], 


[«J." 

["]2 


[2«-2;, 

[2n— 3], 
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Din  oiiifaclip  und  regelmässige  FortÄclireiliing  in  der  Zu-^animensetzuBiti 
dt!r  ersten  Äblheiliing  dieser  Grössen  erkennt  man  am  Ieichlesle%,] 
wenn  man  die  Ausdiücke  fllr  einige  specielle  Werllic  von  n  vor  si^] 
hat,  weshalb  solche  unten  angegeben  werden  sollen.  Die  tirfisseaJ 
)0j',  |li'  |2i',  etc.  krmncn  wieder  durch  das  im  Art.  H  frlilflrW  ] 
Verfahren  jede  für  sich  gleich  Null  gemachl  werden.  1 

Zwischen  den  vorstehend  aufgelUlirten,  völlig  liekannlen  Grössen  ] 
finden  hier  die  beiden  folgenden  Hedingungsgleichungen  slall. 

(fl}ü  ^  ]o\-h\\\+m-h...+\2>ii  ' 

{b)  0  =  n\\0l  —  \in\\  +  fn—\]\\\>  —  \iff~\\\+{n-^\2\-]i»-i\\+... 
welche  denen  des  Arl.  8  unatug  sind. 


79. 


von   in  oder  1 

1  aiisgesclirieben  werden. 

ri  =  8. 

(0)'  =       [Ol. 

+  [11.  +[3],  +[.?[.  +[11,  +[.■))„  +(f.l. 

+  [8]. 

+  [9).+[10|.+  [111.+[l«].+  (131,  +  (lll,- 

(!)■  =      [»1. 

+  [lll    +(2),   +[3],   +[4],   +[5],   +[6|, 

+  [S1, 

+  [9],  +  [101,  +  lll],  +  [lS),  +  |131,  +  [U), 

{«)■  =     lOJ, 

+  [)],  +[8],  +[3],  +m,  +(5), 

+  (81. 

+  (9l!+(10i,+  (ll],  +  [181,+[13). 

PY  =    m. 

+  (l).    +(«].    +(31,    +[»);, 

+  [8]. 

+  [9ja+(101.+["l.+(181. 

w=    m. 

+  [11.  +(21.  +[31.  +[81,  +(9],+110j.. 

{6/  =       (Oj. 

+(11>  +[«1.  +(81.-,  +[91,+(10'. 

{«)■  =      [0). 

+  (1).  +[81,  +[9], 

P)'  =       (»1. 

+  (81, 

W  -  -(Oj. 

-m.    -[Ol.  -[0],  -(0),  -[Ol,  -[0], 

(1)    =        (Ol. 

-[<;. 

'  -[11,  -[11.  -(K,  -ill.  -[ll.  -[11, 

(«1  =    [(]. 

■  +(»1. 

-(«;. 

-[2],  -[i],  -(2;,  -IS],  -[5:, 

(3>    -        !»], 

,  +(11,  +;»;. 

-|3\ 

,  -[3",   -[ali  -[3],    -[3\ 

(1)    =        l3'. 

,  +[21,  +;i',  +[oij 

-(!]. 

-[«',  -[»1.  -[»). 

1 


Es  sollen  liier  sogleich  die  Ausdrucke  der  völlig  bekannlen  (Glie- 
der  der   Kndgieiehimgen    des  vor.  .Arl.    für   einige    specielle  WeHhe 

+1T:. 

1-(I51. 
1-1111. 
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'  "1-.1 


(6)  == 
(6)  = 

{13}  = 

i%  *}  = 

{%&)  = 

(I6J  = 


[*]o 
-t»]« 

l5]o 
-[6]o 

[6]o 
-[7]o 

[7]o 
-W. 

[8]o 
-[9]o 

[9]o 

-[»0]o 

[«0]o 

-[<<]« 

-[•2]o 

[<2]o 

-[<3]o 
[<3]„ 

-lH]o 
L<*]o 

-l'»]o 
[«3]o 


[3]j+  [2]» 


l»]3+    [0], 


[<]4+     [0], 


[3]i- 
[6]. 


[6],+  [51-2+  [4];,+  [3],+  l2],+[<], 
[8]i-   L8J2-   [8]3-   [8]i-   [8]5-[8], 


[*]2+  L3],+   [2J4+   t1]6+lO], 


L8JT 


-[<<]i-[H]2-[Hj3-[H] 


-   [9].-   [9]2-   [9]3-   [9]4-   I9J5-L9]6 

+   [8]i 
-[«0]i-[40],-[10]3-[1O]4-|.1OJ, 

+  [9]i 

L<0], 

[12], 

[11],. 

[13], 

[12],^ 

[14], 

[13],. 


[1 0], 

[8I2 

[HJ2 
[9]2 

[12], 

[10]2 

[13], 
[M], 


[HJ3 
I8]3 

[<2]3 

[9]3' 

[<0], 


L8]4 

[9i4 


[8]6 


[<2]2+[l1],  +  l10]4+    [9]5+[8]6 


[<4],  +  [13],+[12]3+[11]4+[10]5+[9]e  +[8]; 


[0^0 
+  L7]o 

+  [7]| 

:o]2 

+  [■7j2 
[0]:, 

+  L7J3 

=  [0]4 

=  [0]6 

=  [0]6 


[8J« 
[8], 

•L<]2 

[8], 

[1]3 

•:8]3 

[7]6 


[2]o 

[9]o- 

[2\ 

l9Ji- 

[2J2 
[9]2' 

[2]3 

■[9:':r 

'[2j4 


tt  =  7. 

»-i3lo  +[4]o 
[<0]„+i11]o' 
•-[3\   +[4], 

Lloi,+!11], 

l-[3]2  +[4], 
[10],+[11], 

•-[3]3 
[10], 

•-[7J4  +1814 
»■[8J5 


['2]o' 
[12], 


l<3]o 


19 


>4 


=  -[0]o  -[0],  -[0],  -[0]3  -[O:,  -[01s  -10]« 


•.0]o 

[Ijo 

M]o 

[2]« 
[2]« 
•i3lo 

[31« 

[4]o 


-[IJi 
+  [0], 
-[2]i 
+  [<]. 
-[3], 
+  [2], 
-[4]i 


-11.^2   -[IIa   -ll]4   -L<]ä 

-L2j2  -[2]»  -[2j, 
+  [0], 

-[3]2  -[3]3 

+  [']2    +[0]3 
-[4]2 


^V 
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■ 

■             (»)   _       [11.  +[3],   +[8],  +{V,,  +[01. 

■                              —  [!^ln  —  [3]i 

^^^^^M 

■         (Gl  =     [51.  +[»],  +i:ii,  +[a],  +[1],  +tol. 

^^^^H 

H                —  [fii„ 

^[ 

■             (-)  =       |6].  +[5],   +|1],  +[3],   +[S1,  +[(], 

+i«u        M 

■                          _[71„  -[71,   — [7[i  — 17!;,  — [7|i  — [7]j 

-[7].            ^^M 

H          (K)  =     i~\ 

^^^^H 

■  '             -i8i«  -[«!i  -Wi  -[»'«  -[»;<  -i«i. 

^^^^H 

■             {9|  -       [bl,  +[7J, 

.^^^^H 

■                        —[9].  — ['Jjt  — :ylj  ~['J|i  — 191( 

^^^^^H 

■        (Hl)  =     [»).  +[»)i  +[7]. 

^^^^M 

■                 -lioi.-ti«l,-li»i-[iiil, 

^^^^^M 

■           (fl)   -     :(0|.  +[9],   +|8),  +[7|, 

^^^^^M 

■                        -IH1,-[(I1,-[M1, 

^^^^^M 

■           |I2|   =     [1IJ,+[(0J,   +1»,  +|llj,   +[71, 

^^^^^M 

■                        -[li],-[(8J, 

^^^^^M 

■           ({3)  -     |1SJ,+  |M|,  +  [I01,  +[»],   +|8j,  +(71, 

^^^^H 

B                        — [)3J. 

^M 

■            (14)  =     [I31,+  |li|,  +  llll,+|l01,   +[9J,  +[8is 

+('].         ■ 

B 

^^H 

■'            {«)'=       [O;.   +[11.  +|SJ.  +[31.  +(»].  +15|. 

^^^H 

■                          +;6|.  +[7],  +|8U  +[9],+ll0!.+[Ml. 

^^^^^1 

■             (!)■=       [0],   +[([,   +[21,   +131,   +111, 

^^^^H 

■                          +161.   +l'!i   +18],   +191, +  1101, 

^^^^^1 

~               (8)'  =        101,   +ill,  +|81,  +[:(', 

^^^B 

+  (6h  +l'l. 

+  [81, 

+  191« 

(3)'  = 

I«l.  +[!]. 

+  i2|. 

+  16], 

+  1']. 

(')'  = 

m.  +[i). 

+  [6], 

+m. 

w- 

(Ol.  +[6j, 

-1«]. 

{»)  - 

-m.  -[»], 

-m. 

-1»]. 

{<)  = 

[Ol. 

-i<i.  -[<], 

-[11. 

-11]. 

-11], 

m- 

(11.  +m. 

-[«).  -w. 

-m. 

-[«], 

{3)  = 

1*1.  +iii, 

-[3).  -13J, 

+  101, 
-131, 

{»)  = 

[31.  +[«), 
-[»].  -1»], 

+111, 

+1»]. 

(5)   _ 

1*1.  +13], 
-15]. 

+[äi. 

+i<j. 

+  [»:, 

(«)  - 

(51.  +111, 

+  13], 

+[«1. 

+  |ll. 

-1«].  -[»li 

-161, 

-16], 

-16], 

P)  = 

161. 

-m.  -m. 

-['1, 

-[71, 

-i'Ji 
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{»>  =   l7]o  +[6]i 

-[8]o  -[8]i  -[8]j  -[8]3 
{»}  =    [8]„  +[7],  +[6]j 

-[9]«  -[9].  -[9J2 


l»0)  = 

.9]o  +l8]i   +._7]j 
-['0]o-[10], 

+  [6l3 

\'l)  -' 

[10]o  +[9],   +[8^2 

+  [7ja 

+  L6]4 

{li}  =" 

[H]o+[<oi,.  +[9]j 

+:8]3 

n 

+[7:4 

=  3. 

+L6J* 

(0)'  = 

Ä  +:<]«  +[2]o 

+  [3]o 

+  [*]« 

+  [51o  +[6\  +[7]o 

+  [8]o 

+  [»]o 

• 

(«}'  = 

10].   +['].   +[2]i 
+  l5],  +[6^  +17], 

+  l3]i 

■  m 

{2}'  = 

|0]2  +LII2   +[2]2 
+  i5]2  +[6]2  +[7]2 

{3}'  = 

Ä    +[<]»    +15.'3 

+  [6]3 

(*}'  = 

iO]i  +[S]i 

{0}  = 

-  0\  -!0',  -[Ojj 

-[0]3 

-[0]4 

{*)  = 

[o]« 

-n^«  -[<^  -[M2 

-[<]3 

{«}  = 

—  L^Jo    — L*.l     — L*J2 

{3}  = 

ru    +'J].     +[0]2 

{*}   = 

.3]o    +[2Jl     +[']2 

+  10]3 

{5}  = 

l^^O    ■*"[^Jl     "*''.^]2 

+  [1^3 

+  [0]4 

"~L^]o    "~L^]l    "~[^]2 

-I8j3 

-l»]4 

(6)  = 

[5]« 
—  6]o   —  [6ji    —  [6]2 

-[e]3 

{7}  = 

-1.71«  -[7],   -[7]2 

{8}  = 

!7]o  +[6]i   +[5;2 
-[8]«   -[8], 

(9)  = 

L8]o  +:7.1.  +[6l2 

-i9]o. 

+  i5], 

{10}  = 

9]o  +l8]i   +L7J2 

+  L6i3 
n 

+  [5l4 

=  i. 

(0)'  = 

[0]o  +[<]o  +[2]o 

+  [3]o 

+1*]« 

+  [5]o 

{*)'  = 

[0].  +[1],  +i«], 

+  [*]. 

+  [5], 

+  [6]. 

{«)'- 

[0]2    +[1]2    +L*]2 

+  [5]2 

{3}'- 

[Oh    +1*13 

.^jo  +['7jo 


IH 

^^^^^VH 

6ti 

^^^^^^H 

(0]  _ 

-m.  -[Ol, 

-W:  -[0]>                                      ^^^^1 

(1)  = 

(Ol. 

^^^^^^H 

-in.  -m. 

^^^^M 

(8)  - 

[<i.  +[»1. 

-m,  -12], 

■^^^M 

P)- 

m.  +iii, 
-PI. 

+1011                           ^^^^^1 

!•)  = 

[31.  +[5], 

+i<]>  +m.                   ^^^^1 

-(H,  -IM, 

-in.                 '^^^^H 

1«) . 

in. 

^^^^^^^H 

-l»l.  -151, 

^^^^M 

(6)   = 

-l«l,  -161, 

^^^M 

(')   - 

1»1.  +151, 

-m. 

+[)]>                         ^^^^1 

(«)  = 

17],  +161, 

l»l'  = 

»1.  +111. 

+  151.              ^^^^H 

{ll'  = 

l"!,  +111, 

+  14],                                                  ^^M 

(«)■_ 

i»i>  +m. 

^^^^^M 

(0)   = 

-m.  -m, 

(*)  = 

[Ol. 

-m.  -in. 

^^^^ 

p)  = 

(6)  . 
{«)  = 


11].  +10], 

[S],  +11],  +101, 
-m.  -I3]i  -I3]i 


-[»]. 

l»l. 
-15]. 

15],  +11],   +13], 


-[1], 

•-mi 


(0)', 

{>)'• 

(0)  . 
(<)  ' 

(3), 
{»)   ' 


10].  ■ 

10),  ■ 

-l«l.  ■ 

10].  ■ 

[I].  ■ 
1*1. 

13]. 


HS).  +13). 
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80. 

Zur  Auflösung  der  im  Art.  77   erhaltenen  Endgleichungen  füh- 
wir  zunächst  die  Hulfsgrössen 


So  =  jO}  +    2« 

(*-,0)  =  (0)  +  (2«) 

S,  =    i    -1-    2»— Ij  , 

(«,1)  =  (i)  +  (2»-1) 

Sj  =    2    -1-    2«— 1    , 

{8,2)  =  (2)  +  (2»-2) 

etc.  bis 

etc.  bis 

,_i  =    »— 1|+  n+1    , 

(«,« 

(— 1)  =  (»_i)-|-(»-|-i) 

S«  =  2|«{  , 

(»,»)  =  2(») 

(«,«)  •+-«„ 

=  0 

{«,«)  +S, 

=  0 

{«,n)  +&J 

SS    0 

^^in,  durch  welche  die  ersle  Abtheilung  der  Endgleichungen  sich  in 
rtie  folgenden  Gleichungen  verwandeln  lässt: 

»(«,o)-(M)    -M)  -  .. . 

r-(«,0)+fl(«,i)   —(«,2)   —    .  .  . 

—  («,0)  — («,i)  +n(«,2)  —  .  .  . 

etc.  bis 
-(«,0)  -(*,1)  -(«,2)  —  .  .  .  +n[8,n-\)  —{8,n)  +S,_,  =  0 
-(>,0)  -(«,1)  -(«,2)  -  .  .  .  -(^,n-1)  +n(«,n)  +  i«,  =  0 

welche  fUr  sich  bestehen.  Man  findet  aber  leicht  durch  Zuziehung 
der  Bedingungsgleichung  (a)  des  Art.  78,  dass  jede  derselben  in  den 
übrigen  enthalten  ist,  und  dass  folglich  zur  vollständigen  Bestimmung 
aller  Unbekannten  eine  derselben  im  Voraus  als  gegeben  angesehen 
werden  muss.  Es  soll  für  diese  wieder  («,0)  angenommen  werden. 
Zieht  man  nun  die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  und  nach 
von  allen  übrigen  ab,  so  bekommt  man  sogleich 

(«,2)  =  (,,0)  +  ^ 

(«,3)  =  (»,0)  +  ^ 
etc.  bis 


(»,»—1)  =  («,0) 


«+< 


(«,»)  ==  (,,0)  +  -^ 
womit  unsere  Gleichungen  aufgelöst  sind. 


n 
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81. 


Kuhren  wiv  lerner  dii!  fülgenileu  Hlllfdgrossen  ein: 

0.  —  |0|  — |S«|         ,  (rf,0)  =  (0)  — (Sil) 

0.  =  |1(-|2„— 1|  ,  (,(,()  =  (1)_(ä«-)) 

D,  =  |2j— 12»— 81  ,  {ii,2)  =  (2)  — (Sn— 2) 

etc.  bis  etc.  bis 

0„,  =  |„_S|  — 1»+2| ,  (J,n— 2)  =  («_ä)— (n+S) 

fl._,  =  |n— 1|  — 1»+1|  ,  (//,»— 1)  =  (»—<)  — (»+1) 


i 


(„  =  »,.+»._,      ,  Ä,  =  |0|'+«|»-1|' 

.«,+»„_,      ,  *,  =  2jli'4-(»— 1)1»— 2|' 

% +»i.-j      .  Ä,  =  3|2|'h-'ii— 2)|ii— 3|' 

etc.   Ijis  etc.   l)is 

I,-,  =  "',  .  +'«,»1  ■  *',-,  =  \li-  h'iP—i\'+ili+i'l\p+l]' 

',-1  =  '»,  -1  +11,      ■  *■,-!  =  ('!/'—  I !'+!;'+ lil/'l' 

und  bez.  itis  und  bez.  bis 

',^1  =  "',-1  +«»,»1  .  K,-,  =  i]\i]—\','+{q+i'i\ii+t\' 

l,=  im,  .  a;  =  ä, +  1)1,1' 

dann    lassen    sicli    die    Endgleichungen  des  Xvl.  77   auf  die    nacb-* 
stehende  Form  bringen: 

n  eine  grade  Zahl 

«(d,0)   _(rf,l)_(d,2)— _(rf,„_() 

-2i.— 21,— 2i,- -2(,_,  +fl.      =  0 

—  (J,0)+n(d,i;  — (rf,2)— _(rf,„— I) 

— a;,  —2/,—  ....  — 2i,_,  +D,    =  0 

—  (<(,0)  — (rf,))+ii(i(,ä)— — (i<,n— I) 

— 2i,-  ....  -2(,_,  +D,      =  0 
etc.  bis 

—  (i/,0)  — (<(,()— .  .  .  .+»(((,»— 2)  — (<(,»— t) 

+21,+  ....  +2(,_,  +l)^j  =  0 

—  (|J,0)  — {li,1)  — .  .  .  .  — (li,»— 2)+il(rf,n— 1) 

+äi,+2l,+  . 


+il,^,  +B._,  =  0 

+  2nl,  +Ä,=  0 
+  i(ii— 1)(,  +*,  =  t) 


-{«+l)(d,0) 

— (»+l)|(r(,0)  +  (rf,l)— {i(,«— 1)1 

— i»+l)|(rf,0)+vi(,l)  +  i<(,2)— (((,«- 2}— (i(,n-l)i   +6(»— 2)1,  +A',  =  0 

-in+()l(i(,0)+(ci,l)+...+(rf,;i— I)— (c(,p+1)— ...— (d,»-1)| 

+2p(p+t)i,_,  +*,_,  =  0 
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n  eine  ungrade  Zahl 
n^d,0)—  (d,1)—  (d,2)_ _(d,„_1) 

— 2i„— 2^;— 2/j— — /,  -l-ßo     =  0 

-  vrf.0)  -t-n{d,\ )  —  (d,2)  — —  {d,n—  1 ) 

— 2f,— 2^—  .  .  .  .  — i,  +D,     s=  0 

-  dfi)  —  ((/,  1 )  +  « (d,2)  — —  {d,n—  1 ) 

—2^—  .  .  .  .  — i,  +Z)j     =  0 
etc.  bis 

—  ;rf,0)  —  (c/,I) — +»(d,tt — 2)  —  (d,» — I) 

—  </,0)  — (d,l)—  ....  _(t/,M— 2) +»;(/,»— 1) 

+2/1+2/2-1- +L  +D^,  =  0 


-  >  + 1 )  ;rf,0)  +  2«/„  +Ä„  =  0 

-  n  + 1 )  j  («/,0)  +  (d,  1 )  -  {d,n- 1)1  +4  (h  -  I ;  /,  +  ^,  =  0 

-  »+rj|,d,0)  +  (^,1)  +  (d,2)— ((/,»— 2)  — (rf,»—Ijj+6(»—2)/j  +Ä2  =  0 

etc.  bis 

-B+1)'{((/,0)  +  («/,1)+...+(d,9)-(rf,9+1)-...-(d,»-i)| 

+2(9+1)%  +K,  =  0 
In   beiden  Fallen  bilden  diese  Gleichungen   wieder  ein  für  sich  be- 
stehendes System. 

0 

xMil  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichung  (6;  des  Art.  78  findet 
man,  dass  auch  hier  jede  Gleichung  in  den  übrigen  enthalten  ist, 
so  dass  wieder  eine  der  Unbekannten  als  gegeben  betrachtet  werden 
muss;  es  soll  wie  oben  auch  hier  (e/,0)  dazu  ausersehen  werden. 


82. 

Um  die  Gleichungen  des  vor.  Art.  aufzulösen,  ziehe  man  zu- 
nächst jede  der  Gleichungen  der  ersten  Abtheilung  von  der  zunächst 
folgenden  ab.  Hierdurch  ergeben  sich  sogleich,  wenn  n  eine  grade 
Zahl  ist,  die  Gleichungen: 


P.  A.  H«!«inc, 

(AS)  =  (-(.O  +  ^"i^ 
(rf,3)  =  (42)  +  ^i"^" 


n« 


etc.  big 

,rf,»-i;,  =  (.(,«— Si  +5t 

iiaii  wenn  n  eine  ungrade  Zaiil  ist: 


Pp-Cp^M-ilp-l 


(ii,3)  =  (i(,2)  + 


f),-Dj-U, 
n+l 

elc. 


(J,./+t)   =    [d.,,)-l 

eLc.  bis 
(«,« — 1)  =  [djt — 2)H — ^^-^:r]- — - 
woriD 

D„=  0„  +(«+!)  (rf,0) 
gesetzt  ist.    Werden  nun  noch  die  /„,  /,,  etc.  durch  bekannte  Grössen 
ausgedrückt,   so  sind  alle    (d,fc)    durch   die  vorslehendeu  Ausdrtl«ke 


Aus   der  ersten    Abtheilung  der    Gleichungen    des   vorvor.       ''^^■ 
bekommt  man  leicht,  wenn  n  eine  grade  Zahl  ist, 

{n+i}\{d,i)~{d,n-i)\—U,~Ui-il,~  .  .  .  — i/,_,-|-^,  =^  « 
(«-l-l)|(d,2)-(d,»-2)ä  _4f,-4/,-  .  .  .  _4/^.+^,  =s  « 
(n+1)}{d,3)  — (J,n— 3)j  — ii,-  -  .  •  — «,-i+4»  ^       ^ 

etc.  etc. 

wo 

etc. 
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iten.  Diese  Gleichungen  erleiden,  wenn  n  eine  ungrade  Zahl 
keine  andere  Veränderung,  als  dass  2/^  statt  4/p_i  darin  ge- 
lben werden  nuiss.     Setzt  man  ferner 

K,=  ÜT,  _(n+1)((/,0) 

etc. 
A,  =  K,  -t-.J, 

A2  :=  K2  -h^i   +^2 

A3  =    K^   -|-z/|    -hz^2   +^3 

etc. 

addirt  die  obigen  Gleichungen  zu  denen  der  zweiten  Abtheilung 
rorvor.  Art.,  so  ergeben  sich,  wenn  n  grade  ist: 

+*"«=  0 

)_4}/,  — 4/j  —4/3—.  .  .—  ilf-i-i-At  =  0 

—  4/,-»-|6(ti— 2)— 8{^  —8/3—.  .  .—  Sl^i+Ai  =  0 
_  4/,                    _8/j+{8(«— 3)— 12}/3— .  .  .— 12/p_,+i43  =  0 

etc.  bis 

2(p-2)(p+3)-4(;)-3)}/,_3-4(p-3)i,_.,-4(p-3)/,_,+il,.3=0 

—  4/|  —8/2  —12/3^-  •  •  . 

l(p-3)/p_3+{2(p-1)(p+2)~4(p-2))/^,-4(p-2)/,_,+V2=0 

—  4/,  — 8t^  —12/3—  .  .  . 

-4(p-3)/^3-4(p-2)/,_2+12/)(p+1)-4(p-1)j/^,+A^,=0 
wenn  n  ungrade  ist : 

)_4;^,  —U^  —4/,—.  .  .  — 2/,+A,  «  0 

— 4/,-|-J6(m— 2)— 8|/2  —8/3—.  .  .  — 4/,+A,  =  0 

—4/,  — 8/j  +{8(w— 3)— 12{/3— .  .  .  — 6/,+A3  =  0 

etc.  bis 

—4/,  —Ui  —12/3—.  '.  . 

-i2':9-1}('/+3)-4(g-2]i/,_2-4(5-2)/,_.-2(?-2)/,+V2  =  0 
—4/,  —8/2  _/|2/3— .  .  . 

-4:?-2)/,_2+129(g+2)-4(5-1)j/,_,-2(</-1)/,+Vi  ^  0 

—  4/1  —8/2  — 12/3— .    .    . 

-4(./-2)/,_2-4(9-1)/,_.+|2(g+i)'-29|/,+il,     =  0 


650 


P.  A.  IIaksek, 


Aus  diesen  Gleicluiiiin'ii  simi  die  vi'i-scliiedf'iirti  /  zu  eimillelu.  Wie 
man  sieht,  bekomiul  luan  in  allen  Fälkm  ^H 

williieutl  die  übrigen  /  in  einem  System  von  Gleirliungen  mit  einand« 
verblinden  sind,  deit-n  jede  alle  unbekannten  enlliült;  dieses  Sjsleiii 
ist  aber  einer  besonderen  Rigenseha/t  wepen,  welche  es  besitz), 
leicht  aul'zulüsen. 


(4) 


[A] 


8i. 
Betrachtet    man    die   (loelliciontcn  des   im   vor.   Art.    erhaltenen 
Gloieliungensyslems    genauer,    so    linüel    man,    dass    in  jeder  (ilei- 
chiing  die  Summe  derselben  ^  2h  ist.     Das  System  Itisst  sidi  daher, 
wenn  w  eine  grade  Zahl  ist,  auf  die  folgende  Korm  bringen: 

i„l,  —  iil^—l,)  —  ir[l,—  l,-^— -    i(/^^,_/,-l^-y^,     =  ci 

4i/,— /,l4-2w/s— 8(/,— /,)— —   8(/^_,— /j'+vl,     =U 

4i7,_/,)+8(V,— t;+2n/3— _iä;/^  ,_/;+A,     =U 

etc.   bis 

i(/,-i— M+8(/^_,— /,;  +  1ii/^_,— y +  . .  ,  -|-2H/^_,+Vf  =  " 
und  wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist: 

a«/,— ifij-/,)  — i(/^_/,)— _2(/_i,)+^,     =0 

4(/,-;,)+ä«/2— 8(/,— y— —iil^—l^\  +  Aj    =(l 

etc.   bis 

4(/,— /,)-».8i7^— /.j)-Hl37,— y+ +ä„/^_l_^^     =0 

Diesen  Gleichungen  kann  man  noch  andere  Formen  geben:  sie  Hor- 
den uns  Weiler  unten,  zu  einem  anderen  Zwecke,  in  der  vorsleben- 
den  Form    natzlich    werden.     Das  hier  zu    verfolgende  Ziel  Vönm 
wir  indessen  auf  einfachere  Weise  erreichen.     Setzen  wir 
t,  =  1,-1, 

'  etc.  bis 

^p-l  =   l,-X—i,-l 

und  bez.  biä 
L,  =*=  /,-/^_, 
und  ziehen  hierauf  von  den   für  die  /  entwickelten  Gleiclumifen  i"'^ 
vor.  Art.  die  vorletzte  von  der  letzten  ab,  so  erkennt  man  balJ.  da'-' 


J 
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alle  Unbekannten  bis  auf  Lp^^^  und  bez.  L^  verschwinden;  zieht 
man  die  drittletzte  von  der  vorletzten  ab,  so  verschwinden  alle  Un- 
bekannten bis  auf  Lp_.2  und  Lp_i,  und  bez.  L^_i  und  L^,  ur  s.  w.  Wir 
erhalten  durch  dieses  Verfahren,  wenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  die  fol- 
genden Gleichungen: 

2(p-2)(/>+3)  V2-4Vt+^P-2  =  0 

etc.  bis 

6(w— 2)L3— 2(n— 8)/.4—  .  .  .  —iL^.t+B,  =  0 

4(w—1}L2—2{n—6)L3— 2:11— 8)7.4—  •  •  •  — 4£^_i-f-ß2  =  0 

2„/,_2^ii_4)L2— 2(n— 6)^3— 2(w— 8)/v4—  .  .  .  — iL^j+ß,  =  0 

und  wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist : 

29(</+2)L,H-ß,      =  0 

2(,_i)(^H.3)  V,-2L,+Ä,_i  =  0 

2(9-2)  ((/+4^L,.2-6L,.t-2L,+ß,_2  =  0 

etc.  bis' 

6(n— 2)L3— 2(11— 8)L4—  .  . 
.  4(w_l)L2—2>— 6)13—2(11—8)^4—  .  . 

2w/,— 2(»— 4)L2— 2(h— 6)L3— 2(ii— 8)L4—  •  • 

wo 

i?i  =  Kl  -i-z/i 

i?3   ==    /Tj— A'^j   -1-^3 

etc. 
gesetzt  worden  sind.  Durch  die  vorstehenden  Formeln  werden  die 
im  vor.  Art.  gegebenen  Gleichungen  vollstHndig  aufgelöst.  Denn  die 
Unbekannten,  welche  sie  enthalten,  nemlich  /,,  Lj,  L3,  etc.  köimen 
daraus,  von  der  letzten  derselben  anfangend,  eine  nach  der  anderen 
berechnet  werden,  und  wenn  diess  geschehen  ist,  bekommt  man 

I2  =S    1^2   "^   M 
(3  =    Lj   -+-    I2 

*4   ^    7*4    "•"    '3 

etc. 
Da  somit  alle  /  gefimden  sind,  so  ist  auch  in  den  Gleichungen  des 
Art.   82   für  die   ((/,A)    Alles  bekannt,   und   man  kann  die  (d^k)   aus 
diesen  Gleichungen  berechnen. 


-2L,+ß, 

=r  0 

-2£,+Äj 

=  0 

-U,+B, 

=  0 
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1 

1 

I 

85. 
Wie    frulier  lassen    sicli  alle    vuilmntlenPii    tu 

du 

reh 

1 3 

drücken.      Es  ist  riicLl  nui'  allgemein 

1 

«h  +  tn^^_,  =  l^ 

m 

.■Jondern  veiniOge  der  Endglcic-Iinngen  des  Ail.   77   a 

ch 

1 

ru-k]m,  -2!A-l-i;m,._^_.  =  -\ky+\n 

-*■ 

—  1 

1 

woraus  man  durch  Elimination 

1 

_  Kft+OIi-JiJ'+l»-*-« 

W    ■   ■   ■                         _    ä,„_A;,,+(if_|„_fc_, 

erhall. 

1 

Man    kann    aiicli   liier  wieder   die  m   auf  die 

l,l.k 

ziirllckfuhrpri. 

denn  dieselben  eben  anf^ezoi;enen  (ileielumgen  f;e 

»im 

ili. 

AuÄilrUfte 

-». = -.v(i«!'-(''.ö); 

■w 

"'.  =  -.-iijyd'l'— ',''.0)— («l,l)+ii/,n-l;} 

i 

'"•'  =  —f^{|äi'— (''.")— (''.'>—'''.'*)  +  (''.»- 

-*) 

+  ( 

/,»-i))  ■ 

t'tc.                                     etc. 

1 

deren   Kortsetzung  keine  Scliwieristieit  bietel. 

-1 

Die  Satze  der  Artl.  17,  18,  19  finden  auch  hier  statt,  wie  sieb 
leicht  beweisen  lüsst.  Bezeiclinen  wir,  wie  oben,  durch  ein  vor- 
gesetztes d  den  Zuwachs,  welchen  die  verschiedenen  Grössen  da- 
durch bekommen,  dass  Für  («,0)  und  {d,0)  ein  anderer  Werlh  >^ 
die 'Null  angenommen  wird,  so  geben  die  Gleichungen  des  Arl.  SO 
ohne  Weiteres  wieder 

d{i,k)  =  (s,0) 
wie   im  Art.  17.     Aus   den   lietreffenden  Gleichungen   der  Arll.  8i 
u.  83  erhalt  man  sogleich 

dfß,,  =       (n+1)((i,0) 

3K,  s  _(«+1)((i,0) 

*Ä,  =  —  (w+1)(d,0) 

äKj  =  _(H+1)(d,ü) 
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afid   hieraus  darch  die  Gleicliuagen  für  die  verschiedenen  A 

M,  =  dA^  =  M;,  =  etc.  =  —  (n+l)(</,0;i 
Durch  Hülfe  dieser  Werthe  geben  die  Gleichungen  [A]  des  Art.  84, 
ncbsl  der  denselben  vorangehenden  Gleichung  für  l„, 

und    schliesslich  hiemit  die  des  Art.  82 


dl„  =  dl,  =  dli  =  dl,  =  etc.  =  ""^^ 


oder  jUlgemein 


<)(d,3)  =  '^'  (d,0) 
etc. 


d{d,k)  =  '-^  (J,0) 


^if^it  der  betreffenden  Gleichung  des  Art.  17  übereinstimmend,  da 
hier  2»  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  dort  n.  Geht  man  zu  den 
Theilungsfehlern  selbst  über,  so  ergiebt  die  vorstehende  Gleichung  in 
Verbindung  mit  d[8^k)  =  (*sO)  allgemein 

d\k)  =  ^-\~^  (0)  +  ^  («w^ 

Die  Anwendung  der  obigen  Gleichung  für  d{d,k)  auf  die  letzten 
-Ausdrücke  des  vor.  Art.  für  die  in  giebt  ohne  Muhe 

dm„  =  ^  (</,o; 

dm,  =  ^„  ;rf,0) 
etc.  bis 

<Jm„_2  =  "^'  ((/,0) 

•■*'t   dem  Art.  18  übereinstimmend. 

Aus  der  obigen  Gleichung  für  d{k)  bekommt  man  ferner 

dlk+2)-d{k)  =  -I,  (rf,0) 
<r(ft+3)-(J(fc)  =  -ij(d,0) 


Ak^ 


etc. 


•mH.  4.  K.  8.  QeMllKh.  d.  WisMu>ch.  XV. 


44 


ßäi 
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wmliiicli  die  Gleieluingen 

—<>(*)  +i[k+l)  +,hi,  —  0 

—i{k)  +il{k+i)  +.»«.,  =  0 

— fl"l-'i  +/l'k+3:  +iiii,  =  |] 


fl 


i-hciifalls  in  Ueheroinslimniuiig  mit  den  btstreft'enden  Foinieln  des  Arl. 
18,  liervoigelien.  Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  wieder  ili'n 
ScMuäs  ziehen,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleikniicii 
Fehler  von  den  Worthen,  welche  man  den  TiieiluDgsfohlem  der  bei- 
den Endsiriche  (Oj  und  ['in)  des  zu  berichtigenden  Maaasstabes  beileisl, 
unabhängig  i^t. 

Der  Satz  des  Art.  19  brauclit  nicht  wieder  \ orgcnomuien  n 
werden,  da  Jius  den  vorhergchenth'n  Resultaten  schon  erhellt,  d«^ 
derselbe  atlch  hier  wieder  slalHindel. 


87. 

Zur  IJercchnung  der  Summe  der  Feliler(|uadrate  kann  man  sirii 

iiimicrliin  des  Ausdrucks  iJl)   des  Art.  20  bedienen,  weh^h^r,  winu 

man  alle  {Oj'  jl}'  }2j' etc.    gleich  Null  gemacht  hat,  wa.«  man  sU'ls 
lliiin  sollte,  sich  iUil" 

reducirt,  wo  die  Summe  von  k=s\  bis  zu  Asss2h — 1  auszudelmen  i*'- 


88. 

Zur  Entwickelung  der  Ausdrücke  der  Gewiclite  der  Theiliing^ 
fehler,  auf  welche  das  gegenwürlige  Verfahren  fuhrt,  ist  vor  AIIp™ 
wieder  zu  bemerken,  dass  selbstverständlich  die  Gewichte  je  zweiff 
derselben,  welche  Theüstrichen  angehören,  die  gleichweit  von  Jf 
beiden  Endpunkten  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  abstehen- 
einander  gleich  sein  müssen.  Man  wird  im  Laufe  der  Entwickeluo- 
gen  ferner  bemerken,  dass  diese  Gleichheit  sich  auch  auf  diejcniifci' 
■  Theilstriche  ei-strecki ,  die  gleichweit  von  dem  einen  der  Endpiml'''' 
und  der  Mitte  des  Maassstabes  liegen.  Auch  kann  wieder  in  <!<''' 
vorzunehmenden  Ent Wickelungen  (ä,0)  =s  ((/,0)  :=  0  gesetzt  weni* 
da  diese  beiden  Grössen  zu  den  Gewichten  Nichts  beilragen  können 
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Die  Fundamentalgleichung 

m  =  ^ 

I  wir  F^  als  den  Coefficienten  von  Sjt  in  der  Entwickelung  von 
■Hl }  [s^k)^  und  Q,,  als  den  von  Dj,  in  der  Entwickelung  von  (w+1 )  (f/,A-- 
iniren  können,  wo  aber  F„  verdoppelt  werden  muss,  findet  auch 
r  statt,  und  die  Aufgabe  reducirt  sich  also  darauf,  die  Ausdrücke 
i  Fj,  und  Qj,  zu  ermitteln. 

89. 
Zur  Ermittelung  der  F^  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  die  Be- 
igungsgleichung  (a)  des  Art.  78  sich  auf  die  Form 

0  =  S^,  -I-  Si  -I-  02  +  .  .  .  +  j-iS,, 

ngen  lüsst;  berücksichtigt  man  diese  in  den  üleichungen  des  Art. 
für  die  (s,fc),  so  bekommt  man  sofort 

ne  Ausnahme. 

Da  nun  Q,,  =  0  ist,  so  giebt  die  Fundamentalgleichung  des  vor. 

90. 

Um  die  Ausdrücke  der  Ot  zu  e^-milteln,  seien  zuvürderst 

(o,1)  =  (d,'t)  +  («/,«— 1) ,  2\  =  fl,  +  />.,_. 

(a,2)  =  (rf,2)  +  (rf,M-2) ,  ^i  =  fl,  +  K^, 

(a,3)  =  (rf,3)  +  (rf,»-3) ,  ^;,  =  Ä,  +  D.._., 

etc.  bis 
(ff,p-1)  =  {d,p-\)  +  {d,p+\) ,  ^'p_,  =s  />,_,  -I-  D,^, 
(o,;,)  =  2(r/,p),  it'^  =  2/>, 

und  bez.  bis 
{a,q)  =  {d,q)  +  (rf,g-H ) ,  ^'^  =  ß,  +  D,^, . 

ie  Addition  der  zweiten  und  letzten,  der  dritten  und  vorletzten  n.  s.  w. 
!r  Gleichungen  erster  Abtheiiung  des  Art.  81  giebt  hierauf  sofort, 
?Dn  man  {d,Qi)  ^  0  setzt: 

(»-1)(a,1)-2(a,2)-2(a,3;-  .  .  .  -(o,;>)  +2',  =  0 
— 2(ff,1)  +  (M— 1)(o,2)-2(«T,3)—  .  .  .  — (o,j))  +^j  =  0 
— 2(«j,1)-2((i,2)  +  («-1)(o,3)-  .  .  .  -{a,p)  +2',  =  0 

etc.  bis 
—  (o,1)    -(a,2)     -{o,3)    -  .  .  .  .  +y(a,p)-|-^-ii;  =  0 

4t* 


ßK6 
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I 

I 

I 


welclie  Uk-irliiingen  sehr  loiclil  vollständig  aufgelöst  werden  tonen. 
MuUiiilicirt  man  die  erste  mit  2,  und  addirt  das  Produkt  zu  allen  uLri- 
gOD,  dann  die  zweite  mit  2,  und  verfahrt  ebenso,  hierauf  die  drille 
mit  2,  worauf  wieder  alle  zu  addiren  sind,  u.  s.  w.,  endlicli  die  lel*te 
mit  3,  und  addirt  wieder  alle  Gleiehungeu,  so  erhalt  man  in  Km»- 
gung,  dass  die  Anzahl  aller  Gleichungen  =  p  ist,  und  mit  \Vi;glas- 
siing  der  Clrcdcr,  wulehe  zu  der»  Gewichten  Niclils  iH'ilritgen  krmnen: 

[n+\){a,))  +il\  =  0 

(n+1)fo,2}  +2^:,  =  0 

(«-f-1)(ff,3)  +2^;.  =  11 
etc.  bis 

(n-t-i;,'ff,jt)  -h\y^  =  0 
womit  die  Auflösung  ausgel'iihrt  ist.  Die  obigen  Gleichungen  beziehe» 
sieh  zwar  auf  den  Fall,  dass  n  eine  grade  Zahl  ist.  allein  beliaiidelt 
uum  die  Gleichungen  des  Art.  81  für  ein  ungrades  n  ebenso,  so  be- 
Itomiul  mau  die  nemlichcn  Gleichungen,  in  denen  alsdann  [a,p}  wegftllll, 
und  die  Glfiehung  filr  i(i,(/)  den  \ orliergelienden  vdllig  ähnlich  ist. 
Die  vorslohcuden  Glcidiimgen  haben  daher  iillt^emeine  Geltung.         V 


91. 

Seien  ferner 

(,y,i)  =  (,/,!)  — (,/,«_  1) , 
(,y,2)  =  {,/,2)— ;,/,i(— 2; , 
;<V,3~  =  ((/,3)  —  (/.H  — 31 , 

etc.  bis 

{ä,p)  =  0 

und  bez.  bi 

(J,,+l)  =  -(<),, 

dann  liisst  sieh   die  zweite  Abtheilung  der  Gleichungen  des  Art.  81 
leicht  auf  die  folgende  form  bringen: 


,  =  o,-,-o,*. 


./, 


J,  =  D,-D„ 
-J..,  =  -1. 


rv 
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etc.  etc. 

Aus  der  ersten  Äbtheilung  der  angezogenen  Gleichungen  ergiebt  sich 
hingegen  ohne  Mühe 

(n+1)(d,l)_4/i-4(j-4/3-  .  .  .  -H_i  +A  =  0 
(ii+1)(d,2)  -4^2-4/3-  .  .  .  -4/^1  +J2  =  0 
(n+1)fA3)  -4/3-  .  .  .  -4/^,  +^3  =  0 

etc.  etc. 

woraus  man 

(n+1)|((),1)-^();2)i-4/,  +J,-,/,  =  0 

(ii+1)t(d,2)-((),3)j-4/2  +J2-J,  =  0 

(ii+1);(*,3)-(rn4)}-4/,  +A-J,  =  0 

etc.  etc. 

erhält.   Die  Elimination  der  /  zwischen  diesen  und  den  obigen,  auch 

von  den  /  abhängigen  Gleichungen  fuhrt  schliesslich  auf 

«+')!-,ii^(«>>1)+^IyW-(*,3)j  +3/,  =  0 

.:«+1)i-liij(*.1)-»7;ib](*'2y+l];^M-('i'4)!   +'W.  =  0 

etc.  bis 

und  bez.  bis 
WO  zur  Abkürzung 


n 


ic) 


1 

M,  = 
".  = 

»,  = 

J/,  = 

elc.  bis                                    ^ 
und   1)1'/..   bis                                ^H 

geseizl  worden 

sind 

1 

■ 

■ 

Die  allger 

oeine 

Auflösung   der  Gleichungen  (c)   Itei  luB 

sUmo 

gelas 

chc-in 

auf  verwickelte  Ausdrücke  zu  fuhren;  sie    i«*« 

sich 

jedenfalls 

leichl 

bewirken,   wenn    der  Werlh   von  n    ini 

Vorm: 

gegeben  ist.    Ich  nehme  an. 

(lass  man  unler  dieser  Voraussiilzuug    «r- 

halten  habe: 

0  = 

(>.+i){d. 

)+( 

,0«, 

■  ■  +(''/'— ^)^i.-i  "nd  bez.  bis  | 

1,,   .». 

0   =: 

i»+i)W 

«,  +  iä,l)«, 

4-C3,2)M,  +(2,3)itf,  + 

.  .  +[2,/j— i;iHp_,  und  bez.  hU  i 

i,>  A 

' 

elc.  bis 

II  =  j„+i  ,,i,,,_i)  +  {f— i,i},l/,  +(,,_i,»,.i/, +1,1— l.:i,.i;,+ 

....  +(,-i,,-i:Jf,-r 

und  bez.  bis 

0  *=  (n+I)(d,g)  +  (5,1)itfi  +(9,2)Mj  +(9,3) M,  + +  IvH*'' 

wo  (1,1),  (1,2),  elc.  (2,1),  (2,2),  elc.  etc.  gegebene  numerische  t^ß'' 
cienlen  sind. 

Wenden  wir  uns  zuerst  zur  Bestimmung  der  Gewichle  der  Feh)«' 
der  Thcilstriche,  und  setzen 
iV,  =  (1,1) 
iVi=  (2,2,  — (2,1) 
1%=  (3,3)  — (3,2) 

etc.   bis 

.V,,_,  =  ,p-\,p-\)-[ji~\.p-t) 

und  bez.  bis 

-V,  =  (M)-(M-l) 

SO  bekommen  wir  mit  blosser  Zuziehung  der  zweckdienlicheo  tili"^^ 

{n-h\){d;k)  +  iV^^t—  0 
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und    die  Verbindung  mit  der  oben  erhaltenen  Gleichung 

(n+1)(a,fc)  +  "i^^  =  0 
führt  auf  die  Gleichungen 

(n+1)(d,Ä)  +(1+l.iV,)/),  =  0 

(n+1)(d,n-fc)  +(1+^iV,)/>,  =  0 

Diese  Gleichungen  enthalten  den  Beweis  des  schon  oben  aus- 
gesprochenen Satzes,  dass  im  gegenwärtigen  Falle  auch  die  Gewichte 
derjenigen  Theilungsfehler,  welche  irgend  zweien,  gleich  weit  von  der 
Mitte  und  dem  einen  der  beiden  Endpunkte  des  zu  berichtigenden 
Maassstabes  abstehenden  Theilstrichen  angehören,  einander  gleich  sind. 

Aus  denselben  Gleichungen  folgt  nun,  dass 

und  hiemit  erhalten  wir  vermittelst  des  oben  gegebenen  allgemeinen 
Ausdrucks  für  die  Gewichte  der  Theilungsfehler: 

P[k)  =  P[n^k)  =  P{n+k)  =  P(2«~fc)  =  '^ 

Der  oben  benutzte  allgemeine  Ausdruck  für  (a,fc)   erleidet  eine 
Ausnahme  für  fc  =  j[),  indem  er  in  diesem  Falle  in 

übergeht,  wahrend  zugleich  {d\p)  =  0  ist.    Die  Substitution  der  oben 
gegebenen  Werthe  für  {o^p)  und  ^^  führt  auf  die  Gleichung 

Zorans 

0=0      =- 

hervorgeht;  folglich  bekommen  die  bezüglichen  Gewichte  den  Ausdruck 

Pip)  =  P[n+p)  =  ii^' 

^^^*^iit  die  Gewichte  aller  Theilungsfehler  bestimmt  sind. 

93. 

Indem  wir  zur  Ermittelung  der  Ausdrücke  für  die  Gewichte  der 
'^**^  Ftingsintervalle  übergehen,  zeigen  vor  Allem  die  Gleichungen  zvvei- 
^^1"    -!^\btheilung  des  Art.  77,  dass 

i^(mo)     =  2n 

wei-^en^  während  für  die  übrigen  Gewichte  besondere  Entwickelungen 
erforderlich  sind. 


660 


P.  A.  Ha»se». 


|l3it 


Zunachsl  ist  zu  bemerken,  dass  in  den  M,,  Mj.  elc.  die  ,/, . 
./j,  etc.  wegzuiasseQ  .sind,  und  dagegen  die  niil  A'i ,  A'^,  elc.  mulli- 
plieirlen  Glieder  angewandt  werden  müssen.  Die  im  vor.  .\rt.  für  die 
(*,fe)  erhallenen  Gleichungen  geben  hierauf  leicht 

(iH-1)(ä,4)  ■*--»^T,  *'!  =  " 


;iH-))|(i>,()H 
(»+i)!(ä,l)H 


;i).ä)-t 


!JI.3' 


II 


'K,-. 

Ä,   =   0 


I 


worin  flio  Aiiädrücke  des  Arl.  81   für  die  Ä", ,  Kj,  elc  zu  äiibstitiiirt'ii 
sind.     Naelideui  diesii  gesclichen,  kommt  man,  wenn  zur  Abkürzung 


W,  =  Ä 


H,t:-t-  a.t|+  ■ . 


tMft+i) 


■  +{i.lt 


g(!se(zl  worden  ist,  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 

Die  Gleichungen   {[)  des  Art.  91    können  aber  durch  die  folgende  üII 
geraeine  Gleichung  dargestellt  werden: 

^''-ji^wh^'i  i*-i  +m+-  ■■+{<>•'■■■  I  +,lj*l+,i-, !"-'-!  I  = ' 

welche  in  Verbindung  mit  der  vorhergtihendeu 

«,  +  'i-Ji'  iti'+  '^"i  i»-t-ii'  =  0 

giebt.     Elimlnirt  man  hieniit  /^  aus  den  (m)  des  Arl.  S5,  so  bekoarul 
man  sogleich  liir  tlie  gesuchten  Gewichte  die  Ausdrücke 


^*+i  , 


^t'»«- 


tC^ 


welche  den  Gleichungen   (/*)    des  Art.  31    entsprechen. 

Da  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  alle  Werlhe  von  k  von  1  b'i- 
/)—  I  und  bez.  bis  (/  ohne  Ausnahme  gellen,  so  sind  hieniil  die  Wcrtlif 
aller  Gewiclile  gegeben. 

Wir  werden  jelzl  die  numerischen  Werthe  der  Gewiclile,  von 
n  =  8  an  abwflrls,  angeben,  und  die  Berechnung  der  beiden  crsl'*'' 
derselben  duich  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  .Vusdrilcke.  "'' 
einigen  Kinzei heilen  begleiten.     Da 

für  «  =  8 
die   Gleidiungen   (t)    des   Arl.    91    bei    /)j)— I   ,  hier  =  i,(»..'l)  alil'"" 


298 
352 
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chen,  so  stellen  sie  sich  wie  folgt: 

(n+1)|?-(*.1)-MJ'  +Jtf,  =  0 

>+1)[-5-(^.1)+^(^>2:.-(c),3)j      +M,^0 

Durch  Auflösung  derselben  bekommt  man  leicht  die  Coefficienten 

(1,i)=J-,  (1,2)=?-,  (1,3)=:5. 

'^2,1)  =  j-,  (2,2)  =^,  (2,3)  =  Y 

(3,I)=i,(3,2)=i?,  (3,3)  =  S? 
und  hieraus  die  Werthe 

iV,  =  1-,      iV,  =  \%     iV,  = 

mit  welchen  die  Formeln  des  vorvor.  Art.  unmittelbar  die  Gewichte 
der  Theilungsfehler  geben.  Man  berechnet  ferner  aus  den  obigen 
Coefficienten 

»^1—4,       ^^  —  ^^      '^•»  —  m      ^ 

womit  die  Formeln  des  vor.  Art.  unmittelbar   die  Gewichte  der  Prll- 

fungsintervalle  liefern. 

Für  n  =  1 

brechen  die  (d,Ä)  bei  (d.g),  also  auch  bei  (cJ,3)  ab,*  und  die  angezoge- 
nen Gleichungen  (c)  werden  daher  jetzt: 

;„+!  ,{_^(d,1)  +1^  ((^,2;~.«J,3)}      +   If,  =  0 

>+'}{-,VA«;  -iA2,  +;-;(rf,3)}+[if,=  0 
d^ti^ch  deren  Auflösung  die  Coefficienten 

(1,1)  =  7,  ;i,2    =^,(1,3;=V' 

'^^t^vorgehen.     Damit  erhält  man 

V  —  !1        v  —  *•        X  —  •*' 

-▼1   —    7  »  -^2  —   14^  ^^J  —  5^ 

117     *  *L'    **  117  ^<>* 

»▼1  —  7-.       ^^—  rr      '^3—3?* 
w 


raus  man  wieder  die  Gewichte  nach  den  obigen  Formeln  berech- 
"^^  kann. 


^^^l^^Bi 

^^H 

^^H 

■       66«                                        PA 

.  Hahskk, 
95, 

T| 

^H               Ich  werde  jetzt  alle  berechneten  Gewiclile  folgen  lassen.         ] 

^B 

=  8. 

■                        l\<)  =  P{1)  =  /'(9) 

=  n<5)  =  ^ 

=  i.6l 

H                       /'(«,  =  /'{6)  =  ;>(40) 

=  J.(U)=M 

=  4.S4 

H                       I\3:  =  !>{»]  =  l\i\) 

=  ''(")  =S 

=  ä.OH 

U^L                    PH) 

IB 

7 

=  5.14               1 

^^^■^^ 

=    9 

1 

^^^^^H 

PC.)  =  ^ 

=  13.26 

^^^^K 

j-w  =  '-^ 

=  lo.to 

^^^^^K 

'■(».)  =  v^' 

=    7.R4 

^^^^B 

J'W  =  ?S 

=    5.91 

^^^^^^L 

iim>)  =  'S 

=    *..'i7 

^^^^H 

n».)  =  1^' 

=    2.35 

. 

/'(m,)  =    2 

P(l)  =  P(6)  =  P(8)     =  P{t3]  =  ~   =  *.I5 

P(2;  =  P(5)  =  P(9)    =  P{12)  =  1^   =  I..W 

P(3)  =  P(t)  =  P(IO)  =  ;'(ll)  =|V.T=  *-ö« 
P(7)                            =    8 
/'(m,)  =  U 
P[M.)=    '4    =11.20 

P(m,)  =    ^    =  8.36 

'■W  =   W  =  "■»' 

''K)  =  W  =  *ä« 

P(.»,)  =    ^    =  3.30 
;'«i,l  =    2 


^^3       Bestimmung  d.  Theuungsfkhleb  e.  uba»i.inigen  Maassstabes.        663 

»  SS  6. 

P{i)  =  P(5)  =  P(7)  =  P(M)  =    ?5    «     3.65 
/>(2)  =  P(4)  =  />(8)  =  P(1 0)  =    U;    =     3.85    • 


P(3)  =  P(9) 

= 

4 

m 

=s 

7 

P(mo)  = 

12 

/*{m.)  = 

940 
33 

=    9.U 

P(m,)  = 

70 
44 

=s     6.36 

P[m.,)  = 

S40 
*7 

=    4.46 

i*(»«4)    = 

41 

=s    3.23 

i\m,)  = 

2 

n  =s  3. 


60 


P(|)  =  P(4)  =  P(6)  =  /»(Oj  =    =J    =     3.16 

r»  o  Tv<>\  ffi  i^\  n/o\  480  r.  o^ 


/>(5) 


■  ^v^;  — 

443 

—      o.ou 

=- 

6 

/>(mo)  r= 

10 

/*("».)  = 

420 
47 

=     7.06 

P(m,)  = 

40 
9 

=    4.44 

iW  - 

60 
49 

s    3.16 

P(m,)  = 

2 

n  =  4. 


8 


1\\)  =  P(3;  =  P(ö)  =  P(7)  =     l     =  2.67 


P(2)  =  i\6) 

:= 

so 

7 

=  2.86 

m 

= 

5 

i>»)  == 

8 

/>(m.)  = 

5 

• 

/>W  = 

«0 
48 

=  3.08 

P{nh)  - 

2 
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P.  A.  Hassem, 


p{\)  ^  m  =  p^i)  =:  p{5)  =  j; 

P[3]  =  i 

/•(«„)  =  6 

P{m,)=  3 


i'(i)  =  P13)  =     ^     =  1.71 
P[2)  =     3 

P{m,)  =    * 
/>,)  =    2 

Die  AnnaliniB  n  s=  1  würde  die  Auflöäiing  durcli  da^  gegen- 
wtlrligu  Verfalintii  auf  die  der  »Vorbcreilendon  Entwickfluagen»  hio- 
ftlliren,  und  hraiioht  daher  nicht  angegeben  zu  werden. 

Vergleicht  man  die  eben  erhaltenen  Werlhe  der  Gcwicbte  der 
Theilungsfehler  mit  denjenigen,  welche  wir  für  dieselben  Wcrlha 
von  n  durch  Anwendung  des  „Ersten  Verfahrens"  im  Art.  34  er- 
httlteu  haben,  &o  wird  man  erkennen,  dass  die  Iclzicren  zwar  etwa« 
grösser  als  die  obigen,  die  Unterschiede  jedoch  klein  sind.  Das 
Gewicht  Pn]  kann  hiemit  nicht  verglichen  werden,  da  es  hei  jenen 
nicht  vorkommen  kann;  vei^leicht  man  dasselbe  aber  mit  den  zu 
den  doiipolten  Werlhcn  von  »  gehörigen  P[n)  des  Art.  34,  so  fin- 
det man,  dass  diet^e  letzteren  auch  ein  wenig  grösser  sind  als  die 
hier  erhaltenen. 

Die  Vcrgleichung  der  Gewichte  der  Prüfungsinlervalle  mit  dener 
des  Art.  34  zeigt,  dass  die  hier  erhaltenen  genau  doppelt  so  gro: 
sind,  als  jene,  welcher  Umstand  leicht  zu  erklären  ist. 


Berichtignagen. 

Zeile 

ti 

V.  u.  shiii  tffin- 

14 

V.    O.         1            j    _ 

,67 

• 

li 

*  -1 

,«0 
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Zusatz  zu  Art.  92  u.  flgg. 

Aus  den  Gleichungen  (c)  des  Art.  94  erhält  man  durch  Hinzufügung  der 
geeigneten  Factoren  und  Addition: 

3  =:  ri  wH.4ifd,4)  H-  2(n— 4)J/i   -f-  3(n-2)ilf2  -f-  i{n-^)M^  H- etc. 

bis  H.(p-4)(pH.2)ifp«2+p(pH-^)^i»-tundbez.  +9 (9+2) if,_,H.  1(9+4)21/^ 

woraus  die  Werthe  der  im  Art.  92  eingeführten  Coefficienten  (4,4),  (4,2)  .  . 
(1,p— 4)  und  resp.  (4, 9)  sofort  entnommen  werden  können.  Nunmehr  lassen 
sich  mittelst  der  Gleichungen  (c)  successive  auch  (d,2),  (d,3),  (d,4j  u.  s.  w. 
durch  die  if  ausdrücken,  und  somit  auch  die  CoefBcienten  (2,A'),  (3yA'),  (4,A') 
u.  s.  w.  bestimmen.  Auch  kann  man  sich  zu  diesem  Zwecke  der  folgenden 
Umformung  des  Systems  (c)  bedienen,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  ohne 
Schwierigkeit  überzeugt: 

0  =  (''-4-^)j(<J,2)-^-*(d,4)j-^3/,  +  J3(n-2)3/2  +  h{n^^)A!,  +  .  .  [ 

0  =  'n+l)  |(<J,3;-S(<J,2)|-^^2  +  ji(''-3)/»/3  +  5(„-.4)i/,  4.  .  .   j 

0  =  (^'  +  1)|(<J,il-~(<J,3)j-*:j3/,  4.  J5(r,-4)lf4  +  .  .  j 

et€.  bis 

und  bez.  bis 

Die  directe  Rechnung  ergiebt  hieraus: 

0  =  (n+i){d,i)  +  lJ2(n-i)M,  +  3(n-2)il/j  +  4(n-3)i»,  +  .  .  .[ 
0  =  (n+1)(d,2)  +  ?-^-  M,  +i^,  |3:»-2jlf,+4(n_3;j/,+  .  .  .j 

6n3-5»ii«+469«-444  U  ...  i 

-»•    6,i,.»-4)(»-2)(n-8)    P(«-»)*I  -»-...} 

welche  Gleichungen  nach  Bedürfniss  fortgesetzt  werden  kOnnen. 

Es  ist  wohl  nicht  nölhig,  die  Werthe  der  durch  die  vorstehende  Auf- 
lösung des  Systems  (c)  gegebenen  Coefficienten  (l,A),  (2,*)  etc.  ausführlich 
hinzuschreiben ;  man  sieht,  dass  es  im  Grunde  nur  auf  die  Berechnung  von 
(A,Ä)  und  von  (A,Ä'  — 4)  oder  (A  +  4,Äj  ankommt,  welche  wiederum  durch  die 
Gleichungen 


(^■■'')  =  n!;*-*(*+<'^)+' 


mil  einander  verbunden  sind.     Es  ist  nun  leicht,  die  Ausdrücke  der  Am.  9S 
u.  93  für  Wft  und  iV^  auf  dio  Form  zu  bringen; 


■i.k): 


wamil  die  Relationen 


A'(n-it+1)Wk  =  (A+1)(n-Ä)lf(_,  ■*•  2 

hervoi'getien. 

Die  gefundenen  Gleichungen,   in  Verbindung  mit  den  Werlhen 


vermitteln 
Han  erhält 


Wx  =^  ,  JV,  =  2  ^ 

•mc  recurrirende  Berechnungswdse  fllr  lUe  ' 


eine  betjuen 

8|tn^-l7m-se) 

»F»^-l87nä-m8»-3gO 

S„[„_i;(„_S)(„"~3) 

etc. 


lin*-USBä+7£7«iS- 


Die  Anwendung  dieser  Ausdrllclce  nuf  die  Formeln 

p,i-l  _?!"  +  <)  pfml-      l(n-H) ;■»-*:]  p,„      ^     , 


liefert  schliesslich  die  gesuditen  Wertbe  der  Gewichte. 

Man  kann  bemerken,  dass  die  für  die  Wjg  berechneten  Wertbe  genau 
Obereinstimmen  mit  den  entsprechenden  des  ,, ersten  Vei'fahrens",  welche 
Art.  32  angegeben  sind,  während  die  Gewichte  der  Prüfungsintervalle  äch 
verdoppelt  babeji.  Die  im  Art.  29  aufgerührten  Grössen  I/j^  unterscheiden 
sich  von  den  GoefGcienten  {k,k]  nur  durch  den  Factor  r?  ..,  _.-,,  mithin  fallt 
jetzt  Nif  mit  Pj^  =  1  •(•  Tj^f/j^  des  frttheren  Verfahrens  zusammen ,  und  man 
erhält  die  Relationen : 

iPlk) 


P{k)  . 


■^TT  ''^*' 


wo  rechts  die  Ausdrücke  des  Art.  29  für  P(k)  zu  substituiren  sind. 

Im  Folgenden  sind  die  bis  k  =  i  entwickelten  Ausdrucke  ftlr  die  Ge- 
wichte  zusammengestellt,  welche  hach  dem  Früheren  bis  k  =  p — f  resp. 
k  =  q  angewandt  werden  dürfen. 
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'^^^^  -  "ü^r 

'^W  8»2-.4«»+8 
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^'  ^  24f|3-97n^-|-456fi-408 

^  ^         48fi«-359f|3+4403fi^^— 4748n  +  4452 
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3ii»-45»*+135f|8-910n«+««97n-4800 

etc. 

p/  V  _  80(n-h4)n(n-1)(n-a)(n-S) 

^    '»-^^  8»5+9ii«-868f|3-|-1226f|2-«280»  +  444l> 

p  X  _  24(n-h4)ii(n-4(ii-2) 
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DA^       X  _     6(n-H)n(n-4) 

P(im_3)  -  „3+4n«-45»»  +  42 
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I 


Unsere  bisherigen  Moncitafeln  geben  nicht  die  grade  Aufsteigung 

^»ckol  Abweichung,  sondern   die  Lange   und  Breite   des  Mondes.     Um 

a.t:i^    diesen  jene  zu  erhalten,  muss  man  die  sphärische  Trigonometrie 

^iTÄ'v^'enden,   nemlich  ein   sphärisches  Dreieck  berechnen,  in  welchem 

dici    Mondlänge   und  Breite    nebst  der  Schiefe  der  Ecliptik  die  gege- 

^^i:xen,  und  die  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  des  Mondes  die 

S^s lichten   Stücke   sind.     Wenngleich   die  Berechnung  Eines   solchen 

öi-^iecks   keine   grosse  Arbeit   verursacht,   so   weichst  dieselbe  doch 

[eutend  an,   wenn    Hunderte  von  Mondörtern   zu  berechnen  sind, 

eine  Abkürzung    dieser   Rechnung    ist   daher   wünschenswerth. 

ist   um    so  mehr  zu    wünschen,   weil  das  allgemeine  Bedürfniss 

^l^t"   Astronomie   mehr   auf  die  Erlangung  der   graden  Aufsteigungen 

^i^d    Abweichungen,   als  auf   die  der   Längen  und  Breiten  gerichtet 

m 

*st  ^  und  man  in  bei  Weitem  den  meisten  Fällen  diese  nur  als  ein 
"is  jetzt  nicht  zu  umgehendes  Hülfsmittel  zur  Erlangung  jener  be- 
^^^olinet. 

Eine  Abkürzung  des  genannten  Verfahrens  kann  man  nur  da- 
ciui-ch  zu  erlangen  hoffen,  dass  man  die  Mondtafeln  so  einrichtet, 
^*<Äss  sie  die  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  unmittelbar  geben, 
^^■^öit  die  Auflösung  des  obengenannten  sphärischen  Dreiecks 
^'^i'Biieden  werde.  Wenn  man  hiebei  wieder  von  der  Länge  und 
"''^ite  ausgehen  wollte,  so  würde  man  gewiss  sich   keine  Erleichto- 

-Anmerkung.   Der  Verfasser  beabsichtigte  die  nachstehende,  vor  Herausgabe  der 
^^^dlafeln«  niedergeschriebene  Abhandlung,  behufs  ilirer  Veröffentlichung  mit  einer 
^^ünderten  Einleitung  zu  versehen      Man  hat  geglaubt,   nach  dem  erfolgten  Ab- 
^^n  des  Verfassers  den  unveränderten  Wortlaut  beibehalten  zu  sollen. 
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rang  verschaflen  können,  aber  wenn  man  diese  hiebei  gänzlich  u 

geht,  und  die  Länge  des  Mondes  in  seiner  Bahn   als  AusgangspunlfiB-BiLt 

wählt,    so   kann   man   eine   Erleichterung  des   bisherigen    Verfahren ^cn s 

erwarten.     Es    tritt    nun   aber   beim   Monde    der  bei    den    Planetev  ^^w\ 

nicht  vorkommende  Umstand  ein,  dass  die  Bewegung  der  Mondkn 

ten   sehr  schnell  ist  und  die  periodischen  Verändenmgen ,  welche  di 

Lage    der  Mondbahn   durch  die  stOrendcn  Krüfte  erleidet,  nicht  u 

bedeutend  sind.    Die  Mondknoten  bewegen  sich  in  ungefähr  19  Jahre 

um  den  ganzen  Himmel,  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Ecli 

tik  erleidet  periodische  Verllnderungen,  die  1 6'  übersteigen,  und  di  ^^^  ^ 

wahre    Lunge  der    Mondknoten   mit   der  Ecliptik   ist  Schwankungen'   --l-  t 

unterworfen,  die  mehr  als  2"  40'  betragen.     Diese  Umstände  veru 

Sachen,  dass  die  Aufgabe,  von  der  hier  geredet  wird,  mit  eigenthUnE= 

liehen  Schwierigkeiten  behaftet  ist. 

Vermöge  der  eben  angeführten  Umstände  zerfällt  die  Aufiösu 
dieser  Aufgabe  in  zwei  Theile,  deren  erster  die  Glieder  in  Betrac 
zieht,  die  aus  der  schnellen  retrograden  Bewegung  der  Mondknot 
entstehen,  und  deren  zweiter  den  Einfluss  der   periodischen  Aend 

■  m 

rungen    der   Lage    der  Mondbahn    berücksichtigt.     Ich    werde    rai  -^^^  •/, 

liier  auf  die  Darlegung  meiner  Auflösung  des  ersten  Theils  der  A^_  :■  /: 

gäbe  besclirünken ,  und  die  des  zweiten  Theils  auf  eine  andere  '^mE^jt 

und  einen   anderen  Ort  versehieben. 

1. 


In  der  nachstehenden  Figur  sollen  alle  graden  Linien  grö:r>>ito 
Kreise  auf  der  Kugel,  und  zwar  .1^"  den  Aequator.  AF  die  Flclipf  il 
und    HU   die     Mondhahn    l)edeulen.       Hei   K   soll     ein    rechter    NV'iii- 
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Nehmen  wir  tlen  Durchschnittspunkt  A  für  das  Frühlingsäquinox 
a,  dann  ist  CAB  die  Schiefe  der  EcHptik,  AC  die  Lange  des  auf- 
eigendcn  Mondknotens,  ÜCF  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die 
cliptik.  Wenn  ferner  D  den  gleichzeitigen  Mondort  bedeutet,  dann 
t  DC  das  Argument  der  Breite  des  Mondes,  DC  +  CA  seine  Länge 
der  Balm,  AE  seine  grade  Aufsteigung  und  DE  seine  Abweichung. 

Die   Bezeichnungen,    die    ich   nun   anwenden    werde,   sind    die 

»Igenden : 

ÜC    =W;       CB  =  N''—K'—e; 

AB    =360"  — A'"— Ä";    A6=36(r— ö; 

CAB  =  i: ;  DCF  =  J, ;    DBE  =  J' ; 

AE    =JR,    ÜE  =  d\ 

Diese  Bezeichnung  ist  der  im  siebenten  Abschnitte  meiner  »Funda- 
ent^  nova  investigationis  etc.«  eingeführten  analog,  von  welchem 
bschnitte  in  der  That  die  gegenwärtige  Aufgabe .  ein  Theil  der 
:)rtsetzung  ist.  Die  in  dieser  Bezeichnung  angewandten  Grössen 
^sitzen  die  Eigenschaft,  dass  die  periodischen,  den  zweiten  hier  zu 
>ergehenden  Theil  der  Auflösung  bildenden  Glieder  leicht  und 
3her  durch  sie  dargestellt  werden  können.  Betrachten  wir  nun 
IS  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  ÜEB^  so  giebt  uns  die  Trigo- 
)metrie  folgende  Relationen: 

cos  d  sin  {M  +  N"  +  r)  =  cos  J'  sin  ( W-  ö  +  N''—  K")    | 
cos  d  cos  {jR  +  iV"  +  K")  =  cos  ( W—  Ö  +  iV"—  K")    \   (1 ) 

sin  d  =  sin  J"  sin  ( W—  0  +  N"—  K")   J 

ozu  ich  bemerke,  dass  W — 0  die  Länge  des  Mondes  in  seiner 
ahn  ausdruckt.  Durch  Auflösung  der  zusammengesetzten  Sinus 
id  Cosinus  verwandelt  man  diese  Gleichungen  leicht  in  die  folg- 
enden : 

1  Jl  =  sin  Wicosf'cos  (.V"-Ä'"-  0)  cos  [N^-hK")  4-  sin  (.V"-  A'"-  0)  sin  {N"^K")) 
-4-  cos  IV {cos/' sin  i.V"-.Ä'"-  0)  cos  (.V"+  K")  -  cos  (A'"-  Ä"'-  0)  sin  (iV"4- K")] 

.s.«  =  sin  W(QOsrcA>s  (.V"- A"-  0)  sin  (A'"4-  A")  -  sin  (A' "-  A"-  ©)  cos  (.V'-f- K")) 
+  cos  W{cosrs\u  (A^"- A"-  0)  sin  [N"^  A"  4-  cos  (A'"-  A"-  0)  cos  (A"'+  K")} 

=  sin  W  siny'cos  (A'"-A' -  0)  4-  cosW^siny"sin  (A'"-  A'"-0) 

^rniöge  des  Dreiecks  ABC  erhalten  wir  aber  aus  der  sphärischen 
■gonometrie  folgende  Relationen: 
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I  COS  J"cos  (.V"-Ä"-01  DOS  .V '■+&"!  -t-  sin  {.V— A"— 0)  sin  ;A"-t-A  " 

=K  CDsXcos^,  ca.-!  0  —  MD /„siuJ, 
oiisy"siu(A"— A"— 0jcos{iV"+A")  —  cos  {N"—k'"~ 6)  sin  iN"-t-h')  =j  —  uos/^sioS 
30sJ"cos  (.V"-r'-@)  sin  [iV^+Ar")  -  sin  (,V"— A"-©;  cos  iA"'-l-Ä";  =  casJ.  sn« 
5DsJ"siB  (.V— A'"— 0)  sin  (.V"+A'")  +  cos  (-V"-A'"— Öj  cos  {.V"+A"";  =  cos  ©      H 
siny"cos{.V"— Ä'"—  0)  =  smJ'„cf)sJ,cas&-i-conJ'„s\tiJ,  ^| 

sinrsint.V— A"— 0)  =  -sin/„sin0 

womit  man  die  Grössen  /'.  N"  und  Ä"  aus  den  vorstehenden  Glei- 
chungen elituiniren  kunn.  Nuehdeui  diess  geschehen  ist ,  und  i»un 
die  Producle  dei-  Sinus  und  Cosinus  von  H"  und  0  in  lineansflii' 
tiinus  und  Cosinus  venvandull.  hat,  tiekomiut  man : 

fos^  sin  Ji  ^  cos  J|,  cos'ä  •',  sin  [W  —  6*)  — sin.^,  sinJ,  sin  W 

—  eu«  Jl.  sin  ^i  J.  sin  {W  +  ft^ 
(■os(Jcas-Ä  ^  cüs'i  J,cos  (  W  —  Ö;  +  sin -i  J,  co-s  ,  IV  +  W; 
sin  A             ^  sinX,  cos^i  </,  «in    TV  —  0    +cosJ^  sin  J,  sin  W 

—  sin  J',  sin  -f  </,  sin  f  W '+  öj 
wodurch  die  giadc  Aufsteigung  und  Abweichung  des  Mondes  scbi 
in    Function    der   Lünge  in    der    Bahn  'und    der    KnolenlSoge    dsi 

stellt  ist. 

m 

£. 

Die  eben  gefundenen  Gleichungen  zeigen,  dass  von  den  drei 
Gruppen  costf  sin^,  cosJcos^,  und  sin«)'  die  erste  und  dritte  aus 
drei  und  die  zweite  aus  zwei  Gliedern  besteht,  welche  je  Eine  ver- 
änderliche Grösse  enthalten.  Diese  acht  Glieder  liessen  sich  also  in 
eben  so  viele  Tarcln  von  einfachen  Argumenten  bringen,  und  weoD 
diess  geschehen  wäre,  so  könnte  man  in  jedem  vorliegenden  Falle 
daraus  die  numerischen  Werlhe  der  genaonten  drei  Gruppen  be- 
rechnen, woraus  man  dann  durch  logarithnusch-trigonometrische  Be- 
rechnung zu  jR  und  d  selbst  übergehen  könnte.  Nun  kann  man 
zwar,  vermöge  der  numerischen  Werlhe  von  f„  und  /,,  welche  in 
der  Natur  stattfinden,  die  Glieder,  aus  denen  sincJ  besteht,  in  drei 
Tafeln  bringen,  die,  ohne  unpractische  Ausdehnung  zu  besitzen,  in 
der  Anwendung  bequem  werden ;  man  kann  sogar  diese  Tafelo  so 
einrichten ,  dass  man  aus  ihnen  ohne  Anwendung  von  trigonometri- 
scher Rechnung  i>  selbst  statt  sin  d  erhält.     Man  muss  zu  dem  Ende 
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diei  Coetlicienten  sint/I,  cos^^  J'^  cos«/,',  sin  J,  und  sin«/,',  sin^  «/,  in  den 
Tafeln   nicht   in  Theilen    des    Radius,    sondern    in    Theilen    des    Uni- 
fsiDges   des  Kreises   (in  Graden,  Minuten    und  Secunden)    ausdrucken 
imd  eine  Tafel  hinzufügen,  die  den  Unterschied  zwischen  dein  Bogen 
und   dem    ihm   zukommenden  Sinus   giebt.     Die   beiden  Gleichungen 
für  cosdsiuiÄ  und  cos d  cos ^Ä   lassen   sich    aber  nicht   so   bequem 
in   Tafeln  bringen,  da  die  beiden  Glieder  cos«/J,  cos^J-«/,  sin(W  —  &) 
und  cos 2| «/,  cos  i  W  —  &)    fast   von  — 1   bis  +1   variiren    und    mit 
sieben  Decimalslellen    angesetzt   werden   mUssten;    um   hier  bequem 
anzuwendende  Tafeln  zu  erhalten,  mUsste  man  ihnen  eine  bedeutend 
grosse  Ausdejinung   geben.     Es   kommt   hier   noch   hinzu,   dass   die 
Horücksichtigurig  der  von  der  Veränderung  der  Mondbahn  abhangigen 
p  ^riodischen  Glieder  in  diesen  Gleichungen  sich  weitläuftiger  heraus- 
5> teilt,   als    sie  in  der  That  ist.     Die  Berücksichtigung  dieser  Glieder 
irk    der  Gleichung   für   sind   ist   dagegen   einfach.      Durch    die   Ent- 
xvickelung  von  jR  in   eine   unendliche  Reihe   aus   den  beiden  ersten 
in  Rede  stehenden  Gleichungen  erlangt  man  freihch  Glieder,  die  sich 
alle  in  nicht  zu   grosse   und   doch   bequeme  Tafeln   bringen   lassen; 
^s  entstehen  aber  dadurch  der  Glieder  und  also  auch  der  erforder- 
lichen Tafeln   zu   viele,    als   dass   daraus   ein  namhafter  Vortheil  er- 
'^vfichse.    Um  diess  klar  darzuthun,  werde  ich  die  bezeichnete  Reihen- 
^aiwickelung  ausführen. 

3. 

Sei  e  die  Grundzahl  der  hyperbolischen  Logarithmen  und  (>=  }/^^, 
^ann  ist  bekanntlich,  wenn  z  irgend  einen  reellen  Kreisbogen  be- 
zeichnet, 

icosz  =  c^'  +0'^']  2()sinz  =  f^*— c"^^  . 

»Menden   wir  tlies<!   allgemeinen  Gleichungen   auf  die  obigen  VVerthe 
von  cos()rsini4{  und  cosd^cos^  an,  so  ergiebl  sich: 

cos  fV  .('<'-*-.  c-^^]  =  ms  J:  cos-«' J,  (c?  '"'-*'  __(,-»'( H'-Hj 

-sin^,sin  J,  (r'-'*^  - 1--?"'  -  cos  J:  sin^j  J,(c^'"^+*'  -  <;-('(»>«) 

fos  o  (f?^  +  c-  ''^ )  =  cos-^i  /, (t?  "'-  •)  +  r-P'**'-®;) 

-|-sin2iJ,(cP''^+*-|.o-ei»'+«') 
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1 

Addirl    man   diese    beiden    Gleichungea.    imilliplirirl   ihre  Summ 

11 

und  "■"pI'!'!  'fur  Ahlftlr'fuiir 

4 

,  =  lSlX..   l=lgl^,                    ^m 

M 

tili  liekomml  Qian:                                                                ^^M 

■ 

SraJcCl'"-'^*« 

[i+^MaA)cos^J, 

=  1  +  ,V-"'l»'-''^-2  ,Af'»  +ä,,  Jr-'-»»'-»'  +r»-"'"-  +,;W 

'""j 

und  wenn  man  hierin   —  (j  l'ür  p  schreibt 

J 

2co«(Jc-ei''*-"'**' 

1 

~  M  +  oösA;rcör47^   ~ 

^ 

=  1  +  >;'c»*'"*'-**'-2,Ac-P«  +  2r^;..t""*'-**  +;V»'-t..;Vr- 

1,»  ■ 

Dividiit  man  die  erste  durch  die  zweite,  und  nimmt  von  jeder 

Seilt— 

der  Gleichung  deu  hyperbolischen  Logarithmus,  so  entsteht 

1 

2p  A{-W+e)  = 

^ 

=  lcg(t+rA-"*'"'-^'-V^'*'+V^-"-""'"*"+^-^f-*"''  +  ')'J 

:',"") 

-iog{i+7/VP'"'-«'-2-/;ic-t'«+2,;AcP'"*'-'"+;.-v'''"'+,^^;tv 

-.,«, 

Entwickelt  man  nun  auf  bekannte  Art  die  beiden  hier  vorkompen- 
den  Logarithmen  in  unendhche  Reihen ,  und  geht  hieraur  von  deo 
imaginären  Grössen  zu  den  reellen  Sinus  über,  so  bekommt  !»>■' 
folgende  Reihe,  die  ich  so  weit  fortgesetzt  habe,  dass  man  jedec 
Hüoefficienten  bis  auf  0",01   genau  haben  kann: 

M=W—e-iril,sme—,,VsmiS—ii,n'smie-i,i'l'siaie-« 

— A'sin  2  W—  m>i+i,j).')  sin(2  W—  9)  -  (ij'+  4i)V+3ii>*')sin(ä  W-S«: 
—  (Si)'J+6i)>J'  +  8ij'J>)sin(2  W—  3»)  —  (SijW  +  1 6>/'i')  sin  (2  V/-i»: 
— 4ij'J'sin(2W— 5»)  —etc. 

H-il' sin  4  W+  'AiX'+iti)?)  sin  ;i  tV- ö)  +  St/'J'+Sij'l';  sin  (4 IV— J«, 
+  (2);"J+l2))'i»+24i)V)sin(4M'— 3ej+  l-,,'+8./">.'+36v'>'lsin(4H-*9 
+  ;ä),>J+20f,«  sin  (4  W— 5e)+8.)"i''»iD  (4  W— 66)  +  1 6 i/'^'sin  > H'-l» 
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—  ^tjX'sin  :6  W—  &)  —  ö/y='A^  sin  (6  W—  t  0)  —  M,^»A»sin  ÖW—  3Ö) 

—  (5ij»A«  +  iO»/'A<)  sin  6  W  —  46>)  —  (2 v*A  +  30  i/^A»)  sin  6  W—  5  ö) 

—  (!»/"+  l2r/»A-^+l20v«A')  sin  (6  tV—66>)  — (2//'A-|-48//'A»)  sin  (6  W— 7ö) 

—  8  »/*  A*  sin  (6  W  —  8  ö)  —  etc. 

^»/ A*sin  8  VV—  i  6>)  +  I  i  iy'A'.«*in  (8  W—  3  0) 
(7»/'A-^+  ll2//'A*;sin'8»V— 6@j-|-  (2 »y'A  +  56 i/'A')  sin  {»W—  IS) 
(i  il"  +  1 6  r,n^s  sin  (8  VV—  80)  +  2  »/-»Asin  (8  »V—  90)  +  etc. 

—  Ä4»/'A'sin  (1 0  W— 70)  —  O/y'-A'^sin  (1 0  W—  80)  —  2;y''Asin  (1 0  W— 90) 

—  -^»y'^sin  (IOW—  10  0)  —etc. 

Niinmt  man  nun 

J'„  =  23" 27'  54"  80 ,  J,  =  5«  8'  48" 
an    und  substituirt  diese  Zahienwerthe ,  so  erhält  man: 

.«  =  W—  0  —  1 «  4'1 0','55  sin  0  —  o;'02 sin  i6  W—  60i 

—  i7,97sin20  —  0,1 8 sin  (6  W— 20) 

—  0,11  sin  30  —1,1 2  sin  (GW- 30) 

—  6' 56,64  sin  2 IV  —  3,94  sin  (6  W— 40) 
-1«  4'18,33sin(2W'— 0)  —  7,38 sin  (6  W— 50) 
—  2» 29' 28,71  sin  21V— 20;  —5,93  sin  (61V— 60) 

—  2' 47,08  sin  ^2W— 30)  —  0,32  sin  (6  W— 70) 

—  2,35 sin  (2  W—  40)  —  0,01  sin  (6  W—  80) 

—  0,03  sin  (2  »V— 50)  +  0,03  sin  (8  W— 40) 
+  0,42 sin  4W  +  0,10 sin  (8  W— 50) 
-I- 7,80  sin  (4  W— 0)  +  0,24 sin  (8  W— 60) 

+  54,20  sin  (4  W—  20)    -i-  0,33  sin  (8  W—  70) 
+  2*48,10 sin  (41V— 30)    +0,20 sin  (8 IV— 80) 
+  3'18,13sin(4W— 40;    +0,01  sinfSW- 90) 
+  7,30sin(41V— 50)    —  0,01  sin  (10  W— 70) 
+  0,1 7 sin  (4  W—  60)    —  0,01  sin  (1 0  W—  80) 

—  0,01  sin  10  W— 90) 

—  0,01  sin  (low— 100) 

Die  Anzahl   der  Glieder  dieses  Ausdrucks   der  Reduction    der 

Mondlange  auf  den  Aequator  ist  34 ;  da  sie  bloss  von  den  zwei  Ar- 

^menten    IV  und  0,  oder   W  —  0  und  0  abhängen ,    so   wftre    es 

nicht  unmöglich,  sie  alle  in  Eine  Tafel  mit  diesen  zwei  Argumenten 

2U   vereinigen.   Aber  eine  solche  Tafel  würde  eine  übermässig  grosse 
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I" 


Aiiädehnunt^  bekuinnien  iiittsseri,  iiiii  itracticcb  werdt^n  zu  können.  Diej«! 
Aiisdelmung  wurdu  &i  gross  sein ,  da«»  riie  selb»l  ein  Hindernis 
t'ilr  ihre  bequeme  Anwendung  bilden  würde.  .Man  iiitiss  ilaher 
jedcMii'alls  den  voiätebenden  Aufdruck,  wenn  man  ilm  aiiwenilcn 
will,  in  Tafeln  von  einfachen  Argumenlen  rudigirca.  Suiclior  i-r- 
fütderl  er  abei,  wenn  man  keine  Glieder  übergehen  will,  iwk 
weniger  wie  23,  und  diese  Anzahl  würde  sicli  durch  Uehergeliiiut: 
der  kleinen  Glieder  nur  wenig  vermindern.  Es  wiid  daher  jeden- 
falls durch  Anwendung  dieses  Ausdrucks  die  unmiUelbare  Hereili- 
nung  der  graden  Aufsteigung  des  .Mundes  autt  den  Mondtafela  uiilli- 
.saui  und  zeitraubend,  und  man  würde  sie  aufgehen  niüsseu.  m'nn 
unuKiglicb  wilie,  an4lere  und  einfachere  AusdiUcke  dafür  zu  timk». 


en-J 


Um  einen  einfacheren  Ausdruck  wie  den  vorhergeheudeu  zii 
linden,  iül  es  nothwendig,  die  beiden  Argumente  oder  verandi'rlicIiL'ii 
Grössen,  von  welchen  er  abhstngt,  möglichst  von  einander  abzusDiidern 
und  den  Ausdruck  in  Facloren  zu  zerlegen,  von  denen  der  eine  nur 
die  eine,  und  der  andere  nur  die  andere,  oder  vielmehr  uberh8U|tl 
iHurh  nur  Kine  verUnderiiche  Grösse  enthalt.  Die  TransformalioiiK". 
durch  welche  ich  diess  bewirkt  habe,  werde  ich  im  FolgendeD 
zuerst  im  Allgemeinen  angeben,  und  dann  specjell  auf  die  vorÜegeode 
Aufgabe  anwenden. 

Seien  in  einem  beliebigen  rechtwinkligen  sphUrischen  Dreiecke 
V  —  a  die  Hypotenuse,  / — Ö  und  b  die  Katheten,  so  wie  i  der  der 
Seite  b  gegenüberliegende  Winkel.     Dann  ist  allgemein: 

f      cos  fr  sin  (/  —  Ö)  ^  cos  t  sin  {v  —  o) 

'        cnsft  c.cts  II  —  fl''  ^  cos  [v  -^  öl 

sin  («  —  01 


(2) 


^  cos  t 
cos  fr  cos{/  —  0)  = 
sinb  =s  sin  t 


Die.se  Formeln  habe  ich  in  folgende  umgewandelt: 

{  cosft  sin(/  —  //)  ^  cos(„  sin  (c  —  ö„)  —  K„)lg  /„  +  j,.^' 

(3)     ■  l-OsfrcüS  (/   —    //,    =  COÖ     V  —    fl„)    -I-    »„~^; 

I  sinÄ  =s  sin  („  .sin  [v  —  (l„,  +  »„ 
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(4; 


p  =  sin  i  sin  (a  —  0^) 

g„  =  sin  i  cos  (a  —  öo)  —  sin/,, 

fe  =  cos  /„  (cos  /  +  cos  /„)  —  q^i  sin  i^ 

«0  =  ^0  «in  >  —  ^o)  —  P  cos  (i;  —  Öo) 

/.         »y.  cos  i  4-  cos  i'o      .     /  .  » 

n  ^Ö  —  //j  = ^         Sin  (a  —  Öo) 

^^         -y^           li  4-  COS»  COS  io)  cos   a  —  %i   —  sin  «  sin  i'o 
>S^Ö  —  iJ)   = j^ 

nd  ©0  hingegen  durchaus  willkürHche  Grössen  sind,  die  man 
1  Beheben  bestimmen  kann. 

Die  Ableitung  dieser  Gleichungen  übergehe  ich  hier,  weil  ich 
bereits  an  einem  anderen  Orte  gegeben  habe;  man  kann  sie  indess 
h  ohne  diese  veriüciren.  Wenn  man  nemlich  die  Ausdrücke  dk) 
3^  substituirt  und  gehörig  reducirt,  so  wird  man  finden,  dass 
nd  Öo  von  selbst  verschwinden  und  die  Gleichungen  ;^2)  daraus 
vorgehen,    woraus   die   Richtigkeit   der  (3)  und  (4)  schon    folgt. 

füge   hinzu,    dass   die   hier  eingeführten  Grössen  ^^  6o,  //,  etc. 

auf  sehr  einfache  Weise  geometrisch  construiren  lassen. 

Um   eine  Anwendung   der  Gleichungen   ;3)   anzudeuten,   seien  i 

0  die  mit  der  Zeit  veränderliche  Neigung  und  Länge  des  auf- 
wenden Knotens  irgend  eines  Himmelskörpers  zum  Aequator,  a 
Entfernung  des  in  der  Bahn  gewählten  Anfangspunkts  der  Längen 

diesem  Knoten,  v  die  Länge  des  Himmelskörpers  in  seiner  Bahn, 
n  sind  /  und  b  seine  grade  Aufsteigung  und  Abweichung.  Wählt 
1  nun  z.  B.  für  *o  und  ö„  die  Neigung  und  Knotenlänge,  die  in 
;nd  einem  bestimmten  Zeitpunkt  stattfand,  so  sind  Sq^  p,  q^  und  // 
ne  Grössen  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräfte,  die  die  Lage 

Bahn  des  Himmelskörpers  im  Raum  zu  verändern  streben.  Diese 
ider  erscheinen  in  den  Gleichungen  (3)  von  den  Hauptgliedern 
;esondert,  und  können,  da  sie  so  einfach  sind,  leicht  entweder  in 

endlichen  Form,  in  welcher  sie  daselbst  vorkommen,  oder  in  sehr 
k  convergirende  Reihen   aufgelöst,   auf  die  einfachste  Weise  be- 

ksichtigt  werden.    In  den  Fällen,  wo  in  Bezug  auf  die  Zeit  dO=s 


cos  t 

nehmen  die  obigen  Ausdrücke  für  II  eine  noch  einfachere  Form 
und  gehen  in  folgenden  über: 


^^         J       kcosi 
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m 


Ich  kann  i1ie«s  jedooli  hier  nur  hüilltulig  erwalinen,  ileiin  ilie  .W 
wenduDg,  die  ioli  im  Folgenden  von  den  aui'gestelUeii  Gleicliuntp^u 
macheu  wurde,  iül  eine  ganz  andere. 


Knhvirkeln    wir   durch  die    beide«    ersten   Gleichungen    3 
Aucidruck  des  Bogen»  /  in  eine  unendliche  Keilte.     Setzen  wk 
j  -^  =^sinii'u 

dann  i^elieii  die  geiiannlen  Gleichungen  über  in: 

cos  fc  sin  il — /7)=cosiosin  (r — On)  —  «„^co««'» 
cosdcos'i — //j^  cos   V — Öuj+s,|i4jiint('u 

und  wenn  wir  die  imagintiren  üxiionenliall'unctionen  einfuhren,  in' 
€0sfc(<^''-"'-<-'''-")=cosi„('--^'''"'^-<;-'''''-'^')-«„J.>;t"*^'+, 


(5)  .. 


Durch  Addition    und  Division    mit    (1  +  cos  i„)  c^ ""     ergebt 
sich  hieraus: 


(6) t^t^Hh,  '•  =  n^ 

Setzt  man  in  dieser   Gleichung  —  (»  lür  jj,  so  entsteht  die 
analoge 


Dividirt  man  jene  durch  diese  und  nimmt  die  hyperbolischen  Log» 
rithmen,  so  erhsit  man 


l'!' 


)(J  — //  — »  +  9,)  =log(1+«c' 


-ipiü-a,;. 


■e» 


,,c- '"■-'•-'') 


—  log  (I  +  IC'O ''-'>•    +  ()»»,C''  -  -  *  "  "*') 

I^ösen  wii'  nun  dip  Lo^aritlnnen  in  iiiiundlii'lie  Heihen  auf,  und 
gehen  von  dem  Ima^l^reQ  zu  dem  Keeileu  illjer,  !>o   liekonimea  wir 
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c^ofcos  (r— ö^,— iCj,)  —  |€cos  (3r— 3ö^— i/\j)  -f-ffi^cos  ;5r— 50^— tr^) 

—  I^^cos  (7r— 70^,— trj  ±etc.} 

-  ^£3  sin  (8tJ-8öo— Ä^g  ±elc.} 
*-^2{^cos(3r-3öo— 3ug  -|6Cos(5r-5ö^-3/ro)  +  i^c^cos  (7r-7ö,,-3MV; 


-  Mpn 


6 


€^cos{9r— 9ö^— 3jrJ  ±elc.} 


—  ^€»sin(10t  — lOÖ^— 4ttg±elc.} 
etc.  elc. 

Diese  Keiheo  schreiten  nach  so  einfachen  Gesetzen  fort,  dass 
ire  beliebige  Fortsetzung  nur  die  Muhe  des  Hinschreibens  kostet, 
eher  das  Gesetz  des  Fortschreitens  der  Bögen  unter  dem  Sinus-  und 
osinuszeichen,  der  Nenner  und  der  algebraischen  Vorzeichen  braucht 
ier  Nichts  gesagt  zu  werden ;  über  die  numerischen  Zähler  ist  bloss 
11  bemerken,  dass  zwischen  je  drei  derselben,  die  in  irgend  zwei 
ifeinanderfolgenden  Reihen  folgende  Stellung  gegeneinander  ein- 
'hmen : 

b  c 

nn  man  von  ihren  Vorzeichen  absieht,  die  Gleichung 

c  =  a  +  6 
Stündet,  durch  welche  man  sie  fortsetzen  kann,  so  weit  man  will. 


6. 

Man  kann  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x^o 
^h  durch  endliche  Ausdrücke  geben.  Man  gelangt  dahin,  wenn 
AB  die  Gleichung  H]   wie  folgt  umstellt: 

fii^fj^+ej = log  ( I  +«•  -''  '"-'^Vog  (<  +*c'  <■'  '•'-'*^' ) 

+"'«*'-Tl.-..(.-*)-'°8('+?:;i5!.-*-) 


08! 


1'.  A. 


l,(isl  man  c!u'  hpiilen    letzlt'ii    Loi^iiritliiiii'rt    in  nneiullii'lie  Rpihon  aiil 
so  orgieljl  sich  zuerst 


I    I +„«!■!" 


I 


Wenn  man  liiei-  die  beiden  Glieder  eines  jeden  der  (loonidenten 
von  xsu,  x^sl,  ele.  unt'  gleii'lien  Nenner  litingl,  >*o  giebt  sii'h  ibK 
Transtbniiatiou  in  Sinns  und  Cosinus  soylpii-li  zu  erkennen.  D« 
beiden  l^ogarilhrnen,  die  in  diesorn  Ausdrucke  vorkommen,  verwaoildl 
man  durch  folgende  Bei raclil untreu  in  einen  Kreisbogen. 

Seien  allgemein  «,  li.  li,  c  irgend  welche  i-eelle  (irOssen,  zwiscli« 
denen  die  Gleichung  ülalllindcl 

log  [(i-t-(fb)^d  +  ()e 
wo  wie  vorher  p^  /^  '«*■    (Je'''  '"*"'  Z"  il<^n  Kx|!Onenlialfunfliooen 
über,  so  verwandeil  sieli  diese  Gleichung  in  die  l'olgende: 

(( +  iili  =  i-''*'-"  SS  c^{co^e-\-(j  sin  (') 
und  da  diese  Gleichung  identiseli  sein  nuiss,  so  folgt  daraus,  dass 

«=/c(.s,'.    ^=r''sin.' 
mithin 

,,*-!-/,*=,■*'',   oder  (/=i  log  i 

Wir  erhallen  also  identrseli 

log  ■■«  +  (,/'}=.;  Itigi'rt^H-  h^.- 

und  ebenso  bekonmien  wii 

h)g  (I— ;W<  =J  Ini;  /,^+/,^_parelg|- 

Wenden  wir  diesen  SaU  ^jjJ'  die  obige  Cleieliuug  a»,  no 

log  (ff— (W;)  =  log(l+f  (■"*''''■"'*'') 

=  !üg(l+;ros2'i'— W,,,— t''siiiÄ(r— tf,,') 


[*-+■//*;.  und  (■  =  an-  Ig- 


hjiaie  t^  — 
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also 

a=  l  +  6COs2:r — 6^)^   i=:*sin2(v— Ö«)  ^ 
folglich 

log(1  +.r-«^("-'^')-Iog(1  +.r*^  •-*)) 2^arctg  ^^^^^ 

t>ie   obige  Gleichung  geht  daher  in  folgende  über: 
I v^fl—e  —  arctff    ^s'"^(^-^) 

cosji;— 6b— t«o)  +  *cos(t;-ö()+i^) 

^*o    -       i+2Vcos2(t;-A))+*2 


2^;2  sl n  2  (v — 6i,  —  *<;o)  —  i*  8» n  %Wo — f^gj n  2  (v — i^ + m;o) 

iM+2fCOs2(r-6b)+*^)2 


«^1 


3  :»  cos  3  .'v  —  flb  -:;^0(  +  3  «  cos  [V'-ffo—SWfii  4-  3<^  cos  (v — 6b+  3  trp)  4- f  3  cos  Sit;--  %+w^ ) 
"*"*'•"  "~        3f1+2fCos"2(t— fln)-*2;^       ' 

JcV  'l*'L*^*ir^T'^"-  •^^^'^<^-'^^~^t{;o^-6<^sin4M>^o--U38in(2t;-26b4-4u;o;-*^8in4;t;-6b-m?o) 
"         "  '  '  '         4('i4^fcös2(r-6b'-M2y* 

olc.  elc. 

Wo  das  Gesetz  des  Fortganges  ebenfalls  deutlich  zu  erkennen  ist. 
Zu  bemerken  ist  ausserdem,  dass  zufolge  der  Gleichungen  (3)  und  (6) 
der  Artt.  4  und  5 


7. 

Man  kann  auch  die  unendliche  Reihe  des  vorstehenden  Aus- 
dnicks  von  /  in  einen  durch  seine  Tangente  gegebenen  Kreisbogen 
verwandeln.     Setzen  wir 


'..^(/"-«'o)  — _^.-. 


ec 


\^ec^9i^'-eo] 


und   substituiren   diesen   Ausdruck   in    die   erste  Gleichung   des  vor. 
Art.,  so  wird: 

2l/J-I/-v+0,)  =  \os{\  +60-'^"^-^)-  log (1  +*c'<?^^-^^) 

+log(l  -(;jcÄ,/c-^'^'"-*^«'')-  log  (1  +p3«„«c^> -'"«)) 
woraus  durch  den  im  vor.  Art.  entwickelten  Satz  sich  ergiebt 

/=r — (k+J/ — arctir,.       ^t--^  —  ai'ctÄ  ,    "    , .    -    -    ■ 

"  '^  1+«cos2(i— flb)  ^  1— x«o*  s'n(^  — tt'o) 

Die    obige    Gleichung    für   ^ V*'' ^ "" "^""^    nebst   der   reciproken,  die  aus 
(Um*  VervvandeUing  von  (j  in  —  (>  folgt,  giebt  aber 
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'            V"« +<*+«*  C03  8. ■ 

-(Hl) 

H 

^  sin  f/( — Wf)  =sin  ,d — //„ — ri^) 

— *sin  ii 

"— flfi+n; 

1 

V 

^.co&'/i — rn^  ^ros(ii — fl„ — ll'nj 

+*cos(i 

L— «„+«•„) 

^ 

^M        Aus 

diesen 

beiden  Formeln  ziehl  man: 

-* 

("-Ö,, 

^K       es  ist  datioi 

K 

f,  =  v-ö,-arct^j^^. 

'-*■ 
»i«-'^,: 

^^ 

m 

i=p+//-arotg-^-^ 

^^1 

8. 

F 

Wenden  wir  nun  die  vorstehenden  Entwickeliingen  auf  den 

«omi 

H 

Uiebei 

ist  zuerst  zu  bemerken,  dass 

die  Bedeutung  der  Grus;«'' 

1 

ö,  ",  t, 

b  durch    die  Vergleichiing   der  Gleich 

lUQgen   (Üi  inil 

1  de» 

^^        Gloiclmngen 

1    (1}  ermillell   weiden    muss. 

Diese 

Vergleich  un}; 

leig^ 

H      dass 

^^^^              „=~i\"—K" 

— ^» 

J 

^^^^^^H 

^^^H 

^^                «  =  -,V-*.Ä"' 

11  =  ^—0 

ist.  Die  Grössen  tg  und  0o  können  nun  nach  Belieben  bestimn)' 
werden,  und  je  nachdem  man  sie  so  oder  anders  bestimmt,  gebe" 
die  vorstehenden  Reihenentwickelungen  verschiedenartige  Ausdrücke 
für  die  Reduction  der  Mondlange  in  seiner  Bahn  auf  den  Aequawr- 
Die  zweckmassigste  Bestimmung  dieser  beiden  Grössen  ist  aber  jedenTil'^ 
die,  wodurch  die  genannten  Reihenentwickelungen  die  Fonn  annehmen, 
welche  die  Anwendung  derselben  am  einfachsten  macht  und  wodurch 
zugleich  die  Trennung  der  beiden  veründerlichen  Grössen  bewirkt  wirO' 
Zu  dem  Ende  setze  ich  zuerst 

Ö„=  — iV"+  K" 
Utu'ch  diese  Annahme  wird  ass:(i„,    und    die  Gleichungen  [4)  geben 
daher 
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&»§ 


p  =  0 

q^  =  sin/" —  sini„ 

«0  =  (sin/"—  sint«)  sinfW— ö+iV—  K") 

A=  H- cos  (/"+»„) 

len  Gleichungen  (5)  und  (6)  ergiebt  sich  ferner 

»0=   0 


COS^Io 


liemit 


iben  wir  nun 

COÄf'o— cosJ"   4 

'    ■"        cos^^io        n 

A= — «sinV  jcos  F— y^cosSV+yf^^jQggyqp  ^j^  | 

Ä=_a2sin2yjlsin2y— |«sm 47+1^2 sin  ey+etc.j 

f;=     «»sin-^VJI  cos3y— y6Cos5y+y62cos7r+etc.| 

D=     «^sinn^j-^  siniy— l^siney+yf^sinsy  +  etc.j 
etc.  etc. 


in  endlicher  Form 


6= 

D= 

etc. 


3     •     3V    (^+*'*)C0S3F4-3f(l4-*]C0SF 

a  sm  \         "3{l+i2+l7^^8K;3 

a  Sin    r-  4^+t2+2fco8  2F)* 

etc. 


.  .  .  .  (8) 


y=  W-  e+N'-K\      e  =  tgH*o 
halten  wir,  wenn  wir  überdiess 

^^ " ~  r+7cös 2F 

1,  vermöge  der  Entwickelungen  der  Artt.  5  und  6: 


handl.  d.  K.  d.  GcHAllsch.  d.  Wissensch.   XV. 
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In  <li(.<s(>iii  Ausdrucke  sind  die  l)eiduii  vcrUmlerlicIien  (irössen  vud 
einander  abgesoiidorl,  wenn  wir  für  die  t)is  jetzt  nur  scheinbar  (iariTi 
enthallcne  Gn'isse  «  eine  (konstante  wflhien.  Denn  »^  ist  blos  Func- 
lioii  von  J",  welche  tIrOsse  hios  von  ö  abhiingl,  wohioK^gcii  /l, 
A,  R.  ete.  blos  Fiinetiünen  dfi'  Veränderlichen  V  sind.  Diu  \M%m 
N"  »nd  Ä"  ihrerseiLs  sind  blos  Fiinclionen  von  6*.  Der  ubig«!  Ausilnicli 
für  Ai  lässt  sich  daher  leicht  in  Tafeln  bringen,  wenn  man  die  Mulli- 
|)lic4ition  von  A,  ß,  C,  etc,  mit  {ien  Potenzen  von  i,-  der  speciellpii  An- 
weiidnny  llberlüsst,  . 


!•:»  isl  noch  die  Ueslimniiing  der  bis  jel/.l  vvillkidniicli  };i<lH)ittft- - 
nen  Grüsse  i„  vorennehnien.  Man  sieht  leichl,  düss  im  AllgeniPineri  ilii' 
Heihc  Aij  ■+■  It}/' -t-elc.  möglichst  eonvergent  wird,  wenn  man  k  ^^ 
besliinml,  dass  die  Dillerenz  i^osi,,  —  cosJ"  nifigliehsl  kleine  posilivf 
nnd  negative  Werthe  annimmt.  Nun  sind  aber  J'„-^-J,  und  Ji  —  J 
die  GrenzwerUie  von  J",  und  die  eben  genannte  Bedingiin^i  wird 
daher  erfüllt,  wenn  man  cosi„  dem  arithmetischen  .Mitte!  aus  iteii 
Coninus  dieser  (Jrenzwerthe  gleichsetzt.  Hieraus  folgt,  vvejui  wirdoU' 
so  Iwslimnilen  Wertli  von  i„  vorzugsweise  mit  F  bezeichnen,  dass 

cos  / '  =  cos  /',  cos  J. 
Oller  zur  sicheiern  Bereohnnnij 


sin4  /": 


Da  niin 

ist,  so  wird 


cos  J"^  cos  J,',  cos  J,  —  sin  J^,  sin  J,  cos  6* 


cos  if,  —  cos  J"s=  sin  J'„  sin  J,  cos  ö 
Setzen  wir  daher  in  die  Form'eln  des  vor.  Art, 


E  =  tgH/', 


so  wird 
yR=W- 


»Hr 


fe(_2Ä'_fl_|.4cos6>+ßcos-0+Ccos3  0+Dcos*S+e'*^ 


10. 
Die  eben  gefundene  Reibe  convergiit  am  schwächsten,  >'^'"' 
die  Mondknoten  in  der  Nähe  von  0"  und  180"  liegen,  allein  die  Oon- 
vergenz  ist  in  diesen  Punkten  doch  bedeutend ,  weil  «  eine  klein* 
Grösse  ist  (in  Theiten  des  hadius  «  =  0,0373...  ;  sie  convei'giri  äi» 
stärksten,    wenn    die    Mondknoten    in    der    Nahe    von  90*  und   i''*^" 
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Wegen;   für  0  =  90"  und  0  =  270»  ist   die  Summe   der   Reihe   Null: 

Man  kann  aber  noch  andere  Reihen  angeben,  die  grade  in  den  Punkten 

aiD  stärksten  convergiren,  wo  die  Reihe  des  vor.  Art.  ihre  schwächste 

Convergenz    hat.     Diese  Reihen,    die   man   auch    aus  jener  erhalten 

konnte,  leitet  man  am  einfachsten  dadurch  ab,  dass  man  i'o  den  Grenz- 

erthen  von  /"  gleichsetzt.     Setzt  man  ^  gleich  dem  Maximum  von 

'  nemlich 

'o  ^  •'"  "^  •'' 

dsinn  wird 

il=  W— 0— 2/f"—  /tH-Asin2^^ö+/isinHöH-Csin«iÖ+etc. 

Diese  Reihe    convergirl  am    stärksten,  wenn  &  in  der  Nähe  von  i)^ 
liegt.     Setzt  man  hingegen 

60  wird 

»    9  I  /  I'        w\  2 sin./;, Sin y, 

il=W  — 6>— 2/i"—  fi+AcosMö+Äcos*iö+C'cos''iö+etc. 
welche  Reihe  am  stärksten  convergirt,  wenn  6>  nahe  gleich  180*^  ist. 

II. 

Der   Merkwürdigkeit    wegen    will  ich  noch  die  Annahme  i(t=0 

untersuchen,   aus  welcher   *  =  0  folgt.     Setzt    man  hier  nun  «  =  2, 

^o  geht  daraus  hervor,  dass 

M^W—(f—^K+  Asin2  j  J"+  Äsin»  i  J'-h  etc. 
Wo 

A  =  —2  sin  Vcos  V 
ß=— 2sin2Vsin2V 
(J  =  |^sin^Vcos3  V 
ö  =  4  sin*  Vsin  4  V 
etc. 

Hier  ist  R  verschwunden  und  die  unendliche  Reihe  schreitet  nach 
den  positiven  und  graden  Potenzen  von  sin|«/"  fort  Sie  ist  aber 
weit  weniger  convergent,  wie  die  vorhergehenden  Reihen,  und  des- 
halb zur  Anwendung  weit  weniger  geeignet.  Ich  bemerke  übrigens, 
(Ias8  diese  Reihe  niit  der  folgenden  nahe  verwandt  ist  : 

Ai  =  W—&—2K'—  tg2  i  J" sin 2  V+  }tg^i J"sin  4  V+  etc. 

die  unmittelbar  aus  einer  längst  bekannten  Reihe  entspringt. 

4ü» 


I«« 


14. 


i 


Es  ist  noch  die  Enlwickelung  der  einfachslen  Ausdrücke  für 
>"■  Hod  Ä"  übrig.  Im  ersten  Artikel  halten  wir  aiiji  dem  Dreieck  Aßt^ 
die  folgenden  Relationen   erhalten 

sin  J"  sin  (iV" —  K" —  Ö)  =  — sin /.sin  S 
»in  J" cos  [N" —  K" —  6*}  ^  cos  J',.  sin  J,  +  sin  Ji.cos  J, cos  0 
Dasselbe  Dreieck  giebt  auch  die  Gleichungen 
sin  /"  sin  {iV"+Ä'"j  =  sin  J,  sin  Ö 
sin  J"  cos  (iV"-|-Ä"')  ^sin</,',cosi/, -HcosJlsi»  J.cos  & 
Kllhrt    man    hier   die   imaginären    Exponentiall'unctionen    ein ,    so  be- 
kommt man  leicht 

sinJVl'^'-^"=sinj;.cosH^.  +  coöJ:,sinJ,fP^-sinJ:si»^4J.(-*''^ 
^älcosl/nCOs^J,  —  siaiJ,',sinä:/,(;~''**l{sinJ^./'„cosäV, +  cosi>/^siniJ,c***] 
sin  J"c^''^"+'^">  =  sin  j;,cos  J,  -4-  cos^i  j;  sin/  (.■<"*—  «in=  J  /„  sin  J.  r"**^ 
^ä}cosjJi,cosfJ,  —  siui/^sin^-J.c'''  i)sini</,'.cosj/ +cos^/,sinJ  J.c^**! 
und  noch  zwei  ähnliche  Formeln,  die  sich  ans  den  vurslehenden  er- 
geben, wenn  man  darin  — p  für  p  schreibt."}  Dividirt  man  die  zweite 
dieser  Relationen  durch  die  erste,  so  bekommt  man 


.*(.*", 


»sK^coHA-smKsinjJ.c- 


Dividirt  man  die  erste  durch  die  zweite,  nachdem  man  in  letzterer  — p 
für  p  geschrieben  hat,  so  ergiebt  sich 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen   folgt,  wenn  man  zur  reellen  Form 
zurückkehrt 

^  f  +  colg^AtgiJ,  cos» 


»8 


']    Man  bekommt  ausserdem  noch   die  üleichiingen 
cos"f/"=  {cosf  ^cosf/,—  Biof/U'nHc*'®){co*H"Cosf/,  — siQf/^sinf/.c-e®} 
si»Ji/'={sm4J;,co4/,  +  cosf/;smf/,ceÖ){sin^y;,cosf?,-t.co4/„smf/,C-P^ 
welche,  in  VerbinduDg  mit  den  obigen,  merkwürdige  und  nützliche  Helationen  geben, 
die  ich  aber  hier  nicht  anwenden,  und  daher  auch  nicht  ableiten  werde.    Auch  die 
Gau»«isciien  Delationen  im  sphärischen  Dreiecke  können  aus  diesen  Gleichungen  auf 
einfache  Art  abgeleitet  werden. 
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Die    vorstehenden    Gleichungen    zwischen    den    imaginären   Grössen 
geben  llberdiess 

•  2piV"=  log  (1  +  cofg^,  Jllgil  c9^)  —  log  (1  +  cotgi  J:,  igil  c"^^) 

±Qr=  log  (1  -  tgi  J:,  tgi  /,  6--^^;  -  log  :  t  -  tg  J  J:  tgM  C'^) 

und  wenn  man  die  Logarithmen  in  unendliche  Reihen  entwickeil: 

Y"=  cotiJ;,tg4J,sin0— icot^ij;,lg2iJ,sin2Ö+icot^«j;tg^^^^^ 

K"=  tgiJ:  Igil  sin  ö+itg'^it/: tg24  J,  sin^ö+itg^iJ^tg^iJ,  sin30+etc. 


t3. 

Unter  den  im  Vorhergehenden  für  jR  entwickelten  Reihen   con- 
vergirt   die   im  Art.  9  abgeleitete   am  stärksten,    und  zwar  in  jedem 
Falle  so  stark,  dass,  wenn  die  Coefficienten  derselben  in  Tafeln  von 
zweckmässiger  Ausdehnung  gebracht  worden  sind,   ihre  Anwendung 
nie   unbequem   wird;    in   den  Fällen,  wo  cosö  klein,    und   folglich 
ihre  Convergenz  am  grössten  ist,  wird  ihre  Anwendung  äusserst  ein- 
fach.    Da  aber  grade   in    den  Fällen,    wo    diese   Reihe    am    min- 
desten stark  convergirt,  die  Convergenz  der  im  Art.  1 0  entwickelten 
Reihen  am  grössten  ist,    so   kann   man   für  jeden  Fall  eine  stärkere 
Convergenz    und    folglich   eine   Abkürzung   der  Arbeit   herbeiführen, 
wenn  man  den  ganzen  Umlauf  der  Mondknoten    in    drei  Theile  zer- 
'ögt,  und  in  jedem  dieser  Theile  eine  andere  jener  drei  Reihen  an- 
wendet.    Man   wird   demnach  die  erste  Reihe  des  Art.   10   in  dem 
Theile  des  Knotenumlaufs  anwenden,  wo 

2sinHÖ<cosö 

>st,    d.  i.  von  ©=300«  bis  ö=60^    die   Reihe   des  Art.  9  in   dem 

Theile,  wo 

2  sin2  4^0>  cos  ©>— 2cosHö 

ist,  d.  i.  von  Ö=60"  bis  Ö=I20"  und  von  ©=240"  bis  ©=300^ 
ß'idlich  die  zweite  Reihe  des  Art.   10  in  dem  Theile,  wo 

2cos24©<  — cos© 

d.  i.  von  ©=  120^  bis  ©=240^  womit  der  ganze  Umkreis  er- 
schöpft ist.  Es  versteht  sich  indess  von  selbst,  dass  man  diese 
Theilungspu nkte  nicht  genau  einzuhalten  braucht,  da  alle  drei  Reihen 
für  den  ganzen  Umkreis  gelten  und  in   der  Nähe  der  Theilungspunkte 
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lue  OjtiM'igenz    dei'    oineii  Huilie    nur   wvn'iji    \üii    der    tlcr  imilmn 
verschieden  ist. 

Ich  werde  noch,  um  einen  Ueberblick  Über  die  hiefür  nülhijjm 
Tafeln  zu  geben,  die  Nullpunkte  und  die  .Maxima  der  cntwickMllcn 
GrööKCn  anrühren.  Die  Bügen  N"  und  K"  sind  Null  für  0=0  imil 
0=180"  und  haben  zwischen  jedem  dieser  Nullpunkte  Ein  Maxi- 
mum. Setzt  man  « 
cotg|J,'  tgjJ.^siny,  lg  J  J,^  tgi»i/,^sinA  ^ 
so  ist  ij  das  Maximum  von  N"  und  h  das  Maxiinutu  von  K".  Die 
Grössen  fl.  A,  ß,  C,  l),  ele.  sind  Null  fUr  V=Ü",  Vss90",  V^m'. 
V^tli)":  /{,  A  und  ß  haben  zwischen  jedem  dieser  Null|iiuiklc  Ein 
Maxiiiuim.      Sei 

f  ^  sin  /' 

üo  ist  f  das  Maximum   von  /(,     Mit   Rüi^ksicht   auf  die  Hben  aoge- 
fdhrten  Theilungspunkle  wird  daü  Maxinmm  von  Acosß 

^^  "*rt  -n 

und  lias  von  ßcos^W 


wo  «  so  verstanden  ist,  wie  in  Art.  9,  uemlich  ohne  den  Failüi'  t_ 
(j  und  I)  haben  zwischen  jedem  Nullpunkt  zwei  Maxima.  Das  Mali- 
mum  .Maxiinurum  von  (7coij*6*  ist  nahe 

und  das  von  /ieos'ö  nahe 

n*  Sin-'  (78")  " 

6t 

Nehmen  wir  nun  wie  in  Art.  3 

l.  =  aS^ar  5i"80,  J,  =  5"8'  48" 
an,  so  wird  das  Maximuui 

von  .\"=12''29'52" 

von  K"=    0''32'5"3 
Setzen  wir  zur  Unterscheidung 


r=tgMy:-^,; 
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I  unterscheiden  demgeniass  auch  A,  li'  und  K\  dann  bekommen 

-  zuerst 

logf  =8,8131052,       log«  =8,881 3033  w 

log  *  =  8,6546430,       log  «  =  8,5720901 

log  €'=  8,4149190,       log  «  =  8,8650881 

raus  folgt  das  Maximum 

von  ß  =  3"  43'  42"6 
von  Ä'  =  2  35  1 5,7 
von  R'=  1   29  22,8 

iier    mit  Anwendung   der  vorstehenden  Wertlie  von  a  und  *'  die 

xima 

von  A  cos  &  =  33'36'2 

von  li  cos'^Ö  =       23,3 

Von  C  cos'^ö  =         0,32 

von  ßcos^ö  =         0,005 

in  sieht  also,  dass  das  vierte  Glied  stets  unmerklich  ist  und  die  Au- 
^ndung  der  drei  ersten  Glieder  stets  ausreicht.  Wegen  der  vier  Null- 
inkle,  die  die  Coefficienten  in  jedem  Umlauf  des  Mondes  haben, 
id  sie  auch  in  dem  grössten  Theile  jedes  Monats  viel  kleiner  wie 
ese  Maxima,  und  es  wird  in  jedem  Monat  nur  eine  kurze  Zeit 
itreten,  wo  man  nicht  mit  den  beiden  ersten  Gliedern  ausreicht, 
rner  wird  es,  wegen  der  minder  grossen  Bewegung  der  Knoten 
Verhältniss  zur  Bewegung  des  Mondes  selbst,  in  jedem  Knoten- 
ilauf  Jahre  geben,  wo  das  dritte  Glied  ganz  unmerklich  wird,  und 
;  zweite  nur  selten  berücksichtigt  zu  werden  braucht,  also  von 
1   übrigen  Gliedern  fast  nur  AcosÖ  merklich  wird. 
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JDer  am  28.  März  1874  in  seinem  79.  Lebensjahre  verstorbene 
fasser  liefert  in  dieser  Schrift  die  bereits  in  seiner  früheren  Ab- 
idlung  »Untersuchung  des  Weges  eines  Liclitslrahls  durch  eine 
iebige  Anzahl  von  brechenden  sphärischen  OberllHchen«  (ab- 
druckt im  X.  Bande  der  Abhandl.  der  math.-phys.  Ciasse  der  K.  S.  G. 

65 — 202)  in  Aussicht  gestellte  Fortsetzung  seiner  dioptrischen 
ilersuchungen ,  welche  sich  vornehmlich  auf  die  chromatische  und 
»härische  Abweichung  eines  Linsensysteras  bezieht.  Der  Druck 
ir  Abhandlung  ist  noch  vor  seinem  Ende  von  dem  Verfasser  an- 
^ordnet  worden,  wenn  auch  mit  dem  Bedauern,  dass  er  weder  die 
;absichtigte  Weiterführung  seiner  Untersuchungen  hinzufügen,  noch 
e  letzte  Hand  an  die  Redaction  des  vollendeten  Theils  legen  könne, 
an  wird  in  dieser  Beziehung  namentlich  eine  einleitende  Uebersicht 
)er  die  Tendenz  und  die  Resultate  der  vorliegenden  Arbeit  ver- 
issen,  ein  Mangel,  dem  durch  die  nachstehende  Uebersicht  der 
auptcapitel  natürlich  nur  unvollkommen  begegnet  werden  konnte. 
ir  bemerken  noch,  dass  man  geglaubt  hat,  sich  jeder  wesentlichen 
BilactionsUnderung  an  dem  mit  halb  erblindeten  Augen  nieder- 
Jschriebenen  Manuscripte  enthalten  zu  sollen;  dass  man  aber  von 
rt.  79  an,  der  allein  in  der  Ueberschrifl  existirt,  aus  einem  dem 
anuscripte  beiliegenden  Brouillon  einige  Paragraphen  über  den  Ein- 
iss  einer  Aenderung  in  den  Linsenkrümmungen  auf  die  Vereinigungs- 
eile der  Strahlen  entlehnt  hat,  die  aller  Wahrscheinlichkeit  nach 
alerial  zur  beabsichtigten  Fortsetzung  liefern  sollten.  Selbstverständ- 
h  hat  die  VerantwortUchkeit  für  die  getroffene  Auswahl  lediglich 
r  Unterzeichnete  zu  tragen,  welchem  der  Auftrag  zur  Ueberwachung 
:•  Herausgabe  des  hinterlassenen  Manuscripts  geworden  ist. 

Scheibner. 


Iiihaltsübersiclit, 

§.  I.  Alliifiiicioe  Knlwickolunger All.  I-IK 

§.  II.  Brrcclinung  eines  Linsen.syslerns  von  (Iri'i  Hn-i'liiin^iTi   .  -   19—15 

^^  ^.  III.  Villi  den  I.insurisysleiiipn  mit  vior  Rivcliuiificn     ....  -  Ifi— TN 

<}.  IV,  AiiliiinR  und  Nat-hlnm -  7!l-ii( 

^        4 

i^^^^^^l^  ßcrichtiguugun.  ^^^^H 

^^^V  S.  7<U  Zcilv  t,  3,  f   vnn  oben  lies;    <■/!  (?'/!".'  stnll     -k  k' k^':  ^M 

^^^  S.  781      -     3  von  ol>on  liesi    + '"*  ~''  '"-^"i  D'+C.  ^ 

S.  133      -    <G     -        -      fehlt  im  Wcrthe  von  a  das  Endglied  +C. 
S.    —     -    18    -       -     im  Wertlie  lon  c  lies:  t+C'  stall     .  +  C". 

S.     —      -    a»      -         -       lies:    "C  =  0  und   C  =  0-. 


§  1.    Allgemeine  Entwickelungen. 

Denken  wir  uns  eine  unbestimmte  Anzahl  von  Kugeloberflächen, 
dche  Mittel  von  verschiedener  Brechbarkeit  von  einander  absondern, 
d  solche  Lage  haben,  dass  ihre  Mittelpunkte  alle  auf  Einer  graden 
lie  liegen.  Diese  Linie,  welche  die  optische  Achse  des  Systems 
1  brechenden  Überflächen  genannt  wird,  soll  zugleich  die  Ab- 
ssenachse  sein;  die,  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  an  ge- 
ilten, Abscissen  der  Durchschnittspunkte  der  brechenden  Ober- 
ihen  mit  der  Abscissenachse  mögen  (jf,  q\  q\  etc.,  die  der  Mittel- 
ikte  derselben  Oberflachen  p,  p ,  p\  etc.  genannt  werden.  Die 
^chungsverhaltnisse    der   verschiedenen   Mittel,   von   dem    vor  der 

ten  Kugeloberfläche  anfangend,  sollen  durch 

^     ^     ^     \         , 

n  •   n"  n"'  n'"  '    ^*^^- 

^gedruckt  werden. 

2. 

Betrachten  wir  die  durch  ein  derartiges  System  von  brechen- 
I  Überflächen  gehenden  Lichtstrahlen,  aber  ziehen  wir  nur  solche 
Betracht,  welche  die  optische  Achse,  oder  die  Abscissenachse, 
neiden,   da   leicht    einzusehen   ist,   dass  diejenigen  Lichtstrahlen, 

denen  diess  nicht  der  Fall,  geringeren  Abweichungen  unter- 
rfen  sind  als  jene.  Nehmen  wir  an,  dass  sich  im  ersten  Mittel, 
i  ist  vor  der  ersten  brechenden  Oberfläche,  ein  leuchtender  Punkt 
inde,  dessen  Abscisse  ^  und  dessen  Ordinate  iy  sei,  und  be- 
ichten vorläufig  nur  Einen  der  Lichtstrahlen,  die  der  leuchtende 
akt  auf  die  erste  brechende  Oberfläche  sendet,  und  zwar  den- 
igen,  welcher  letztere  in  dem  Punkte  schneidet,  dessen  Abscisse  a 

^bhandl.  d.  K.  S.  OeHelbch.  d.  Wibäcnscb.    XV.  47 


und  dessen  Ordinale  k  ist.  Es  ist  klar,  dass  die  Lage  dieses  Lieh 
äti'iilils  hiemil  vollslUndig  gegeben  ist ;  ja  dieselbe  ist  bicdiirch  nw 
als  hinreichend  »nd  nüthig  bestimml,  da  vermöge  der  gegebeii 
BeschaH'enbeit  der  brechenden  Obeiflücbe  a  und  k  von  einander  a 
hUngig  sind.  j 

3. 

Die  Gleichung  des  eben  deflnirteii  einfallenden  Lichtstrahls  ka 
auf  verschiedene  Weise  aufgestellt  werden.  Bezeichnen  wir  die  la 
fentien  Coordinaten  irgend  einer  Linie  iiberhaiipl  mit  t  und  y,  s 
wie  die  Aliseisse  des  Punkte«,  in  welchem  die' Verlängerung  dies 
Lifthlslrahls  die  Abscissenlinie  schneidet,  mit  c.  so  ist  die  Oleichu 
desselben 

,-,=   '£-.•)   Jj- 

Nennen  wir  den  Winkel,  den  der  Liclitstrahl  mit  der  Abscisüenacli 
macht  «,  so  geht  dic.'ie  Gleichung  über  in 

y  — i;  =  i£— :r)  lg« 
indem 

•s°  =  ^ 

ist.     Wir  wollen   uns  niclil    bei  allen  übrigen  Formen  aufhalten,  d 
dieser  Gleichung  gegeben  werden    konnten,   sondern  nur  noch  Eii 
derselben  hervorheben,  die   uns    nützlich    werden    wird.     Kliuiinirt 
wir    durch  Hülfe    der    letzten  Gleichung  ij  aus  der  vorsiehenden, 
verSchwindel  auch  ;',  und  die  Gleichung  des  einfallenden  Lichlslral 

wird 

y={c—T)  tg« 

Durch  diese  Gleichung  wird  der  allgemeinere  Fall,  den  wir  Kiier 
eingeführt  haben,  nemlich  der,  dass  der  leuchtende  Punkt  atissr 
halb  der  optischen  Achse  liegt ,  auf  den  speciellen  zurückgenihi 
dass  er  in  der  opiischen  Achse  selbst,  und  zwar  in  dem  Punkte 
derselben  liegt.  .Man  kann  betrellenden  Falles  durch  dieselbe  An 
Ijse  von  dem  speciellen  Falle  zu  dem  allgemeineren  übergehen.  1 
ist  auch  an  sich  klar,  dass  alle  leuchtenden  Punkte,  die  auf  d 
Linie  des  Lichl.slrahls,  die  wii'  belrachtel  haben,  vor  der  erst« 
brechenden  Obeillüche  liegen,  derselben  üreclumg  unterworfen  sia 


/\ 
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4. 

■ 

Gehen  wir  zu  dem  durch  die  erste  Oberfläche  gebrochenen 
Licli (strahl  über,  nennen  die  Abscisse,  unter  welcher  dieser  die  Ab- 
seizssenachse  schneidet  c^  und  den  Winkel,  den  er  mit  der  Abscissen- 
actise   macht  a\  so   ist  dem  Vorhergehenden   analog  die  Gleichung 

desselben : 

y  =  [c  —x)  tg« 

unil   für  a   werden  wir  die  Gleichung 

bekommen,  wenn  {'  und  i/  die  Abscisse  und  die  Ordinate  irgend 
eines  Punktes  der  Linie  bezeichnen,  die  der  gebrochene  Lichtstrahl 
beschreibt. 

5. 

Die  nächste  Aufgabe  wird  nun  darin  bestehen,  die  Abhängig- 
keit zwischen  c  und  c  durch  bekannte  Grössen  auszudrücken,  und 
die  Gleichung,  welche  diese  Abhängigkeit  ausdrückt,  so  weit  zu  ent- 
wickeln, dass  darin  das  erste  Glied  des  Unterschiedes  zwischen  Sinus 
und  Bogen  enthalten  ist. 

Nennen  wir  den  Einfallswinkel  A  und  den  Brechungswinkel  //, 
^<J  giebt  die  Dioptrik,  in  Folge  der  im  Art.  1  eingeführten  Bezeich- 
•^ungen  der  firechungsverhältnisse : 

n  sin  A  =  w'  sin  fi 
und  es  sind  zunächst  A  und  fi  durch  n  und  a  auszudrücken.  Diess 
geschieht  am  einfachsten  durch  Zuziehung  des  Winkels,  den  der 
^^  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  des  einfallenden  und  des 
gebrochenen  Lichtstrahls  mit  der  brechenden  Oberfläche  gezogene 
Halbmesser  der  letzteren  mit  der  Abscissenachse  macht.  Nennen 
^^ir  diesen  Winkel  6,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass 

ige  =  -i- 

'^^»  und  man  findet  leicht,  dass  0  der  äussere  Winkel  von  zwei 
'^''eiecken  ist,  von  welchen  das  eine  die  inneren  gegenüberliegenden 
'Kinkel  k  und  «  hat,  während  in  dem  anderen  diese  Winkel  fi  und  a 
^*^d.     Hieraus  folgt  sogleich 

A  =  ^  —  ((,   n  =  /y  —  ((' 

47* 
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und  (!io  Gleicliung  des  Bpecluingsgesetzes  geht  über  in 

n  sin  Iß  —  (i)  =  w'  sin  '  W  —  «'; 
aus  wolclipr  tlie  drei  Winkel  (i.  o,  k'  zu  eliniiniren  sind. 


Gleichwie  in  Art.  5  £'  und  t/  als  lüe  Coordinaten  irgend  ein  ^ee. 
beliebigen  Punktes  auf  der  Linie  des  gebrochenen  Slrdhls  defin  m  i 
wurden,  künnen  auch  £  und  tj  als  die  Coordinaten  eines  beliebig^^^^ 
Punktes  auf  der  Linie  des  einfallenden  Strahls  derinirt ,  und  A  ^^ 
Durchschnitl.spunkt  dieser  beiden  Linien  ab  derjenige  Punkt  L*^^ 
trachtet  werden,  welchem  sowohl  £  und  t;,  aU  auch  f' und  »/  a  r»- 
gehOren.  Da  nun  die  Coordinaten  dieses  Durchschnittspunkles  ulic-/; 
a  und  k  sind,  so  bekommen  wir  sogleich  die  drei,  einander  ana 
logen  Gleichungen: 

'e»  =  ~ 

k 
"6  p-n 

durch  deren  Hülfe  sich    leicht  sin  (ß — «}   und  sin  {0 — «')  ausdrücli'n 
lassen. 

7. 
Wir    brauchen    uns    nur   mit    der  Enlvvickelung   des   ersten  tler 
beiden    eben  genannten  Sinus    zu    beschäftigen ,    da    daraus   die  il''-'^ 
anderen    durch    blosse  Substitution  von  <■'  statt  c   hervorgehen  »ifl- 
Die  Gleichuiiycn  des  vorigen  Art.  geben  sofort 

sin'li — a)  =  ^r~ij^+7r^)cos#ros« 
und  aus  den.^elben  Gleichungen  erhält  man 

cos  K  ^  7 


oder  nach  den  liier  erforderlichen  Knlwickelungeo : 
cos  Ö  cos  (( ;=  I  —  -,  — :s  —  TT 7 

Um  aus  diesen  Gleichungen  a  fortzuschaffen  bemerke  ich,  dai«  ^'' 
folge  der  Delinilioiicn  des  Art.  1  der  Halbmesser  der  ersleu  hrecl»'»- 
den    Kugelohertliiclie    duich  /< — i/  au.sgediuckt     wird,    und    wii  ">• 


5": 


DioPTRisGHE  Untersuchungen. 


701 


wohl  deshalb,  als  weil  der  Durchschnittspiinkt,  dessen  Coordinaten  a 
und  fc  sind,  auf  dieser  Kugeloberfläche  liegen,  die  Gleichung 

erhalten.    Die  obige  Gleichung  für  cos  6^  giebt  in  Folge  dessen 

a  =  ^  -+•  ip—q)  (1  —  cos  6) 
und   wenn  die  Entwickelung  von  cos  6  substituirt  wird, 

Ä2 


«  =  ?-i-^(FZ^ 


wodurch  man  leicht 


i 


i 


k^ 


\  4 


erhalt.     Setzt  man  nun,  um  die  Ausdrücke  zusammen  zu  ziehen, 
so  wird  die  obige  Gleichung  für  sin  (0 — «) 

oder  nach  der  Entwickelung: 

sin  {ff—a)  =  k  (fi— .t)  +  7t{R—nYj 
Setzt  man  ferner 

>T  = 

^o   ergiebt  sich  sogleich 


c'-g 


sin  (ö-a)  =fe(/l— ;r')  +  7r'(/l-;r')'T 

"■^d   aus   der   Substitution   dieser   Ausdrücke   in    die  Gleichung    des 
^**echungsgesetzes  folgt  ohne  Weiteres: 

n{R—n)—n{R—7t')=\n7t\R-7i:y  —  n7i  {R—n)^\~ 

^vomit  die  Aufgabe  gelöst  ist,  da  te   in  dieser  Gleichung  die  einzige 
^ö  bekannte  ist. 


8. 

]Man  kann  dem  Coefücienten  von  k'^  in  der  eben  erhaltenen 
^ieichung  verschiedene  Formen  geben,  von  denen  ich  die  wich- 
^^S^ten  hier  ableiten  will.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

L  =  »V(/l-7r7— n;r(fi— ;r)^ (1) 

^^Iches  die  erste  Form  von  L  ist,  so  wird 

n{R-7t)—ii{R—n)  =  Ly 
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und  wir  illlrl'en  uns,  oliiK?  den  Grad  der  GenanJ.akeil  /.ii  verle 
zur  Verwandlung  dar  Form  von  L  der  Gleichung 

(a) n(/(— Ti;  Än'(W — n-') 

bedienen.  Eümtnirl  man  damit  ein  Mal  R — ji'  und  ein  >Ial  J 
aus  der  Gleicliiini;  -V),  so  bekommt  man  die  beiden  weiteren  Kur 

(2)  .   . i  =  -^{n:T'—njT)yR—n)'' 

(3) /,  =  ^(m7i'— n'jr)  (/{— ;iV 

Die  Gleichung  (a)  kann  leicht  auf  die  beiden  folgenden  FormeE 
bracht  werden 

I  itt' — »)  [K — ;i)  ^  n'\7t — Ti) 

'•''  ] i,»'-«)  (/!-»■)  =  .1  W-t) 

und  benulzl  man  diese,  um  sowohl  R — n  wie  R — n  autr  [\)  zu 
miniren,  so  ergiebl  sicli : 

(4; L  ■=  r  .^    3  1,»^' — nn)[7i' — n 

Man  kann  endlich  auch  die  Gleichung  (a)  in  diu  beiden  Aii.-<dntckf> 
wandeln  „„'_  „'„  _  "1^^  ]„  ,  W_„)  _  „'„j 

wtf' — n're  ^  ^^^[n'(fl — n)  —  ht'I 
und  subätiluirt  man  diese,  nebst  den  aus  den  Gleichungen  (h)  folgei 
Werthen  von  ii — tt  in  li),  so  erbalt  man 

(5) t  = -'~-^Jn(«-7r)»-«'jrvß— 7r)*| 

{6) t  =  ^7-'  \n-{R—ny~U7^iR-nY\ 

Diese  beiden  Formen  von  L  besitzen  die  lüigenschafi,  dass  in 
ersten  kein  n  und  in  der  zweiten  kein  n  enthalten  ist.  Wir 
merken  noch,  dass  die  vorhin  erhaltene  Gleichung  fUr  n  in  der 
genden  Form  aufgestellt  werden  kann: 

(A) «'ti'ä  njT -*-(((■—«;  W+Ly 

welche  verlangt  wird,  wenn  sie  auf  mehrere  Brechungen  angew 
werden  soll,  und  in  welcher  man  jede  beliebige  der  eben  ei 
tenen  sechs  Formen  von  L  subsliluiren  darf. 


Die  nächste  Aufgabe    besteht    in    der  Ermittelung   des  Ortj^ 
Bildes,    oder    der    Bilder,    die    nach    der  ersten  Brechung    von 


^^ 
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Gegenstände  entstehen,  dessen  Coordinaten  f  und  //  sind,  und  wobei 
von  der  Definition  ausgegangen  werden  muss,  dass  das  Bild  eines  Gegen- 
standes immer  in  dem  Durchschnittspunkte  zweier  gebrochenen  Licht- 
sirahlen entsteht. 

Nehmen  wir  vorläufig  an ,  dass  ?^  =  0  und  demzufolge  ^  =  t* 
werde,  so  giebt  die  Gleichung  (A)  des  vor.  Art.  durch  den  Werth  von 
T ,  welcher  aus  derselben  folgt,  schon  den  allgemeinen  Ort  der  Bil- 
der dieses  Gegenstandes  an.  Denn  da  der  angenommene  Gegenstand 
in  der  optischen  Achse  liegt,  und  der  von  demselben  ausgehende,  in 
der  optischen  Achse  liegende  Lichtstrahl  ungebrochen  durchgeht,  so 
wird  er  von  allen  übrigen  Lichtstrahlen  in  dem  durch  n  bestimmten, 
auch  in  der  optischen  Achse  liegenden  Punkte  geschnitten,  und  giebt 
folglich  ein  Bild  des  Gegenstandes.  Da  aber  n  von  k  mit  abhängt, 
uud  ]i  von  Null  bis  an  die  Grenze  des  den  Lichtstrahlen  zugänglich 
gelassenen  Theils  der  brechenden  Oberfläche  ausgedehnt  werden  kann, 
so  nimmt  n  innerhalb  gewisser  Grenzen  eine  grosse  Anzahl  von 
Werthen  an,  deren  jeder  einem  Bilde  des  Gegenstandes  entspricht. 

Aber  auch  ausserhalb  der  optischen  Achse  liegen  Bilder  des  in 
der  optischen  Achse  befindlichen  Gegenstandes.  Denn  die  irgend  zwei 
VVerthen  von  fc,  die  beide  nicht  Null  sind,  entsprechenden  Lichtstrahlen 
schneiden  einander  ebenfalls,  und  zwar  ausserhalb  der  optischen  Achse. 
Der  ganze  Complex  von  Bildern,  welche  von  dem  Einen  Gegenstande 
entstehen,  nimmt  also  einen  körperlichen  Raum  ein,  dessen  Aus- 
söhnung grösser  oder  kleiner  ist,  je  nachdem  das  Maximum  von  k 
f5""^sser  oder  kleiner  ist.  Wenn  der  dem  Lichte  zugänglich  gelassene 
fheil  der  brechenden  Oberfläche,  wie  gewöhnlich,  durch  einen  Kreis 
begrenzt  wird,  durch  dessen  Mittelpunkt  man  sich  die  optische  Achse 
gehend  denkt,  dann  ist  der  körperUche  Raum,  in  welchem  alle  Bilder 
öities  in  der  optischen  Achse  liegenden  Gegenstandes  enthalten  sind, 
symmetrisch,  und  die  Projection  desselben  auf  eine  durch  die  opti- 
^^he  Achse  gelegte,  senkrechte  Ebene  ist  auch  ein  Kreiä.  Man  kann 
den  Durchmesser  dieses  Kreises,  sowie  die  Länge  der  darauf  senk- 
'^^cht  stehenden  Achse  des  genannten'  körperlichen  Raumes,  welche 
^'Qen  Abschnitt  der  optischen  Achse  bildet,  bestimmen;  aber  es  würde 
'^^'ch  zu  weit  führen,  wenn  ich  mich  hier  darauf  einlassen  wollte. 
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10. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  von  den  Coordinalen  |  und  ty  A 
Gegenstandes  keine  gleich  Nu))  sei,  und  suchen  den  allgemeinen  Acm 
druck  für  den  Ort  der  Bilder,  welche  in  den  DurchschnittspunkL-^^n 
der  einander  unendlich  nahe  liegenden  Lichtstrahlen  entstehen.  iW  %^\. 
gemeinen  Grundsätzen  zufolge  erhalten  wir  die  Coordinaten  ^  und 
dieser  Bilder,  wenn  wir  die  Gleichung  (A)  des  Art.  8  unter  der 
dingung,  dass  sowohl  |  und  9j,  wie  |'  und  r/  Constanten  seien,  di 
rentiiren,  und  darauf  f'  und  ff  wechselsweise  zwischen  diesem  Di 
rential  und  der  Gleichung  selbst  eliminiren. 

Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge 

>>    _    * 


1 


indem  jede  Seite  dieser  Gleichung   nichts  Anderes  ist   als  ein  Au^ 
druck  fUr  tga;  ferner  sind  identisch 

wenn  wir 

setzen,  und 

c—a  =  {c—q)  —  {a-q)  =  1  —  /l|' 

zufolge  der  im  Art.  7  gegebenen  Entwickelung  von.  {a—q).  Kß 
Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  giebt  nach  einer 
kurzen  Entwickelung : 

) 

und  ebenso  erholt  man 

-'  =  ^-'.--f('-^'«?) 

nachdem 


.  =  A-^(l-..fi*^^ 


gesetzt  worden  ist.  Zu  diesen  Gleichungen  kann  man  bemerken. 
dass  /p  ;/,  A*  im  Allgemeinen  (iiossrn  derselben  Ordnung  sind,  l^'^' 
oben  angezogene  (ileichung   i  A  .   nemlich 

//  TT  =  HTT  +     U  //     /t-l-  L  - 

i. 
i;eht   (luicli   Substitution  d(»r  bez.  Ausdrücke  für  t  und   t    über  in 


"-du 
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Sieht  man  in  dieser  Gleichung  k  als  einzige  .Veränderliche  an,  in- 
dem die  Zuziehung  der  Veränderung  von  ti^  7i\  L  nur  Glieder  höherer 
Ordnung  als  die,  welche  überhaupt  berücksichtigt  worden  sind,  her- 
vorbringen würde,  so  giebt  das  Differential  derselben 

\^*oraus  sogleich 

folgt.  Die  Gleichung  (B)  wird  hierauf,  nachdem  ff  durch  Hülfe  der 
vorstehenden  Gleichung  eliminirt  worden, 

nX  =  nk+{n—n)R  +  nXt]{7r—n)Rk+^LkK  .   .   .  (D) 

womit  die  Aufgabe  gelöst  isl,  da  die  beiden  vorsiehenden  Gleichungen 
die  Coordinaten  f'  und  ff  des  Bildes  geben.  Da  diese  Ausdrücke 
von  k  abhängen,  so  erkennt  man,  dass  wieder  der  Gegenstand,  dessen 
Coordinaten  |  und  ;/  sind,  eine  Reihe  von  Bildern  giebt. 

11. 

Gehen  wir^  zu  dem  Falle  über,  in  welchem  das  Bild  des  Gegen- 
standes in  dem  Durchschnittspunkte  zweier  Lichtstrahlen  liegt,  welche 
die  brechende  Oberfläche  in  zwei  Punkten  schneiden,  die  in  einer 
endlichen  Entfernung  von  einander  liegen.  Diese  Aufgabe  wird  da- 
durch gelöst,  dass  wir  die  Gleichung  (B)  des  vor.  Art.  in  Bezug  auf 
zwei  solche  Punkte  aufstellen ,  und  zwischen  den  zwei  so  entstehen- 
den Gleichungen  wechselsweise  r/  und  X  eliminiren.  Nennen  wir 
die  Ordinate  des  Durchschnittspunktes  des  zweiten  Lichtstrahls  mit 
der  brechenden  Oberfläche  k\  und  behalten  für  den  ersten  Lichtstrahl 
die  Bezeichnung  k  dieser  Ordinate  bei,  so  sind  die  beiden  bezeich- 
neten Gleichungen: 

n'X=nX+{n-n)R+n''^(i-nR'^-n^^^^ 
^^s  denen  man  durch  die  bez.  Eliminationen  ohne  Schwierigkeit 

n'X  —  ia+  [n—n) R+  {- nX,i  [n—n)  R iji+k')  +  ^L (fc»+AÄ'+ik")  (D') 
^rhtilt,  welche   die  Coordinaten    der   verlangten  Bilder  geben.     Man 
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HJetil  HOgleich,  daa»  diese  tilcichangen  io  die  GM.  'C  md  D  des  nr. 
Art.  Ubi^rgchcfl,  wenn  man  A*  =  Jfc  machl;  sie  enlhallea  ako  mA 
duo  durl  betraclitelen  Fall,  und  ,^oi>c-n  daher  uberhsupf  (fie  i'-oonth 
tiati'ti  iilli^i'  in  4tßr   Ktxrnß  der  xij  liegenden   Bilder. 

Kinflii  besonderen  Fall  wollen  wir  noch  beü-achieo.  vvelcber  in 
einer  llrbcrxichl  Über  ilte  Lage  der  (iesanimtheil  aller  Bilder  fuhrl. 
Nehmen  wir  an,  dass  der  »veile  ürhUtralil  die  brecliemle  Otm- 
lltlchi!  in  di-msellK^n  Funkte  sohneido,  in  welchem  dte^e  letztere  vun 
der  AbrtciHMfnacliKC,  die  aU  idenliticli  mit  der  opti&cben  Achse  be- 
lnit.'liti't  wiril,  geschnilleii  wird.  Kü  f'cjlgt  hieraus  A' ^  0,  und  die 
tjleirhungen    <Cl    und     1);   gellen  iiber  in: 

i»'/  •  .  ■  '/  ='^.u' 

.Man  sieht  aus  diesen  Gleichungen,  dass  jetzt  der  Ausdruck  für  i, 
iiiuihhllngig  von  h  ist,  und  folglich  dieuc  Coordinate  densielben  M'itiIi 
bchllit,  wie  auttli  k  beschnflen  sein  mag.  lüs  folgt  hieraus,  da^  im 
gugnnwtlrligen  Falle  alle  Bilder  auf  einer  gradcn  IJnie  liegen,  welclic 
der  Absviysenachse  parallel  ist.  Man  kann  noch  weiter  gehen,  um! 
ilit>  (ileirliiiiifii'u  (C-  utid  IV  iuif  .lie  (ictiauinillieil  aller  iiKigllHiHi 
Hildcr  ausdehnen.  Man  kann  sie  \  ermittelst  einer  einfachen  Be- 
Iraclitung  auf  die  Lichtstrahlen  anwenden,  die  mit  4ler  ursprünglidi 
angenommenen  Abscissenachse  nicht  in  Einer  Ebene  liegen,  und  g^ 
langt  dadurch  zur  Uebei^ichl  tlber  die  Gestalt  des  Kautneä,  in  wel- 
chem sieh  alle  Bilder  des  als  Punkl  gcdacliten  Gegenstandes  befindeo- 
Die  hic/u  anzuwendenden  Betrachtungen  sind  so  einfache,  dass  es  g^ 
nitgt.  ihr  Hesultat  anzugehen.  Vorausgesetzt ,  dass  die  dem  üchle 
zugänglich  gelassenen  Theile  der  brechenden  Oberflächen  dani 
Kreise  bosclirltnkt  sind,  deren  Mittelpunkte  in  der  opU»)chen  Adi:^ 
lif^*"-  =^  '"'  '^*^  Gesammtheit  aller  von  dem  ebej»  genannten  G^»- 
siande  entstehenden  Bilder  in  einem  kleinen  ktirperiicben  Biiune 
enthüllen,  welcher  von  einer  Dbertlache  begrenzt  wird,  die  man  eiK 
abgeplattete  eiförmige  nennen  kann.  Die  grosse  \chse  dieser  Obn*' 
llltcbe  ist  der  optischen  Achse  ^wenigstens  s^r  nahe  paraUel:  die 
mittlere  Achse  liegt  in  der  Ebene,  die  durch  den  Ge.gesi$lnid  tt^ 
di»'  optische  .\chse  geht,  mit  anderen  Worten  in  der  Sff-Ebem:  * 
kleine   Ac4iäe    steht    s«ikrechl    auf   jenen    beidett.     Die  UberfH^ 


/^ 
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rd  durch  die  xy-Ehene  in  rwei  gleiche  und  ähnliche  Theile  Zer- 
it, lässt  aber  im  Allgemeinen  sonst  keine  symmetrische  Theilung 
;  ihre  Projection  auf  eine  zur  optischen  Achse  senkrechte  Ebene 
Jet  eine  eiförmige  Figur,  die  durcFv  ihre,  nach  der  optischen 
hse  hingerichtete  grosse  Achse  in  zwei  gleiche  und  ähnliche  Theile 
:heilt  wird.  Wenn  der  Gegenstand  in  der  optischen  Achse  liegt, 
geht  die  jetzt  besprochene  Oberfläche  in  die  im  Art.  9  erhaltene 
volutionsoberfläche  über. 


12. 

Dehnen  wir  jetzt  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Formeln 
f  eine  beliebige  Anzahl  von  brechenden  Oberflächen  aus,  so  kommen 
•  Allem  die  auf  der  Abscissenachse  gemessenen  Entfernungen 
;ser  Oberflächen  von  einander  in  Betracht,  welche  zufolge  der  im 
L  I  eingeführten  Bezeichnungen  durch  die  Unterschiede  q  —  </, 
—  g',  q'" — q'\  etc.  ausgedrückt  werden.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

q — q^ss  ü^  q  — q   ^=z  d  ^  q    — q    ^a,  etc. 

Bichwie  oben  die  Abscist^e  des  Durchscbnittspunkts  des  einfal- 
iden  Lichtstrahls  mit  der  Abscissenachse  c^  und  die  des  ein  Mal 
brochenen  Strahls  c  genannt  wurden,  sollen  von  nun  an  diese 
)scissen  für  den  zwei  Mal,  drei  Mal  u.  s.  w.  gebrochenen  Licht- 
ahl  mite",  c"\  u.  s.  w.  bezeichnet  werden,  und  gleichwie  die  auf 
T  Abscissenachse  gemessenen  Entfernungen  der  beiden  ersten  dieser 
irchschnittspunkte  von  der  ersten  Oberfläche  c  —  q  und  c  —  q  sind, 
erden  die  des  zweiten  und  dritten  von  der  zweiten  Oberfläche 
— g'  und  c' — q\  die  des  dritten  und  vierten  von  der  dritten  Ober- 
iche  c" — q"  und  c" — q\  u.s.w.  sein.  Hieraus  ergeben  sich  sofort 
e  Gleichungen 

I  I  '  m  J 

c    —  q   ^=1  c    —  q    +  d 


II                 1                 II                  II 

c    —  q   :=  c    —  q 

-1- 

rf' 

in                    II                  III                   III 

c    —  q   BS  c    —  q 

+ 

d" 

etc. 

thrt  man  daher,  ausser  den  im  Vorhergehenden  schon  vorkommenden 
^Zeichnungen 


c— 7'  c'  —  q 
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HUCll 

■  elc. 

= 

1 

t 

1 

ein,  so 

bekomm 

man  zunächst  die  Relationen                  j 

n.   -~  n'    =71 

;r' 

'                      4 

^^^H 

TT...   —    7l"   =   JT 

Ji 

^■ 

^^^H 

TT,,.—    Jt"'=7I 

,^' 

'd" 

^^^ 

etc. 

uiiil  hir? 

aus  die 

lolj^Bnden,  auf  deren 
snden  Reciproken  dei 

rechleil.  Seilen  nur 
Vereinigungswuilen 

je  Eine  der 

beiden 

L^unruiiir 

vorküiumt; 

n. 

1-7i'd            " 

+ 

•T„ 

=  rSr  =  ^" 

+ 

t 

"-' 

elc. 

+ 

l-a"'d"                   T 

elc.               1 

d 

Kij  l'ulg 

3n  auä  (1 

esen 

die  entgegengesetzl 

en  Relationen:, 

^ 

n 

-  ,*;.a  -"■ 

- 

l+^.d 

■ 

^ — 

- 

—    '-   —  1 

n}.d- 

13. 
Die  Absrisse  des  Punktes,  in  welchem  der  Liclitstrahl  die  er$^ 
Oberfläche  schneidet,  wurde  a,  und  dessen  Ordinate  Je  genannt;  ^^ 
die  zweite  und  folgenden  Oberflächen  seien  dieselben  a  und  t'i  " 
und  h",  u.  s.w.  Diese  Werthe  sind  von  einander  abhängig,  und  »^ 
findet  leicht,  dass  ihre  Abhängigkeil  durch  die  Gleichungen 


ausgedrückt    wird.       Aber    im    Vorhergehenden    wurde  k  als  klei"*' 
Grösse  erster  Ordnung  eingeführt,  und  aus  diesem  Grunde  siod  auc'' 
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k\  k'\  etc.  kleine  Grössen  erster  Ordnung;  es  werden  daher  die 
Unterschiede  a — q^  «— ?',  a' — q\  etc.  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung. 
Da  nun  hier  nur  die  niedrigsten  Potenzen  von  fe,  k\  k'\  etc.  be- 
rücksichtigt werden,  so  dürfen  wir  in  den  vorstehenden  Gleichungen 
q  statt  a,  q'  statt  a\  q"  statt  a\  etc.  setzen,  und  dieselben  können 
daher  zu  Functionen  der  d,  rf',  d",  etc.  gemacht  werden.  Durch 
Hülfe  der  Gleichungen  des  vor.  Art.  verwandelt  man  sie  in 

k'    =  {]—nd)k 
k"  =  (1 — n'd!)U 

r'=  [\—n"'d")r 
etc. 

oder  in 

k  =  [\+n4)}i 

U  =  (1 -|-7r„d')  Ä" 

r  =  (1  '^n,„d")r 

etc. 

Jedes  dieser  beiden  Systeme  kann  nach  Umständen  angewandt  werden. 

U. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  ein  Leichtes,  die  obigen 
l*'onneln  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Brechungen  auszudehnen. 
Setzen  wir  noch 

Ä    =  ^rz^M    '*  =  ^g'>9  etc. 

und  bezeichnen  in  Bezug  auf  die  zweite  und  folgende  Brechungen 
inii  L',  L\  etc.  den  Coefficienten ,  welcher  in  Bezug  auf  die  erste 
Brechung  L  genannt  wurde,  so  entstehen  neben  der  Gleichung  (A) 
des  Art.  8  sogleich  die  folgenden : 

vi 7t   =  {fi  —  n)  R  -+•  n;r  -+•  L  ^ 
n  n   =(w   — w)/i-|-n7r,  -i-Ly 

rn     in  /     nt  f  \  Thf    .         f'  .        F"  * 

n  n  =  (w   —  n  )/i  -f-n  TT,,-!-  L  — 
etc.  etc. 

die  man  fortsetzen  kann  soweit  als  man  will.  In  Bezug  auf  die  Aus- 
drücke für  II,  L",  etc.  will  ich  der  Deutlichkeit  wegen  noch  be- 
^<>rken,  dass  sie  aus  denen  für  L  des  Art.  8  entstehen,  wenn  nian 

• 

*^  den  letzteren 


«',    B,    fc,    n,    n 

be/Ai^Wch  in 

h".    m',    A',    TT,,   :t" 
n"\  n\  k",  n..,  n" 

U.H.W,   verwantiell,  wie  sich  von  selbst  vyrsli'lil. 


^ 


15. 

Eliniiniien  wir  hiis  tien  im  vor.  Art.  erlialtenen  Gleichungen  riie 
(»rossen  tt,,  n,.,  etc.  und  k',  k'\  etc.  durch  die  in  den  Arlt.  12  uml  13 
daftir  eiliallcneii  Gleichungen,  so  siellen  sie  sich  wie  folgt: 

ii'n'  =  Jin+n  —  n)R-t-Lj 
n'-jr"  =  nn'+  iw" — n)R' -\-n'nn.d-^  (I — 7id)''L'j 
n"'}i"'  =  n"n"-h  (»'"—  «") ß"-*- «"«' n„ rf'+  (1  —  jtV)"'  (1  —  s'i/Vr j 
«"«'"  =  n"'it"-t-  («"— h'")  H"'^n"n"'n...d" 


»•Ic. 


etc. 


welche  man  auch  so  weil  Ibrtselzen  kann,  als  man  will. 

Durch    blosse    Additionen    erhält   man    hieraus   eine    Reihe  von 
Gleichungen,  wetclie  in  ihren  Hiiuptii^lieilen)  nur  vom  eisten  «nd  IHzlfi 
n  abhüngen,  neniliih 
hV  =  nji+  H'—nU-t-LY 
hV  =  t}7T'i-(n~n)R-t-iH"—ft)li'+n'7i7T.d+\L+{^—n'di*l\-, 
n"n"  ^  B.T  +  '«' — wi  fi+  '«" — n'\  H'  +  in'" — n"!  W  +  H'jr'n-.d+n'ii  .i"" 

4    1../ 

,,".t"  =  M.T  +  'n— n)  /{ -I-  (»"—  n'^  H'  +  (n"'_«"l  n"-n„"— „  ■■  /['" 
+  ti'  ji'  71,  d+  v"7t"7r..  d'  +  n"'7t"'ii„.  d"  +  1/-+    t  —  .VJ,''-"'' 

olc-  '  etc. 

wo  wieder  das  Gesetz  des  ForlJi;anges  offenbar  ist. 

Die  zwischen  dem  ei-slen  und  dem  letzten  n  liegenden  .t',  h  . "  ■ 
etc.,  welche  hier  in  den  Nebengliedern  vorkommen,  lai^sen  sirl'  "^ 
den  Anwendimfien  leiehl  berdcksichligen.  wie  man  in  dei'  f"¥ 
sehen  wird. 
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16. 

Ein  Umstand,    welcher  in  den  Anwendungen  häufig  vorkonuiU. 
besteht  darin,    dass    die   Entfernungen,   entweder   aller   brechenden 
Oberflächen,  oder   wenigstens   einer  Anzahl  derselben,  von  einander 
weit  kleiner   sind  als   die  Halbmesser   der   letzteren,   und   daher   in 
Bezug  auf  diese   Halbmesser    als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  be- 
trachtet werden  können,    von   denen   es   ausreicht,   nur  die   ersten 
Potenzen  zu  berücksichtigen.    Die  Einführung  dieser  Bedingung  ver- 
einfacht die   im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen  und  macht  sie  der 
Anwendung   leichter  zugSinglich.     Man    kann    durch    die  Benutzung 
dieses   Umstandes  genäherte   Formeln    von    solcher   Genauigkeit    er- 
halten, dass  die  durch  dieselben  berechneten  Linsensysteme  entweder 
gar  keiner,  oder  doch  nur  sehr  geringer  Verbesserung  durch  die  An- 
wendung der  strengen,  trigonometrischen  Formehi  bedürfen,  welche 
den  Weg,  den  der  Lichtstrahl  nach  verschiedenen  Brechungen  durch- 
läuft, geben. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  alle  Entfernungen  der  brechenden 
Oberflächen  von  einander,  das  ist  alle  mit  d,  d\  rf",  etc.  bezeichneten 
(jirössen  so  klein  seien,  dass  man  mit  der  Berücksichtigung  der  ersten 
Potenzen  derselben  ausreicht,  so  bekommt  man  aus  den  Gleichungen 
des  vor.  Art.  sogleich  die  folgenden: 

fh'  z=  nn+  [n — w)  R+L-- 

n"n"  =  njT  +  {n—n)  «+  {fr—n)R'+nn'^d+\L+L—'inilU\j- 

ti'V  =  nn+  {n—n)  R  +  {n"—n)  «'+  {n'—n')R"+nn^d  +  n'n"^d' 

+  !L+L -i-L' — 2;r'rf(£+/;)-2jrVi;  I  y 

»•V  r=  w;r-l-(«'— n)  «+(«"—«')/?'+(»'"—«")  R'  +  (»"  —  »'")/?'" 

+  nn'H+u"n"'d'  +  n"'7t"'H" 
■¥-  \L-t.L+L+i:  —  i,n'd  (L'-i-  L"+  L")  —  2;r"rf'  (L"+  L")  — 2;r"'</"L"'|  !^ 
etc.  etc. 

^ie  man  ebenfalls  fortsetzen  kann,  so  weit  man  will. 

17. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  Falle,  in  welchem  nicht  alle  Ent- 
f'^rnungen  zwischen  den  brechenden  Oberflächen  so  klein  sind,  dass 
^'^    alK   kleine  Grossen   erster  Ordnung  betrachtet   werden   könnten. 


sondern  wo  aucli  solche  Entfernungen  voihanilen  sind,  die  als  enrf^ 
liclie  Grössen  behandelt  werden  uiUssen.  Die  allgenieinen  Glei- 
chungen lilr  diesen  Fall  lassen  sich  leicht  aus  den  vorhergehenden 
zusaninienstellen,  allein  es  ist  nicht  nothwendig  sie  autzuführeo, 
sondern  hinreichend ,  einen  einfachen  speciellen  Fall  auszuwählen, 
und  die  demselben  zukommenden  Gleichungen  hinzuschreiben,  »1» 
man  von  diesen  leicht  auf  die  jedem  anderen  Falle  dieser  Gatttmg 
zukommenden  übergehen  kann. 

Es  soll  daher  hier  angenommen  werden,  dass  sechs  brecheml«' 
Oberflachen  vorhanden  seien,   und  zwischen  der  dritten  und  \ierte»B 
derselben   sich    eine   so  grosse  Entfernung  belinde,  dass  sie  strengt.- 
berücksichtigt  werden  rauss,  wahrend  die  Entfernungen  zwischen  den 
übrigen  brechenden  Oberflächen  so  klein  sein  mögen,  dass  man  mil  - 
der  Berücksichtigung   der  ersten  Potenzen  derselben  ausreicht.     V|^ 
bekommen  nun  zunächst  die  beiden  nachstehenden  Gleichungen :        ^ 
»'"tt"'  =  nn  +  ln'~n)  fi -|- (»"— •  n')  ff-i-  (n"'—ti")  R" 

-h nu-^d  +  «V'd'-»-  \L+L-i- L  —  %n'd  [L'-t-L')  —  iji';rV>   -^ 
«'V  =  n"';r,„+  (w"— n'")  fl"'+  (n"—  n")  R"-i-  fn"—  n")  R* 

welche   durch  folgende  Kelationon    mit  einander    /.ii  verbinden  sir^»''- 
Aus  den)  Art.  13  erhalt  man 

weslialb  das  niil  h'  iinillipliciile  Glied  dei'  ersten  die.ser  beiden  Gl««— ^^ 
chungen  sich  auch  schreiben  lässt: 

+  \L+L-i-L-i-  inäL+in:"d-  (L-t-C)  j  '^' 

Ausserdem     entnehmen     wir    den     Artt.    12    imd    13     die    slreng^^" 
Gleichungen 

k"  ÄS  (1+n,„(/")  ft'",    Ji,„  ^  n"  +7i"'7T,„d" 

Addirt  man  nun   die  beiden    obigen  Gleichungen,  und  berücksichl^Sng 
die  vorstehenden  Itelalionen,  so  ergiebt  sich 

n"!t'-'' —  njr  ^  (n  —  n)  /(+  (»"  —  »')  R'  -4-  (n'" —  n")  ff "-+• 

+  („-_„'")  «■"+  y~„")  R"+  (n"— «'}  /r^  ' 
+  nn'^d  -I-  n"n"^d'  -f-  n" n'" n^A" -¥■  n"'7T"''^ d'"  +  «"jr'^d"' 

\\L-^-l+L■+i7I'dL-^-^Jl'■d■{L-^-t)\(^  -t-7T..,d"y  -i-I^Bl' 

'*' I        +\L"+  L"'+L-'i7T"d'"(L"+L')  —  2n'd"Ü',  |  "^ 
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welche  Gleichung  leicht  für  eine  grössere  oder  kleinere  Anzahl  von 
Brechungen,  zwischen  denen  endliche  Entfernungen  vorhanden  sind, 
eingerichtet  werden  kann. 

18. 

Es  wären  noch  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Gleichungen 
für  die  Oerter  der  Bilder  auf  eine  unbestimmte  Anzahl  von  brechen- 
den Oberflächen  auszudehnen,  allein  da  eine  solche  Ausdehnung  auf  die- 
selbe Weise  vorgenommen  werden  mUsste,  wie  die  eben  ausgeführte, 
so  meine  ich  davon  absehen  zu  können,  um  so  mehr,  da  sie  sich 
io  den  verschiedenen  speciellen  Fällen  weit  leichter  ausführen  lässt, 
als  in  dem  allgemein  aufgestellten  Falle.  Wir  werden,  ehe  wir 
diesen  Abschnitt  schliessen,  nur  noch  Etwas  über  die  Bedeutung 
einiger  der  im  Vorhergehenden  angewandten  Grössen  anfuhren. 

Die   im   Vorhergehenden   durch  — ,  — ,   — ,    etc.,    so  wie    die 

durch    — ,,   ^,,   — ^,  etc.  ausgedrückten,  auf  der  Abscissenachse  lie- 
genden  Linien   nennt  man  die  Vereinigungsweiten  der  Licht- 
strahlen, und  zwar  die  in  der  zuerst  angeführten  Gruppe  enthaltenen, 
die  Vereinigungsweiten  vor  den  Brechungen,  und  die  in  der  zweiten 
Gruppe  enthaltenen,  die  Vereinigungs weiten  nach  den   Brechungen. 
^ie  TT,  TT,,  ^//»  Gtc.  n\  n\  n'^  eic.  können  also   die  Reciproken   der 
▼  ereinigungsweiten  genannt  werden.     Alle  hier  vorkommenden  Ver- 
^itiigungsweiten,  nebst  ihren  Reciproken,  werden  vom  Durchschnitts- 
Punkt  der  betreffenden  brechenden  Oberfläche  mit  der  Abscissenachse 
^n  gezählt,  und  sind  positiv,  wenn  sie   an   derjenigen  Seite  dieser 
^^berfläche    liegen,    an   welcher  die  Abscissen    überhaupt  wachsen. 
Ich  mache  auf  diesen  Umstand  besonders  aufmerksam,  da  er  in  der 
Anwendung  von  wesentlicher  Bedeutung   ist,  und  man  sonst  in  der 
l^ioplrik  die  Vereinigungsweiten  vor  den  Brechungen  auf  der  anderen 
Seite  der  brechenden  Oberflächen  positiv  anzunehmen  pflegt. 

Die  mit  /{,  iP,  R\  etc.  bezeichneten  Grössen  können  die  Reci- 
l>roken  der  Halbmesser  der  brechenden  Oberflächen  genannt  werden, 
^nd  sind  immer  positiv,  wenn  die  betreffende  Oberfläche  ihre  con- 
vexe  Seite  dem  einfallenden  Lichtstrahle  zuwendet. 

Die    auf    der    Abscissenachse    gemessenen  |  Entfernungen    der 
brechenden  Oberflächen  von  einander,  d,  d\  d'\  etc.  sind  unter  allen 
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Umstünden   positiv,    und   ein   negatives  <l  nniss   für  eine   unnifii^lirhe 
Grösse  gehalten  werden. 


Bertchflimg  eines  LlnsfenSiysteifisvoti  drei 
Brechungen. 


t 


In  (Ion  AiiWL'mliingen  weiden  gpwfilinlich  die  Bi-eehiingon  dw' 
Lichtsirahlen  dureh  lilaslinsen  bewirkt,  deren  Üliorflöchen  man  m 
orhabenen  oder  vertieften  KngelabschnitteD  bearbeitet.  Abgesehen 
VOD  der  einfachen  IJnse,  welche  zwei  Brechungen  verursacht,  ist 
ein  Linseosystcm  von  drei  tirechungen  das  einfachste,  welches  man 
sich  denken  kann.  Man  stellt  ein  solches  durch  zwei  Linüäo  von 
verschiedenen  Glasarteu  hei-,  die  verschiedene  BrechungsverbHll- 
nisse  besitzen,  indem  man  den  inneren  Halbmessern  der  beiden  Unspn 
gleiche  Grösse  giebt,  und  sie,  ohne  eine  merkliche  Entfernung  ü« 
gestatten,  an  einander  legt.  Die  erste  Brechung  geschieht  sodann 
von  der  Luft  in  die  Glasarl  der  ersten  Linse,  die  zweite  von  ^t'f 
Glasart  der  crwlon  Lin^c  in  die  der  zweiten  Linse,  und  die  drille 
Brechung  von  dieser  letzteren  wieder  in  die  Luft. 

SO. 
Den  vorstehenden  Erklärungen  zufolge,  und  da  wir  annehmen, 
dass  die  beiden  Linsen  nicht  dicker  gemacht  werden,  als  ihre  HaH- 
barkeit  erfordert,  folglich  in  Bezug  auf  die  Halbmesser  als  kleine 
Grössen  angesehen  werden  können,  ist  es  die  folgende  GleichuDg 
fi"'n"'  ^  nn+{tt'—n)Ii+(y—n')R'+{u"~n"]R"+n'a^d  +  n"a"^J^ 
+  \L-^L'-^L'-—in'd  {L+L")  — 2jr"ifr[| 
wo  nun  d  und  d'  die  in  der  optischen  Achse  gemessenen  Dicken 
der  beiden  Linsen  bezeichnen,  welche  erfüllt  werden  nmss.  Aber 
wegen  der  mit  der  Brechung  des  Lichts  immer  verbimdeneo  Itf- 
sireuung,  oder  der  Zerlegung  der  Lichtstrahlen  in  ihi«  einzelnen  Be- 
stdndtbeile,  die  sich  durch  verschiedene  Färbung  ausdrücken,  reicht 
man    mit  dieser  Einen  Gleichung   nicht    aus,  sondern    muss  sie  auf 


"1 


DlOPTRIlHIHE    UNTERStCnCNGKN. 


715 


verscltiedene  Punkte  dcri  bei  iler  Brecliuiig  des  Sonuenlicbts  ent- 
stehenden Speclrunis  anwenden.  Es  genttgl,  sie  auf  z\Yei  Punkte  dcR 
Sonnenspeelrums  anzuwenden,  von  welchen  der  eine  etwa  einer  be- 
stimmten iu)  rothcn  'fheile,  und  der  andere  einer  solchen  im  vio- 
letten Theile  des  Sonnenspeclrums  liegenden  Fraunhoferschen  Linie 
entspricht.  Uenn  da  die  Zerstreuungen  der  verschiedenen  Bestand- 
tbeile  des  Sonnenliclitä  in  den  verscliiedenen  Glasarten  einander  nahe 
proportional  sind,  so  werden  zugleich  mit  der  zu  bewirkenden  Ver- 
eioit^ng  der  beiden  eben  angedeuteten  Linien  des  Sonneospectrunis 
auch  alle  Übrigen  Linien  desselben  nahe  mit  einander  vereinigt  sein. 
Der  tibrig  bleibende  Mangel  an  Vereinigung  verursacht  wie  bekannt 
du  sogenannte  secundüre  Spectrnm,  und  denkende  praküscbe 
Optiker  wUhlen  ftlr  ihre  zusammengesetzten  Linsen  immer  solche  zwei 
Glasarten  aus,  in  Bezug  auf  welche  das  secundäre  Spectrum  mög- 
lichst klein  ist. 

Da  in  unserem  Liosensyslem  die  Brechungen  von  Luft  aus- 
g^fln,  und  in  Luft  sich  endigen,  so  wird  n'''^:  n,  und  wir  könneD 
Ihr  diese  Grössen  die  Eins  annehmen.  Substituirea  wir  ausserdem 
n  die  obige  Gleichung  die  Brechungsvertiallnisse  fUr  die  rothen 
Uchtetrahlen ,  bezeichnen  den  von  k  unabhängigen  Theil  der  Glei- 
chnng  mit  P  und  den  CoefficieoteD  von  k^  mit  Q,  so  ist  die  eine  zu 
trfUllende  Gleichung 

rt'— Jirs  i»+OJfc' 

bstituiren  wir  auch  die  Urecliungsverhalliiisse  der  violetten  Lich!- 
iahlen  iti  dieselbe  üleirhiing,  liezeifhnon  hierauf  ilen  von  k  unab- 

igigen  Theil  derselben  mit  F,  und  den  Coefticienten  von  k^  mit  (/, 
tist  auch  die  Gleichung 

ji'"— n  =  F+Qk' 

en.     Durch  die  Erfilllung  dieser  beiden  Gleichimgen  würden 

rulhe   und  der  violette  Liclilstrahl,  welche  beide  unter  der 

lalu  k  die  erste  bwrheudc  Olit-rllHche    .Mrinu'iduii,    mit  einander 

gt  werden,  wHhrcnd  es  erforderlich  ist,  dfu«  die  VereioigiWf; 

aU  möglich   über  die  ganze  tlberflUlic  der  Linsen  bewirkt 

Wir  gelangen  dahin,  indem  wir  die  VttretnigiiQg  der  Ccolral- 

!r  RandstrahUsQ ,  Jede  für  sich,  bewirbsD,   odsn'   oiii  Bodoren 

indem  wir  die  beiden  obtgca  tilO(chiiO|IlQa  UMbtiÜngig  vou 
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k  eilulten.    woiliirch    jede    derselben    in    zwei    Gleicliungen  zerfällt. 

also  im  (ian/cn  die  foli|;ei)den  vier  ■ 

n" — -T  ^  P,    Tt'" — n  ^  P'  ■! 

0  =  0,  0  =  0'  "^ 

zu  erfüllen  siad.  Es  wird  hiedurch  bewij-kt,  dass  die  Gleichung  für 
den  Unterschied  der  Reciproken  der  ersten  und  der  lelzteo  Ver— 
einigungsweile  überhaupt  die  Form 

ii'" — 71  ==  P+Rk'+  Sk^-t-  etc. 
annimmt,  und  da  man  die  Oeühunf^  des  Linsensystems  immer  so 
wählen  kann,  dass  die  mit  k*,  etc.  niultiplicirten  Glieder  unmerUich 
werden,  so  kann  man  die  Vereiniguufj  der  rothen  und  der  violellen 
Lichtstrahlen  mit  einander  als  sich  Über  die  &;anze  Überlläche  des 
Linsonsystems  erstreckend  betrachleu. 

Der  Erfüllung  alier  vier  obigen  Gleichungen  tritt  jedoch  in 
Bezug  auf  das  hier  in  Beli'achtung  stehende  Linsensystem  ein  un- 
flbersteigbares  Hindemiss  entgegen,  sofern  wir  nur  drei  unbcstiminte 
Grössen,  nenilich  fi,  R',  R"  zu  unsei-er  Vertilgung  haben.  Es  können 
demzufolge  nur  drei  Gleichungen  erfüllt  werden,  und  da  jedenfalls 
die  Gleichungen 

n"~n  =  />,     n'"— ?r  =  P' 
erfüllt  werden  müssen,  so  künnen  wir  statt  der  Gleichungen  Q  s     ^ 
und  (7^0  nur  eine  Combination  derselben  erftlllen,  wozu  sich  »*" 
besten  die  Summe  derselben 

0  +  0'=o 

eignet.     Es  kommt  diess  sehr  nahe  darauf  hinaus,  dass  wir 

0  =  0 

mit  Zugrundelegung  der  mittleren  Brechungsverhaltnisse  der  beids^" 
Glasarteo  erfüllen,  und  es  ist  damit  zugleich  unter  derselben  Ai»' 
nähme  auch 

0=0 

erfüllt,  da  Q  und  Q  unter  Zugrundelegung  der  nemlichen  BrechuPg^ 
Verhaltnisse  mit  einander  identisch  werden.  Auch  hat  die  ErfiJi' 
rung  gelehrt,  dass  man  unter  Zugrundelegung  dieser  Bestimmans 
sehr  gut  wirkende  Linsensysleme  zu  Wege  bringen  kann;  sie  äoH 
daher  hier  angewandt  werden. 
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21. 

Wir  wollen  ^  nun  annehmen ,  dass  für  die  erste  Linse,  und  für 
eine  bestimmte  Linie  im  rothen  Theil  des  Sonnenspectrums,  das 
firechungsverhältniss  von  Luft  in  Glas  wie  iV ;  1 ,  und  für  die  zweite 
Linse  und  dieselbe  Linie  des  Sonnenspectrums  dasselbe  wie  iV' :  1 
sei;  für  eine  bestimmte  Linie  im  violetten  Theil  des  Sonnenspectrums 
soll  das  Brechungsverhaltniss  in  der  ersten  Linse  durch  M :  1 ,  und 
in  der  zweiten  Linse  durch  M' :  1  ausgedrückt  werden.  Demzufolge 
werden  in  die  Gleichungen  zu  setzen  sein 

n    =  i 

n   =  iV,    oder  =  Jtf ,   oder  =  m 
n    =i  N\  oder  =  M\  oder  =  m 

irr  j 

n    =  1 
wo  f»  und  m  die    mittleren    BrechungsverhäUnisse   bedeuten,   oder 

m  =  y  (iV+itf) 

m'=l(iV'+3i') 

sind.    Die  beiden  zuerst  zu  erfüllenden  Gleichungen  werden  nun 

n"''-n  =  [N—\)R-^{N'—N)R'—{N'—\)R"-¥-A 
ji'"— ji  =  {M—\)l{-i-{M'—hi)R'-'[M'—\)R'+B 

die  wir  zunächst  auf  die  folgende  Form  bringen: 

ff'"— 7i  =  2(^_1)v/  +  2(iV'-1)..'y'+A       I 

n"'—n=.^{M—\)J+<i.{M'—\)J'+B      j ^*) 

indem  wir 


A  =  NnH  +  N 


W^d' 


B  =  MTi'^d  +  MVd:  r  •.  •      •  •  (a"^) 

^tzen,  und  im  Laufe  der  Entwickelungen  n  und  tt"  in  A  durch  die 
Brechungszahlen  N  und  N\  in  B  hingegen  durch  M  und  Jtf'  aus- 
drücken werden. 

Aus   der   Summe   und  dem   Unterschiede    der  Gleichungen   (a) 
bekommen  wir,  nachdem 

%   =    7  ,  Z     =    -»-7 — -r 


gesetzt  wordtsn  hitid: 

(m— 1)^+(m'-1).^'  =  |(n"— jt)  —  - 

z{m—\)J+z{m-—\]J'>=  —  K 

und   löst    man    diese    in    der  VorausselzuDi;  auf.    dasf^  i 
kaoQt  sind,  so  ergiebt  sich 


1 


■^'  =  -  ¥  (^'"-  '»j  (^'-=,W-i)  +  T"  (>'-,,V-i)  -  l.'-.)(«'-'l 
In  der  erslen  Annäherung  muss  man  x  und  «'  gleich  Null  seUen,  un 
in  der  zweiten  und  den  etwa  nöthigcn  folgenden  Annäherungen 
und  x  durch  die  Werlhe  von  H,  li\  R"  beieclinen,  welche  die  ta- 
nächst  vorhergehende  Annäherung  gegeben  hat. 


22. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Entwickelung  der  Gleichung  0+  (/=*'■ 
oder  vielmehr  der  identisch  werdenden  Gleichungen  (>  =  U.  0=0, 
nachdem  darin  die  mittleren  Brechungs^eihällnisse  subslituirl  wordpn 
sind.  Die  einzige  Gleichung,  welche  wir  mit  zu  Grundeleguag  dieser 
BediDgung  im  gegenwärtigen  Falle  noch  zu  erftlllen  haben,  ist 

0  a=  L  +  L'+L"—^n'd{L+L")—'in"d'L" 
Da  aber,  wenn  d  und  d  gleich  Null  gesetzt  werden,  diese  Gleicbuog 
sich  in  0  ^  L  +  L'+L"  zusammenzieht,  so   kann  man    sie  in  die 
folgende  einfachere  umwandeln: 
(b)  ......  .0  =  L-»-L'+t"+2nLrf— 2ji"L"d' 

Zur  weiteren  Entwickelung  wollen  wir  für  L  den  Ausdruck  (5),  für 
L'  den  Ausdruck  (1),  und  für  L"  den  Aufdruck  (6)  des  Art.  8  an- 
wenden, und  erhallen  somit  im  gegenwärtigen  Falle  die  Werthe 

L  =  mV{«'—n")'— »»,(«■— »,)' 
denen    wir    die    durch    die    mittleren    Brechungsverhältnisse    ausge- 


i 
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drückten    Relationen    zwischen    den   Vereinigungsweiten    hinzufügen 
wollen.     Diese  sind 


Tfin    =  m7r,+ (m' — w^K 
n"  =:  mn,f —  [m  —  1  )R' 

wozu  noch  die  Gleichungen 

TT,  =  TT  +7r  a 


TT«   sss  TT 


/^ 


'// 


"2  J' 


kommen. 


1 


(e) 


23. 

Führen  wir  die  Hülfsgrösse  ti^  durch  die  Gleichung 

n^  =  mn,  —  (m — i)IV 
ein,  datin  ist  auch,  zufolge  der  Relationen  (c)  des  vor.  Art. 

7r«  =  wV— (m  — 1)/}' 
Aus  diesen  Gleichungeu  bekommt  man  ohne  Mühe: 

m-4 


TT,     =    71 


"  0 

;r    =  TT  • 


m 


(fi'-^") 


und 


TT,     =   71 


0 


^  (i?'-7r") 


(»»-1)(Ä'-Jr,) 


folglich 


Hieinit  verwandelt  man  den  im  vor.  Art.  aufgestellten  Ausdruck  für 
^'   leicht  in 


L  = 


m'2 


{(/{'_;r")»— n*V(ß'— TrVj 


-     .2      |(/?-;ry-m;r«(/r-;r«)^j 

^nd  es  hat  also  durch  diese  Substitutionen  L'  dieselbe  Form  bekom- 
"^en,  welche  den  L  und  L"  ursprünglich  gegeben  worden  ist;  nur 
t^steht  L  aus  zwei  solchen  Functionen,  die  in  L  und  L"  blos  Ein 
Mal  vorkommen. 

Die  Summe  aller  L  wiiti  jetzt 


n» 


L  +  L+  b"  = 
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-7l)*^mJF  (ß — w)' 

-(«■— »")"+i>i)i"(B'— »^'j 

(«■— »")'— i»V(fl'— ji")' 

-{/("— Ji"')"+mV"{/("—i>"')' 

und  besteht  also  au»  xwci  einaDdcr  ähnliclißn  Thcilea. 

2(. 

Erinnern  wir  uns  der  oben  eingeführten  Gleichungen 
«—«■=2^,     «  — «■■=2J' 
und  setzen  ausserdem: 

D  =  J  +  ^„''d 

dann  bekomraen  wir  durch  die  Verbindung  der  tiieichuDgen  (c)  d  ^^He 

vorvor.  Art.  mit  denen  ftir  71"  des  vor.  Art.  sehr  leicht  i 

ji"^7i  +  2(f«  —  \)D  +  7i'''d  ^H 

»•  =  ;i"'—S(ra'—1)l)'— )!"'((■  I 

I      fl  — n   =  j  +  imD  ^1 

('*' I      /("—»"■=  .j  —  imlr 

Durch  Anwendung  dieser  Werlbe  folgt 

,        ,,      ,„_™-,  J(9+2»ifl)'-f»^(5+2»,B)=-9'       1 

-(j— 2»iß')'+m«"(9— äni'Cj'+j»' 
~m'jr"y  +  2m'  (m' —  1 )  ß'j*+  m<^Tt"^d  ""* 
oder,  nach  der  Enlwickelung: 

„_i  J(m+ä)fl(,'  +  2m(3ß— ;r)flj 
"Sr  |+2,„'  (2  fl_„)ß!  +  1  j','!  J 

™'-,  |('»'+ä)fl'9'  —  2»i'(3fl'+ii'")fl'j 

in   welchem  Ausdruck,   abgesehen   von  den  Factoren  n   und  ji" 
den  mit  (2  und  d'  multiplicirten  Gliedern,  ij  die  einzige  Unbekannte   i 

28. 
Substituirt  man  nun  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  in  die  Gl 
chung  (b)  des  Art.  22,  und  setzt  zur  Abkürzung: 


L+L-t-L"=  ! 


-n 
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C  =s  n'Ld  —  n"L"d' 

fl  = JA ^+  5? +  ^ 

(  IS  (w— 1)(3fl--;;i)fl— (m'— 1)(3Z)'+;r"')fl' 

c  =  2m(m— 1)(2/)-.7r)fl2+2m{m  — 1)(2ß'+7r'")fl'2+C' 

so   wird  die  EndgleichuDg 

0  =  ag^+2b(j  +  c 
aus    weicher   die   Unbekannte  g  zu   bereclinen  ist.     Hat  man  g  ge- 
funden, so  werden,  zufolge  der  Gleichungen  (d)  des  vor.  Art. 

R  SS  g  +  2mfl  +  TT 
R'=  g  —  2m  D'  +  n" 
worauf  sich 

R'  =:z  R  —  2J  =  R'+2J' 

ergiebt,  welche  zwei  Werthe  mit  einander  Ubereinstinunen  müssen. 
In  der  ersten  Annäherung  setzt  man  nicht  nur,  wie  schon  im 
Art.  21  in  Bezug  auf  die  Berechnung  von  ^  und  ^'  gesagt  wurde, 
A  =  0,  Ä  ==  0,  sondern  auch  C  =  0,  C  =  0  und  D  =  J,  D'  =  J\ 
vorauf  g  die  einzige  Unbekannte  ist,  welche  die  obige  quadratische 
('leichung  enthält.  In  der  zweiten,  und  wenn  nöthig  werden  sollte, 
den  folgenden  Annäherungen  berechnet  man  A,  JB,  C,  (7,  /)j  D'  mit 
den  Werlhen  der  Reciproken  der  Halbmesser  JR,  JR',  JR",  die  die 
Zunächst  vorhergehende  Annäherung  gegeben  hat.  Meistens  wird 
ttan  nach  der  Ausführung  der  zweiten  Annäherung  schon  ein  aus- 
reichend genaues  Resultat  erhalten  haben. 

Da  die  Gleichung,   aus  welcher  der  Werth  von  g  zu  ermitteln 
rst,  eine  quadratische  ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Auflösung  der 
-Aufgabe,    mit  den   derselben   zu  Grunde  gelegten  Daten,  entweder 
^Umöglich  ist,   oder  dass  zwei  von  einander  verschiedene   Linsen- 
Systeme  sie  lösen.   Bei  den  Brechungs-  und  Zerstreuungsverhältnissen, 
^^ eiche  die  Qlasarten   besitzen,   die  gewöhnlich   in   der   praktischen 
^ioptrik  angewandt  zu  werden  pflegen,  ist  die  Aufgabe  lösbar,  und 
'^rt  somit  auf  zwei   verschiedene  Linsensysteme ,   unter  denen  es 
^iKi   zweckmässigsten  ist,  dasjenige  auszuwählen,  dessen  Oberflächen 
^e-  geringsten  Krümmungen  darbieten. 


IM 


n 


—  -  26.  ■ 

Die  Ausdrücke  von  n   und  tt",  welche  ztu'  Berechnung  der  vcr^ 

A  und  d'  abhHngigen   Glieder   gebraucht   werden,    ergeben  sich    »■ 

dem  Vorhergehenden  auf  einfache  Weise.     Reciinet  man 
u  =  a  +  (A'— l)B,     u'  =  ?."+ (IV— I)«" 
n.  =  n  +  (!!/—()«,    iii'  =  %"  +  {M'—\)lf 
so  findet  man  ohne  Muhe,  dass  A,  B,  V,  C\  D,  If  die  folgenden  Ai^^ 
drucke  annehmen : 

'*  =  S  i*  -*■  ^'  ''■  - 

«  =  ?''  +  •£''• 

€'  =  |(K-»)  -  ,,»1  {;)-;,)>  •^^  («+,r)J 

«■  =  ./.  +  i!:±^'rf. 

womit  alle   HQlfsgrössen    pntwickell.    und    die   erslen    Potenzen  ci* 
LiDsendlcken  vollätandig  bertlcksichligl  sind. 


II- 


27. 
Es   soll  jetzt,   um   die   Genauigkeit  des   im  Vorstehenden  » 
wickelten  Verfahrens .  zu    zeigen ,   ein    Objectiv    nach   demselben  I 
rochnet  werden,  wobei  wir  die  Brechungs-  und  ZerstreuungsverhE 
nisse  von  zwei  Fraunhoferschen  Glasarien  zu  Gnmde  l^;en  werd^^^" 
Die  gegebenen  Stücke  seien  die  folgenden: 

N  =   ^. 51 870 

M  =   1.53956 

iV'=  1.61800 

Jll'  =  1.66024;ü 

jt  =  0 

Jl'"  :s  i 

Die  Bedingung  n-  =:  0  ist  die  des  Objeclivs,  oder  der  Ausdruck  datf*-*^' 
dass  die  einfallenden  Lichtstrahlen  von  ein^i  unendlich  weit  eotfen»^^"' 
Gegenstande  kommen,  während  die  Bedingung  n"  =  i  Nichts  wei*-^'^ 
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die  gewählte  Measseinheit  ausdrückt,  die  nach  ausgeführter  Rech- 
nang  in  jede  andere,  beliebige  Maasseinheit  verwandelt  werden  kann.. 
A.US  den  vorstehenden  Daten  bekommt  man  zunächst 

M—N  =  0.020860 
jtf'_iV'=  0.042242 
m  =  1.52913 
w'=  1.63912 
z  =  0.0394232 
z'  =:  0.0660939 
z'—z=z  0.0266707 
Die  erste  Annäherung  giebl  nun,  nachdem  A  as  fi  ss  0  geseUl 
worden,  die  genäherten  Werthe 

z/=  +  2.34172 
J'  =z  —  1.15639 
und  allgemein 

a  =«  (0.086786)1)  +  (0.151969)1)' 
b  =  (0.200684)0^  —  (9.805583)  (3D'+1)D' 
c  =  (0.510066)1)»  +  (0.321223)  (2D'+1)D'^  +  C 
^^o  die  in  Klammem  eingeschlossenen  Zahlen  die  Logarithmen   der 
^oefficienten  sind.     Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken  jetzt  C«ps  0, 
^o    wie  D  SS  J  und  D  s=  J'y  so  ergiebt  sich  die  Bndgleichung 

0  »  ^  +  2(0.751630)9  +  (1.492480) 
*ieren  Wurzeln 

<7  =  —  6.52838,   und  9  at  *~  4.76074 
^ind.     Da  oun  ausserdem  hier 

tmJ  =  +  7.16158,   'inij'  at  -^  8.79093 
ist,  so  bekommen  wir  fUr  die  beiden  Objective,  die  aus  diesem  Ver- 
«Jahren  hervorgehen,  die  genäherten  Werthe 

1»*"  Objectiv.  «*"  Olqecthr. 

R  =  +  0.63323,         H   s  H-  2.40085 
li'  ==  —  4.05021,         Ä'  =r  —  2.28259 
«"=  —  1.73743,         Ä"=  +  0.03019 
>^0]nit  die  erste  Annäherung  ausgeführt  ist. 

28. 

Um  zur  zweiten  Annäherung  überzugehen  müssen  zuerst  die  Dicken 
^^r  Linsen  festgesetzt  werden,  die  wir  wie  folgt  annehmen  wollen : 


ni  F.  A.  HissEi).  I 

log  d  =  7,7S596,         los;  <C  =  7.64987 

und  es  iDues  jedes  der  beiden  ebeo  erbalteoeD  Objecttve  für  eich  Jl 

handelt   werden.     Nehmen    wir   zuerst   das  erste   Objectiv   vor,  i 

erhaUen  wir 

.1  =  +  0.3284,  u'  =  —  0.0738 

III  =  +  0.3417,  w  =  —  0.1471 

-!(»  +  »)  =  + 0.3351,        y(»'+»)  =  —  0.HO6 

und  hieraus  zunächst 

/l  =  0.0003897,  x  =  0.0004197 

/(  =  0.0004497,  «'  =  0.0000300 

Es  wurden  hierauf  die  Verbesserungen 

(  —  0.000981  I 

™"  •^=1  +  0.00813}=  +  «'"'"« 

(+0.00048) 
und  v„„./={_^^^,,gj  =  -0.00128 

^efundun,  uoiiiit  sich  die  genaueren  Werlhe 

.-/=  +  2.;H287,       J-  =  ~  1.15767 

ergaben.      Weiler  berechnet  uaaii  ^^^h 

/)  «  ^-H  0.00016,    D'  =  J'  +  Ü.OOOOV^Bi 

mithin 

D  =  +  2.34303,        D'  =  —  1.15766 

Es  werden    ferner,   wenn    wir  wieder    die   Werthe    der    einzeln- 

Glieder  ansetzen: 

(+0.000061 

<-  =  {    o.oooooj  =  +  »■'""'•"' 

j +0.000071 

und  die  Endgleichung 

0  =  g'  +  ä  (0.751 99«)  j  +  (1.493179) 
deren  einzig  hier  anzuwendende  Wurzel 

j  =  —  6.63479 
ist.     Da  ferner  hier 

2mi)  =+ 7.16858,        äin'fl' =  —  3.7fl508 
sind,  so  erhalten  wir  schliesslich 

fl  =  +  0.63079 
ü'  =  —  4.05500 
fl"=  — 1.73971 
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die  von  den  Werthen  der  ersten  Annäherung  wesentlich  verschie- 
den sind. 

29. 
Unter  Anwendung  derselben  Linsendicken  wie  vorher,  ergeben 
sich  in  Bezug  auf  das  zweite  Objectiv  in  der  zweiten  Annäherung 
weit  grössere  Abweichungen  der  Werthe  der  R,  R',  R"  von  denen 
der  ersten  Annäherung,  wie  die  folgenden  Rechnungen  zu  erkennen 
geben.     Es  wurden  erhalten 

«=  +  1.2453,  t/=  + 1.0187 

w  =  +  1.2954,  «)'«:  +  1.0199 

-i- («+»)  =  +  1.2704,     ~{u  +  v)  =  +  1.0193 

A  Ä  0.0077080,  «  =  0.0078647 

B  SS  0.0080214,  K  =  0.0001567 

r— 0.01842) 
die  Verb,  von  ^  =  j      ^  ^^  ^  ^  ^  |  sss  —  0.00731 

r -1-0.009091 
die  Verb,  von  ^'  =  j  _q  o0919  I  ~  ""  ^-^^^^^ 

Man  sieht,  dass  schon  diese  Verbesserungen  wesentlich  grösser  aus- 
gefallen sind,  als  die  des  ersten  Objectivs,  und  Ähnliches  wird  man 
in    den  folgenden  Zahlenwerthen  finden.     Es  ei^eben  sich  ferner 

^  =  -I-  ^.33441,     .       J'  -=  —  1.15649 
D  SS  ^  +  0.00184,        /)'  SS  J'  +  0.00069 
D  =  +  2.33625,  D'  =  —  1.15580 

r +0.00064) 
^  =  {+0.000271  =  +  <^<^«ÖÖV 

f +0.01 387) 
^'  =  {-^0.001291  =  +  ««^«08 

0  =s  j»  +  2(0.750954)^  +  (1.491114) 
p  =.  —  4.75278 
2mD  Ä  +  7.1 4487,  %iiiD'  =  —  3.78898 

i{  =s  +  2.39209 
Ä'  =  —  2.27675 
i{"as  +  0.03620 
''iQiQit  können  die  Berechnungen  im  Grunde    als   geschlossen  be- 
trachtet werden. 
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Fuhrt  man  die  im  Vorher;j;eheiulen  eihaltenen  Werlhe  der  HaU»^ 
niesser  der  beiden  Objective  auf  die  Brennweile  des  von  mir  in  il«?r 
Abhandlung:  »Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  u.  s.  w.i«"") 
uniersuchten  Objeclivs  des  Königsberger  Heliometers  hin,  so  wia-d 
man  fmden,  dass  das  erste  Objectiv  nahe  mit  diesem  Übereinkommet, 
wahrend  das  zweite  davon  wesenlhch  unterschieden  ist.  Aus  dieseMn 
Grunde ,  und  da  das  «weile  hier  berechnete  Objectiv  dem  ersten 
vorzuziehen  ist,  weil  es  kleinere  Krümmungen  der  Linsenoberflach  ^n 
darbietet,  will  ich  jenes  hier  nicht  weiter  beriicksichligeu,  aber  r^lr 
dieses  eine  dritte  Annäherung  durchführen,  um  zu  zeigen,  üass  die 
Resultate  der  letzteren  von  denen  der  zwoileo  AnnBhoruag  nur  selir 
geringe  Verschiedenheilen  darbiete». 

31. 
In  der  dritten  Annäherung    iu  Bezug  auf  das  ubig«  zweite  II>! 
jectiv  ergal>en  sich  die  rolgeuüeu  Zulilcnwerthe : 

<      M  =  +  l.äißK,  u  =  +  1.0225 

w=  +  1.2907,  «-'  =  +  1.02*0 

-ifu+M)  =  +  l,2l>:i«,       Yi(/  +  w'')  =  +  1.US33 

A  =  0.0076863,         x  =  0.0078421 

B=  0.0079978,         %  =  0.0001558 

(_0.01836i 

die    Verbesserung  von    J  =  {j.oonoil'™  ~  0.00732 

(-*-0.00907| 
die    Verbesserung  von  J'  =  l  _„  qqq,  i  f  =*  —  0.00007 

D  =  J  +  0.00182,  ly  =  z/'  -I-  0.00069 

z/  =  -*-  2.334i0,  .J'  =  —  1.15646 

D  =  +  2.33622,  D'  ^  —  1.15577 

(+0.000631 
C=  {+0.00027}  =  +  ''■»'"'9° 

1+0.0(3661 
«■  =  {-0.00127l^  +  »'"*39 
0  =  j'  +  8(0.750970)  j  +  (l.i9H2t) 
j  =  —  4.75207 
SmD  =  +  7.U477,         Sm'i)' =  — 3.78889 

*)    Abt;e(lruckt  S.   65 — SOI  dieses  fierules. 


i 
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fi  =  +  2.39270 
fi'  =x  —  2.27640 
fi"=  +  0.03682 

;  Yergleichung  dieser  Resultate  mit  denen  der  zweiten  Annäherung 
gt  nur  geringe  Unterschiede. 


32. 

Es  soll  nun,  uro  die  Abweichungen  von  der  strengen  Ver- 
igung  der  von  einem  Punkt  ausgehenden  Lichtstrahlen,  die  das 
eite  Objectiv  darbietet,  kennen  zu  lernen,  der  Gang  vei-schiedener 
;htstrahlen  durch  dasselbe  vennittelst  strenger  Formeln  berechnet, 
d  dazu  die  Yerfahrungsarten,  die  ich  in  der  Abhandlung:  »Unter- 
±ung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  u.  s.  w.«  entwickelt  habe,  an- 
Arandt  werden.  Da  man  im  gegenwärtigen  Falle  von  der  Berech- 
ng  der  Hauptpunkte  absehen  kann,  so  werde  ich  mich  in  Bezug 
{  die  Centralstrahlen  des  Gaussischen  Verfahrens  in  der  Gestalt 
jienen,  welche  ich  demselben  in  den  Artt.  37  u.  f.  der  ange- 
$enen  Abhandlung  gegeben  habe. 

In  Bezug  auf  die  Lichtstrahlen,  die  in  solcher  Entfernung  von 
r  optischen  Achse  des  Linsensystems  einfallen,  dass  man  nicht 
t  Sinus  ihren  Bögen  gleich  setzen  darf,  und  die  ich  überhaupt 
ndstrahlen  nennen  werde,  habe  ich  in  der  angezogenen  Abhand- 
ig zwei  allgemeine  Yerfahrungsarten  vollständig  entwickelt,  die  für 
le  beliebige  Lage  des  einfallenden  Lichtstrahls  gelten,  und  nicht 
raussetzen,  dass  dieser  letztere  mit  der  optischen  Achse  in  einer 
d  derselben  Ebene  liege. 

Die  Grundidee  der  ersten  dieser  beiden  Yerfahrungsarten  gehört 
uss,  welcher  sie  in  seinen  »Dioptrischen  Untersuchungen«  nieder^ 
legt  hat.  Das  zweite  a.  a.  0.  gegebene  Yerfahren  ist  mir  dage- 
n  völlig  eigen thümlich,  und  so  viel  mir  bekannt,  ist  kein,  Yorbild 
^on  vorhanden.  Dieses  zweite  Yerfahren  ist  auch  in  der  Anwen- 
^ng  dem  ersten  wesentlich  vorzuziehen,  und  ich  habe  mich  des- 
Iben  immer  ausschliesslich  bedient.  Aus  jeder  dieser  beiden  all- 
meinen  Yerfahrungsarten  folgt  das  sehr  einfache  specielle  Ver- 
3ren,  welches  sich  auf  die  Fälle  erstreckt,  in  denen  der  einfallende 
^htstrahl  mit  der  optischen  Achse  des  Linsensystems  in  Einer  Ebene 


liegt.  Letzteres  Verfahren  ist  sehr  bequem,  und  ich  muss  es  au-^c:^li 
filr  neu  halten,  da  ich  es  vorher  bei  keinem  Schriftsteller  g^^^- 
funden  habe. 

33. 

Ehe  ich  zur  Anwendung  meines  strengen  Verfahrens  auf  d  .sis 
oben  berechnete  zweite  Objectiv  übergehe,  muss  ich  einen  Uins1av=mc3 
erörtern,  der  dabei  eintreten  kann.  Wenn  der  Halbmesser  der  letzt^^n 
brechenden  OberfiJlche  des  Liosensyslems ,  auf  welches  man  dicÄ-^^s 
Verfahren  anwenden  will,  sehr  gross  ist,  so  wird  der  Bogen  oA  ^r 
Winkel  fl*""'  sehr  klein,  und  die  Gleichung 

k""*  =  {j,"'~*—q'"~*}  sin  ö"*'' 
fArlt.  24  u.  31  der  früheren  Ahh.)  giebt  ftlr  A*""'  keinen  hinreiche  -Wfcd 
genauen  Werlh,  weil  sin  fl*""'  für  diese  Bestimmung  nicht  hinr^^i- 
chend  genau  erhallen  werden  kann,  wenngleich  der  dafür  .«ich  ^^r^w- 
gebende  Werth  für  andere  Ucstimmungen  ausreichend  genau  ist,  u  ^tbiI 
namentlich  a"*"'  mit  weit  mehr  als  hinreichender  Genauigkeit  clM^ 
durch  erhalten  ^vird. 

Man  muss  in  diesem  Falle  zur  Beslimmung  von  A™"'  von  lÄ^'' 
vorletzten  Brechung  ausgehen ,  durch  welche  man ,  vermittelst  (M  ^^^ 
Gleichungen,  die  überhaupt  die  IdentilHt  zwischen  irgend  einem  aC^^ 
brochenen  Lichtstrahl  und  dem  zunächst  einfallenden  bedingen,  sz9  *^ 
Bestimmung  von  fe"*"'  auch  leicht  ableiten  kann.  Diese  Gleichung*;^*'' 
sind  im  Art.  21  der  früheren  Abb.  unter  verschiedenen  Forn*^^^" 
aufgestellt  worden;  wählen  wir  die  erste  Form  und  wenden  diesel  K:^==>^ 
auf  den  vorletzten   gebrochenen  Lichtstrahl  an,  so .  werden  sie : 

GäÄ^'^cosv™"'— A"~*cosv"' ""'+(«'""*— o'"~')tg  «"'"'' cos /J* 

0  ss=  fc"~'  sin  V*""'  —  Ä*"~*sin^"'~'  +  (o*""'  — o™"')  tga*"~'  sin  ^  ' 

woraus  man  leicht 

(lt"'-'sin(v*"-*— ^"•-')  =  fc'"-'sin(i;j'"-»— ^"'-') 
fe'"-'cos{v'"~'— (5"*-')  =  Ä'"-'cos(v'"-'— ,?"-•) 

erhält.  Hiemit  sind  fc*""'  und  tp"*"*  gegeben,  nachdem  fc*~'  uc::*'' 
i^"~"'  ermittelt  worden  sind.  Aus  der  oft  angez.  Abb.  findet  id^^" 
aber  leicht,  dass  wenn  man 
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m— J m— 1 


tg0  =  tg/tT    '  COS (0 

sin  (p=z  smfi        sin  Cd 


(6) 


nan 

sin  Ö'"-*  sin  (v;»"-*  —  /?"•-')  =  sin  9  I 

sind'-'cosfv^'"'*  — /9™-')  =  cos </> sin  («"»"*  — </>)  [  "      "    '^ 

Hat  man   hieraus  tg(i/;'"~* — /?*""')   und  sin  Ö*""*  berechnet, 
eben  sich 

.m— 8  ,'„m— 4       _m— 8\    •_  /.m— 2 


m— 2  „m— 8  j^o  /'-»"•—*       ^»»-4^  .;^2  '  /."•—*        '^ W 


fe"*-'  =  (p"-»— 9'"-»)sinö 

a*»-*  =  g™-*  +2  (p"-»  -  g'"-')  sin*  ^ö 

terechnuug  von  o'""'  aus  der  der  vorstehenden  ahnlichen 
mg 

«♦»-'  =  0*»-'  +  2  (»"-^-o'"-')  sin=»lr~^ (e) 

die  im  gegenwärtigen  Falle  meiir  als  hinreichend  genliherte 
ung 

ö*^-'  =  //  —  A*"-'    if) 

f  die  Gleichungen  (o)  fc*"""^  und  i/;*^""^  mit  Genauigkeit  geben, 
er  Anwendung   dieses  Verfahrens   werden  die  Gleichungen  für 

nr-^sin{i/;'^-^— Z?*^-^)  und  sin  Ö^^*  cos  (v^^-^— /S^"^) 

!4  der  früheren  Abh.),  die    im  gegenwärtigen  Falle  keine   aus- 

id  genauen  Werthe  für  6^"^  und  t//*'*"*  geben  können,  gänz- 
berflüssig,  und  brauchen  nicht  berechnet  zu  werden.  Es  sind 
n  gegenwärtigen  Falle    von  den  Gleichungen   der  Schlussrech- 

aur  die   vier   zu  berechnen,  welche  die  Werthe  von  H^tj^ß*^ 

n«*"  geben. 

1    den    Fällen,   in    denen   die   Lichtstrahlen   mit   der   optischen 
in  Einer  Ebene  liegen,  kürzen  sich  die  vorstehenden  Formeln 

tlich  ab.  Da  jetzt  die  Winkel  ö"*""*  und  ö*""^  ohnehin,  und 
mit  einer  für  ihre  übrigen  Verwendungen  hinreichenden  Ge- 
eit,  erhalten    werden,   so  fallen  die  vorstehenden  Gleichungen 

)   und  (/*)   weg,    und  man  kann  ohne  Weiteres  fc*^~*,   a*"""*und 

aus  den  Gleichungen  (d)  und  (e)  berechnen.  Die  Gll.  (a)  ziehen 
n  gegenwärtigen  Falle  in  die  einzige 

r-^  =  r-'-hl«"*"'-«*^"')  tg«*"-* [g) 
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zusaniiiien,  in  \vnlcher  alle  Grössen  rechter  Hand  bekannt  sind, 
welche  /("""'  mit  aller  erforderlichen  Genauigkeit  giebt, 

34. 

Bei   der  strengen  Berechnung    des   Weges   verschiedener    Lichl  -^ 
strählen,  die  das  oben  bereclinele  zweite  Objecliv  durchlaufen,  werd»-  ^* 
ich  zwei  Haupigattungen  von  Lichtstrahlen  vornehmen:  nemüch  zuersi  ^^^s* 
solche,  die  parallel  mit  der   optischen   Achse  einfallen,    und    darauft  "^^ — 
solche,   die  mit  der  optischen  Achse  einen  Winkel  von  16'   machen —  «E 

Dh  bei  grossen  Feinröhren  und  starken  Vergrössernngen  das  Gesichts ^ 

t'eld  immer  wesentlich  kleiner  gemacht  werden  muss  als  der  Sonnen ^ 

durchmesser,  und  16'  dem  halben  Sonnendurchmesser  entsprechen,^,^ 
so  tsl  diese  Annahme  mehr  als  hinreichend,  und  die  Abweichungen.  ^[-~ 
die  aus  dieser  Annahme  folgen,  werden  grösser  sein,  als  diejcnigM.  ^^^ 
welche  das  Objectiv  bei  seiner  Anwendung  zu  erkennen  giebt. 

Ich  werde  fernei'  bei  jeder  der  beiden  oben  genannten  Gatlunget^^^^ 
von  Hauptstrahlen  einen  rolhen  und  einen  violetten  Cenlralslrahl  uDfc-.^_-j 
Handstrahl  in  Rechnung  ziehen.    Ks  ist  bereits  erwähnt,  dass,  wenn  d^^  _^ 
rotlien  und  die  violetten  Strahlen  des  Sonnenspectrums  mit  eiuaudt.^,- 
zur  Vereinigung  gebracht  worden  sind,  auch  alle  itbrigen  Strahlen  silz^  | 
nahe  mit  einander  vereinigen,  und  der  übrig  bleibende  Mangel  an  Ver- 
einigung dieser  letzteren  das  sogenannte  secundtlre  Spectrum  hervor- 
rufl,    welches  nur   dann    vermieden    werden    kann,    wenn  es  g(?lirfcg( 
zwei  Glasarien  aufzuHnden,  deicn   Zeistreuungen  in  allen  Puiiklfii  cl 
Sonnenspectrums  einander  proportional  sind. 

3S. 
Da  den  hier  angewandten  Bezeichnungen  zufolge 

p-9'  p'-i' '  p"— ff" 

und  die  Linscmlicken 

(/  =  ^'  —  ^,      d'  ^  q" —  q' 
sind,  so  geben  die  Resullale  des  Ali.  31    und  die  Linseudicken,  ''"^    m^ 
bei  ihrer  Berechnung  angewandt  worden  sind  :  /  ^'ieo< 

p  —  q—+     0. 417938,      i/'  —./=  0.005321 
p'  —  q-  =  ^     0.439348,      ./■—  <y'=  0.003547 
p"—  7"==  +  27.1591 
Hieraus  erhallen  wir,  wenn  ly  :=  0  gesetzt  wird, 


>/ 
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p  =  +    0.417938 
p'  =  —    0.434027,       q  =  0.005321 
f=  +  27.1680,  (/"=  0.008868 

Ks  werden  ferner  dem  Art.  31  der  früheren  Abhandlung  entsprechend 

logA  =  9.978303n,      logÄ  =  0.287613 
logA'  =  8.208893W,      logF=  0.007025 
gefunden,   während   aus  den   oben   benutzten  numerischen  Werthen 
der  Brechungsverhältnisse  sich  ergeben: 

für  die  rothen  Strahlen        für  die  violelten  Strahlen 


■V* 


logn  =  0  logn  =  0 

logn'  =  0.181472,  logw  =  0.187397 
logn"=  0.208979,  logn"  =  0.220171 
logn"=  0  logn"=  0 

Endlich  werde  ich  für  die  Randstrahlen 

k  =  0.03 

setzen,  welche  Annahme   sehr  nahe  der  halben  OeiTnung  entspricht, 

die   man  grossen  Objectiven  zu  geben  pflegt. 

36. 
A.     Die  parallel  mit  der  Achse  einfallenden  rothen 

Centralstrahlen. 

In  Bezeichungen   des  Art.  37  u.  f.   der  oft    genannten  Abhand- 
lung fanden  sich: 

logu  =  0.093804 

iogu  =  9.354140»,        logt'  =  7.544448» 
logM"=  8.357072»,        logr=  7.340891  n 

logA  s=  0.093804 
logA'  s  9.998108 
logA"  =  0.006919 
logA"'  =  9.997135 
\obA"  =  9.997148 
)  ^^nd  hieraus  die  Entfernung  des  Brennpunktes  von  der  letzten 
**^chenden  Oberfläche,  oder 

r  —  9"  =  0.999970 
-^.__  tj"'  =  0 

*)  Die    Berechnung   der  a.  a.  0.  mit  B',  BT,    etc.    bezeichneten    Grössen    ist 
^^""^     nicht  erforderlich. 
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^^^^^^B 

H           2.     Die  m 

it  dl 

;r  Achse  [)aia 

llel    cinrallenden  violetle'fl 

Cenirali 

strahlen.                                    ^H 

logi 

!i  =  OJ  10928 

■ 

log, 

('=  9.438843,1, 

lügt'  =  7.3385ti3»                 H 

logu"=  8.385787,1, 

logr=:  7.329699,1                ■ 

logA    = 

O.M09ä8                         ^^^H 

logA'  = 

^^^H 

log/1"  = 

^^^H 

.    log4"  = 

^^^H 

logA"  = 

^^^H 

^r      und  hieraus 

^^^^1 

r-  q"  = 

^^^^1 

'/'"= 

^^^^1 

^L        3.     Die  un 

ter 

einem  Winkel 

von    16'  mit   der  Achse  e       "| 

l'iill 

enden   rotliei 

r  vv 

1  l'.entralslrahlcn.                   H 
ie  oben                               ^^^^H 

""             k        n\e    nr. 

tpr 

einem    Winkel 

von   Ifi'  mit    der  Achse  e  ■" 

rallenden  violetten  CentralstrahleD. 
l'"  wie  oben 
j/"  =  —  0.0046851 


5.  Die  mit  der  Achse  parallel  einfallenden  rothen 
Randstrahlen. 
Für  diese  nach  dem  Verfahren  des  Art.  31  der  fruhereo  Ai>- 
handlung,  und  mit  Benutzung  der  hier  nolhwendigen  im  obigen 
Art.  33  erklärten  Abündening,  zu  berechnenden  Lichtstrahlen  sioddif 
numerischen  Werthe  der  constanten  Grössen  schon  im  vor.  Arl.  ge- 
geben.    Hinzuzufügen  ist  nur,  dass  im  gegenwärtigen  Falle 

«  =  0,     k  —  0.03 
sind,  woraus 

fl  Ä  +  4"  6'  58"63 
folgt.     Hiemit  bekommt  man: 


DioPTRiscHB  Untbbscchcngen.  733 

a  =  +  rai'ä.V'OS,       ö'=  —  3''54'18"08 
«"=  H-  1    4  49.17,     Ö"=  +  0    3  4'6.58 
« '=  +  1  42  33. 1 6 
a'  =  0.004301,  c"  =  0.008884 

\ogk'  =  8.475973,         logfe"  =  8.474717 

d  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  wird 

y  =  (0.008884— a;)tg «'"-!-  0.0298344 

logtg«"'=  8.474802 


Die  mit  der  Achse  parallel  einfallenden  violetten 

Kandstrahlen. 

Hier  sind  wieder 

a  Ä=  0,     fe  =  0.03 

Ö  =  -1-4*6' 58"63 

1  es  folgen  hieraus  : 

a'  =  H-  1*26'38"19,      Ö'  =  —  3"'54'17''10 

«"=  -I-  1     3  14.93,      ö'ä  +  0    3  46.55 

«'"=  -I-  1   42  31.94 

a  =  0.004301,  a"  =  0.008884 

logft'  =  8.475943,        logfc"  =  8.474717 

i  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  wird 

y  =  (0.008884— a:)tga"+  0.0298344 

logtg«"=  8.474681 


37. 

Wenn  wir  zu  den  gegen  die  Achse  geneigten  Randstrahlen  Uber- 
len,  so  bieten  sich  vier  extreme  Fälle  dar,  die  einzeln  zu  unter- 
then  sind.  Man  kann  sich  den  aus  parallelen  Lichtstrahlen  bestehen- 
1,  schief  einfallenden  StrahlenbUndel  als  einen  Cylinder  von  ellip- 
iher  Grundfläche  denken,  dessen  Durchschnitt  mit  dem  Objectiv 
en  Kreis  bildet,  welcher  die  OelTnung  des  Objectivs  zum  Durchmesser 
.    Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  vier  Lichtstrahlen,  welche  den 


ISi  P.  A.  Hansen,  'Ifc, 

Endpunkten  der  beiden  Hauptacliscit  der  i^cnannlen  cjUndrische^ 
Grundfläche  entsprechen,  auch  den  Maxiniis  und  Minimiü  der  diop— • 
Irischen  Abweichungen  in  den  Ordinalen  y  und  2  der  überhaupt 
schief  einfallenden  Lichtstrahlen  entsprechen  müssen.  Setzt  man;  | 
was  immer  bewirkt  werden  kann,  in  dem  Verfahren  des  Art,  2i  der  ä 
früheren  Abhandlung  ß  =  0,  dann  sind  es  die  Werlhe  ' 

xp  =  0,  ^p  —  90",  V  =  180",  V  =  270" 
welche  diese  vier  Lichtstrahlen  kennzeichnen. 

Geht  man  die  a.  a.  0.  gegebene  Aul'lüsung  der  allgemeinen 
Aufgabe  durch,  so  findet  man  leicht,  dasw  die  beiden  Fülle  tf  =  90" 
und  ifi  ^  270"  auf  dasselbe  Resultat  hinfjlhren  uiUssen ,  mit  dem 
alleinigen  Unterschiede,  dass  in  deui  einen  Falle  :  positiv  und 
in  dem  anderen  negativ  wird.  Von  diesen  beiden  Fallen  brauch) 
daher  nur   der  eine    der  Rechuung  unterzogen  zu  werden. 

Ferner  erkennt  man,  dass  in  den  beiden  Füllen  1/1  ^  0  und 
\fi  :=  ■180"  der  einfallende  Lichtstrahl  mit  der  optischen  Achse  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegt,  und  daher  das  Verfahren  des  Art.  31 
angewandt  werden  kann;  sie  unterscheiden  sich  von  einander  nur 
dadurch,  dass  in  dem  einen  Falle  fl  positiv  und  in  dem  anderen  0 
negativ  anzunehmen  ist,  wührend  in  beiden  «  positiv  gesetzt  wird 
Es  muss  jeder  dieser  beiden  Fiillfe  der  Rechnung  unterzogen  werder 
da  sie  im  Allgemeinen  verschiedene  Resultate  geben. 


38. 
7.     Die   unter  einem    Winkel    von  16'   mit    der   oplisc 
Achse  einfallenden    reiben  Lichtstrahlen. 
a)  a  =  0*16',      \p  =  G,      fl  positiv. 
Es  wird  wieder 

e  =  +  4''6'58"63 
und  hieraus  folgen: 

a    =  +  r34'57"18,       0' =  —  3"54'l3"i6 
a"sa  +  1  U  41.63,       0"=  +03  46.40 
a"=  +  I  58  32.16 
-'  =  0.004302,  «"  ^  0.008884 
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nebst 


y  =  (0.008884— x)tga"'H-  0.0298H4 

Iogtga"'=  8.537749 

b)  a  =  0"  1 6',     y>  =  \  80",     d  negativ 

Ö  =  —  4"6'58"63 
«'  =  —  1 M  3'  54"80,       Ö'  =  -I-  3»  54'  22"72 
«"  s=  —  0  54  56.48,       ö"  =  —  0    3  46.76 
a  '  =  —  1  26  33.86 
a   =  0.004302,  a"  =  0.008884 

log  ft' =  8.476117«,        logife"=  8.475054  n 
y  =  (0.008884— x)tga"'—  0.0298575 

«SB   0 

logtga"'=  8.401157« 

c)  «=  0"16',     V  =  90«,     /?=:  0 

Durch  das  Verfahren  des  Art.  24  der  angez.  Abh.  ergaben  sich 
ifer  die  folgenden  Werthe: 

ö=  +  4"6'58"63 

1**  Brechung, 
logtg;^  =  1.189285,     A  =  -I-  4''7'29"63,    fi  =  -h  2»42'53"07^ 

2"  Brechung. 

(j  =  -i-  0«   1'  1"96,    log tg«  =9.281060«,  A'=—  5"18'54''20 

r  =      86  1 7  58.9,      logtg«  =  8.393679,  /«'  =  —  4  59  1 6.79 

^' ^  r  =    1691111.5,      logtg/ =  8.962078«,  /?'=       825312.Q 

3**  Brechung, 
g'  =  —  1»24'43"94,    logtgto"=  9.076469«,  k"  =  -t-  V  1'50''39 
r'=  — 5  14    3.4,      logtga"=  8.280484,    /*"  =  +  1  40    3.96 
^'  -I-  r'  =  —  6  47  57. 7,     log  tg/  =  7.966598  «,/?"=      81  1 9  1 8. 3 

Schlussrechnung. 
H  =  +  r5'34"37,  logiy  =  9.999981 

/?"'=      817  34.8,        log  sin «'"=  8.479837 
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H         ferner  (1 

urclt  (1 

ie  l''nniiolii  ile; 

i  obigen  All.  33                   ^| 

<» 

=  +  i'STII" 

lä, 

log  sing'  =  8.lHS6ö8n 

H      i°8'e(v' 

-n 

=  9J8i5l6, 

logsin«'  =  S.S33(63b 

log/c' 

=  8.475972, 

«■  =  0.004.301 

6" 

V" 

=     0"3'ii", 
=  90"2'3ä"9. 

(,"=  0.008884 
logr=  8.4747)5 

^m        Hieniit 

Acrtlon 

ilie  Gleicliungen  des  ausralirenden  Slralils: 

•/ 

=  (n.oosssi- 

-.cjlg, 

»'"cos/C"—  0.0000921 

z 

=  !;0.0(l88Si- 

-r  lg, 

rsm/f-t-  0.0298343 

^K      wo 

logtg«"' 

cos/»'" 

=  7.668476                    - 

P 

log  lg«"' 

sin/»"' 
39, 

=  8.474804               ^ 

■^8^i 

e  unter  einem  W 

inkel 

von    10'  mit  der  optis 

Achse  einfallenden  violetlen  Lichtsralileu. 

» 

a)  i<  =  (l"l  6'.    tf 

^  0,     tt  posiliv 

0  =  +  i'   6'Ö8"63 
o   ==  +  l"37'    0"86,     «'=  —  3  Ö4  12.83 
«"=  +  I  12  52.34,     (l"f=  +0    346.4) 
„"'=  +  )  58  30.44 
d  =  0.004302,  .."=  0.008884 

logt  =  8.475802,  logr=  8.474390 

y=  (0.008884— i)lgo"+  0.0298119 
loglg«"'=  8.537644 

b)   «  =  0")  6',      XI)  =  1 80",     H  negativ 

»   =  —  4"    6' 58"  63 
„■  =  _  1>I6'  15" 63.    II'  =  +  3  54  21.  70 
«"  =  —  0  53  37.  62,    «"  =  —  0    3  40.  76 
«"■  =  —  )  26  32.  61 
»'   =  0.004302,  a"=  0.008884 

logt'  =  8.476085,        logA"  =  8.475046 
y  =  (0.008884— x)  tg« '  —  0.0S9SÖ70 
loglgo"=  8.401063» 


i 
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c)a  =  0*16',     v»  =  90*,     /?=0 

1''*  Brechung, 
fl,  X,  A  wie  unter  7.  c),      fi  =  +  2*40'40"53 

2**  Brechung. 

q  und  r  wie  unter  7.  c),  ß' -hr  =    169"27'3r5 
logtgw  =  9.269727«,  A'  =  —  5*21'  5"29 

log  tga' =  8.404629,  ^'  =  —  4  57  41.29 

log  tgx   =  8.942093«  ß'  —      83    9  32.6 

3**  Brechung. 

q'=--  1*26'SÖ"60,     logtg(o"=  9.078178«,  k"  = -¥■  V  0'15"02 
»•'=  —  5    0    0.04,    logtg«"=  8.269822,     /*"= -i-  1  40    2.36 
-/?'  — •-  r'=  —  6  49  33.5,      Iogtg/'=  7.977282,     /J"=      81  19  59.1 

Schlussrechnung. 

//=:  +  1*   3'59"01,  log7/  =  9.999980 

^'"_      81»   r28"1,  logsin«"'=  8.479746 

0  =  +  4"  55'  35"28,  logsiny  =  8.012033« 

^^Stg(V^'— /?")  =  9.183906,  log  sin  6'=  8.833134« 

logÄ'  =  8.475943,  a'  =:  0  004301 

ö"=     0"3'43",      ^  0"=  0.008884 

^"=s  90''2'28"9,  logr=  8.474717 

Die  Gleichungen  des  auslahrenden  Lichtstrahls  werden: 

y  =  (0.008884— ar)tg«"' cos/?'"—  0.0000215 
s  =  (0.008884— x)  tga'"  sin/?'"  -I-  0.0298344 

wo 

logtga'"cos/S'"=  7.668257 

Iogtg«'"sin/?"'=  8.474692 
sind. 


40. 

Gehen  wir  zur  Berechnung  der  Abweichungen  über,  die  aus 
ilen  vorhergehenden  strengen  Berechnungen  folgen,  und  wenden  wir 
uns  zuerst  zu  den  Lichtstrahlen,  die  mit  der  optischen  Achse  parallel 


einfallen.     Der  Art.  36  zeigt,    dass  in  Bezug  auf  die  Centralslrahl« 
die    Vereinigungsweite    der    rothen    und    der    violetten    Lichtstrahlc 
genau  die  nemliche  ist,  indem  bei  beiden  Gattungen  von  Lichtstrahle 
fUr  die  Entfernung  des  Durchschniltspunkts   derselben   mit  der    opH 
sehen  Achse  von  der  letzten  brechenden  Oberfläche,  der  Werth 

t"—  q"  —  0.999970 
gefunden  wurde.     Genau  genoninien    niilsste  diese  Zahl  ^  \   gefu 
den  werden,    da  bei  der  Berechnung  des  übjectivs  n"  der   Einli« 
gleich  gesetzt  worden  ist.     Die   kleine  Abweichung,  die  sich  dav— 
gezeigt  hat,  rührt  von  der  besonderen  BeschatTenheit  der  quadratisch 
Gleichung 

0  =  a<f+  %b{j  +  c 
im  gegenwartigen  Falle  her,  in  welchem  die  Function 

eine  kleine  Grösse  ist,  und  daher  die  Wurzeln  derselben,  wenn  m»  .ssu 
nicht  zur  Berechnung  der  Coefficienten  Logarithmen  mit  einer  grÖäs==^*- 
ren  Anzahl  von  Decinialen  anwendet,  mit  etwas  geringerer  Genaia,  ■  ^- 
keit  erhalten  werden ,  als  die  Übrigen  Zahlenwerlhe.  Es  könc».  ^n 
datier  sehr  wohl  die  erhaltenen  Zahienwerthe  von  H.  K.  H"  ■" 
der  letzten  Stelle  einige  Ungenauigkeil  besitzen;  doch  ist  diese  i:»<i 
allen  dreien  von  der  nemlichen  Grösse,  da  die  Unterschiede  derselt»'*^" 
bis  auf  die  letzte  Stelle  genau  sich  ergeben.  Nun  zeigt,  sich  aber  du»**^'' 
Entwickchmg  der  Diircrenliiilqimlicnten,  dass  eine  kleine  gleiche  V^^^- 
grijsserung  aller  fi,  R',  H"  zwar  die  Brennweite  ein  wenig  änd^'*'' 
aber  die  Grösse  der  Abweichungen,  die  die  verschiedenen  Lict*'" 
strahlen  in  Bezug  auf  den  genauen  Brennpunkt  zeigen,  durchaus  m*  ■*" 
merklich  beeinHusst,  wenn  dieselben,  wie  hier  der  Fall,  Uberha  •-»  P^ 
sehr  klein  sind.  Ich  durfte  daher  die  obige  Abweichung  ■v^^" 
0.000030  stehen  lassen,  obgleich  es  ein  Leichtes  gewesen  würe,  a^'^ 
fortzuschatfen. 


Für  die  mit  der  optischen  Achse  parallel  einfallenden  Randstrabl 
giebt  der  Art.  36  die  Gleichungen  nach  der  letzten  Brechung: 


f% 
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rothe  Strahlen: 

y  s  (0.008884— j?)tg«'"+  0.0298344 

logtga"=  8.474802 

violette  Strahlen: 

y  =  (0.008884— a;)  tga"+  0.0298344 

logtga"=  8.474681 

wir  zuerst  die  Durchschnittspunkte  mit  der  optischen  Achse, 
in  wir  bez. 

r—  q'=  0.999821 
=  1.000100 

Unterschiede  dieser  Werthe  von  der  im  vor.  Art.  erhaltenen 
jungsweite  der  Centralstrahlen  sind  bez. 

—  0.000149 

+  0.000130 
ient  angemerkt  zu  werden,  dass  die  rothen  Lichtstrahlen,  die 
leineren  Brechungsverhältniss  entsprechen,  und  folglich  an  sich 
össere  Brennweite  haben,  hier  eine  kleinere,  sowie  die 
i  Lichtstrahlen,  die  ihrer  grösseren  Brechung  wegen,  an 
3r  kleineren  Brennweite  entsprechen,  hier  eine  grössere  Brenn- 
ekommen haben. 

die  eben  erhaltenen  Abweichungen  Maxima  sind,  so  folgt 
selben,  dass  die  grosse  Achse  des  körperlichen  Raumes,  in 
1  sich  alle  Bilder  eines  in  der  optischen  Achse  liegenden, 
h  weit  entfernten  Gegenstandes  befinden, 

0.000279 
Für  ein  Objectiv  von  1000  Par.  Linien  Brennweite,  welche 
jr   des  Objectivs  des  Königsberger   Heliometers  gleichkommt, 
50  in  unserem  Falle  die  Lunge  dieser  grossen  Achse 

0.279  Par.  Linien 
i;  eine  für  das  Auge  unmerkliche  Grösse,  weil  sie  in  der 
linie  liegt,  und  überdem  von  den  Bildern,  welche  die  Central- 
verursachen,  sehr  nahe  in  zwei  gleiche  Hälften  getheilt  wird. 
5sseren  Eindruck  auf  das  Auge  verursachen  die  Abweichungen, 
1er  auf  die  optische  Achse  senkrecht  stehenden  und  durch  den 
nkt  gehenden  Ebene  liegen,  und  als  Seitenabweichungen  zu 
ien  sind.    Sie  bilden  im  gegenwärtigen  Falle  eine  Kreisfläche, 


7*0  P.  A.  Hassen,  [|| 

deren  Durchmesser  bis  auf  Unaierkticho.s  ein  Maximum  ist,  und  durch 
das  Produkt  der  obigen  grossen  Achse  mit  tgn:'"  erhalten  wird,  Es 
ergiebl  sich    für   unser  Objectiv  dieser  Durchmesser 

=  0.0000083 
Oller  für  ein  Objectiv  von    lOÜO  Par.  Linien  Brennweite, 

=  0.()083  Par.   Linien 
welche  Grösse  l'llr  ganz  unerkennbar  zu  erachten  isl. 


1 


42. 
Uio  Resultate,  welche  wir  für  die  uuter  einem  Winkel  von      I  ■' 
luil    der   optischen   Achse  einfallenden  Lichtsirahlen    efhalten  hat_>«3n, 
bestehen  in  Folgendem: 

t^enti-alstiahlen  beider  Farben. 

Coordinaten  des  Bildes. 

S"'—  5"=  0.999970,         ii"'=  —  0.Ü046850 

Hothe  Kaifdstrahlen. 
Gleichungen  dei-  ausfahrenden  Strahlen. 

Für  V  =  0 
y  =  (0.008884— i)tg«"'+  0.0298114 

2  =  0 

log  tg  a"  =  8. 337749 
Für  if  =  1 80* 
j  =  (0.008884— i)tgB'"—  0.0ä9857ä 
1  =  0 

loglgo"=  8,40(157» 

Für  tf  =  90* 

y  =  (0.008884— a^)tgn"cos(»'"—  0.0000221 

i  =  (0.008884— x)  lgi<"'sin|<"+  0.0298343 

log  tg a" cos;»'"  =  7.668276 

log  tgn"  sin  /("'=  8.474804 

Violette  Randstrahlen. 

Für  V  =  0 

y  =  (0.008884— xl  tgn"+  0.0298H9 

logtgu"=  8.Ö37644 
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Für  V  =  180" 
y  =  (0.008884— xjtg«'"—  0.0298570 

2=0 

logtg« '=  8.401 053 n 

Fitr  1/'  =  90" 

y=  (0.008884— a;)tga"' cos/?'"—  0.0000215 

2  =  (0.008884— a;)tga'"  sin/?'"  +  0.0298344 

logtga'"co.s/?'"=  7.668257 

logtga"'sin/?"'=  8.474692 

■  y>  :=  270"  bekommt  man  dieselben  Gleichungen,  wie  für  t^  :=  90", 
.    der  einzigen   Ausnalime,   dass  —  z  statt  z  geschrieben   werden 

SS. 

Suchen  wir  nun  den  Durchscbnittspunkt  der 

violetten  Strahlen  für  t/»  =  0  und  xp  =  180", 
finden  wir  die  (loordinaten  des  in  demselben  entstehenden  Bildes: 

r  —  q"  =  1 ,000065,         V"  =  —  0.0046759 
J  die  Unterschiede  mit  denen  der  Centralstrahlen 

+  0.000095        und       -H  0.0000091 
^gleichen  für  die  rolhen  Strahlen,  nebst  i/;  =  0  und  ip  =  180^ 

r  —  g"  =  0.999830,         7/"  =  —  0.0046766 
lerschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

—  O.OOOUO        und        +  0.0000084 
sgieichen  für  die  Verbindung 

der  violetten  Strahlen  und  \p  =s  0 
mit  den  rothen       -  -     i^  =  180^ 

r—  q'=  0.999974,         //"=  —  0.0046728 
Lerschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

tH  0.000004        und        +0.0000122 
sgieichen  für  die  rothen  Strahlen  und  i^  =  0 

mit  den  violetten         -  ^     yj  =  180® 

r—  g"=  0.999832,         //"=  —  0.0046767 
lerschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

—  0.000138        und        +  0.0000083 

e  diese  Bilder  sind  extreme  und  liegen,  gleich  allen  übrigen  der- 
ben Gattung,  in  der  ,ry-Ebene.  Wie  man  sieht,  beträgt  die  grösste 
tenabweichung 

0.0000122 
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VerbiiidcD  wir  uui^serdeui  die  rollten  Liclitstrahlen  für  i/>  =  91 
und  ijj  s=  270"  miteinander,  so  miiss  selbstverätündlich  das  Bild  auc: 
in  der  a-jz-Ebeue    liegen ;   es  ergeben  sicli  die  Coordinalen  dessellic 

l'"—  q"=  0.999811,        ;/"  =  —  0.0046800,       ;'"  =  0 
Unterschiede  mit  den  Centralstrahlcn : 

—  0.000159       und        +  O.OOOOOÖO 
Desgleichen  geben  die  violetten  Strahlen 

t'"—  q'=  l.00007i,       ti"'=  —  0.ü0i68(li,       ?'"=  0 
Unterschiede  mit  den  Ceutralstrahlen: 

+  O.OOOlOi        und        +  0.0000016 
Die  Seitenabweichungen  liegen  hier  innerlialb  der  vorher  gefundene  mei 

Verbindel  man  endlich  die  rolhen  Strahlen  für  if<  ==  90*  mit  dt-alcj 
violetleii    für  ip  =  270",    sowie  jene    für  i^  =  270"  mit    diesen  liir 

\fj  ^  90",  so  wird  man  linden,  dass  diese  Linien  einander  z\— ^^~^ar 
nicht  schneiden,  abei'  in  so  geringer  Entfernung  an  einander  v  -or- 
über  gehen,  dass  im  Minimum  der  Entfernung  derselben  von  i^rr  in- 
ander  ein  Bildpimkl  angenommen  werden  darf.  Man  erkennt  ol  ^»ae 
Weiteres,  dass  die  zwei  Bilder,  welche  beide  Minima  geben,  in  gl  wi- 
chen Abstanden,  aber  auf  eulgegesetzten  Seilen  der  ;iT/-Ebeue  lie^«^" 
müssen.  Sucht  man  diese  Minima,  so  ergiehl  sich ,  dass  denselL>^2^" 
bis  auf  Unmerkliches  dieselbe  Abscisse  zukommt,  und  zwar  wird 

!l  —  q"=  0.999042 
sie  liegen  also  sehr  nahe  in  der  Ebene  des  Brennpunkts.     Ihre  C^*"" 
dinalen  fand  ich 

y  =  —  0.0046806,         i  =  +  0.0000038 
y=  —  0.0046799,  z  =  +  0.0000039 

wo  sowohl  die  oberen  wie  die  unteren  Zeichen  zu  einander  ^5*" 
hören.     Das  Minimum  der  Entfernung  folgt  hieraus 

==s  0.0000007 
welches  für  Nichts  zu  achten  ist.  Auch  diese  SeitenabweichungeK»  '" 
der  Richtung  der  y  liegen  innerhalb  der  oben  erhalteoeD,  und  komxK*^" 
daher  hier  nicht  in  Betracht;  die  Seilenabweichungen  in  der  Hichti**S 
der  z  sind  Maxima,  und  alle  von  den  übrigen  Lichtstrahlen  verursa<^  "~ 
len  ahnlichen  sind  kleiner. 
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Projicirt  man   nun    die  grössten    aller   erhaltenen    Seit^nabwei- 
cliungen  auf  die  Ebene  der  yz^  so  wird   man  eine  Fläche  erhalten,  die 
von  der  Ebene  der  oi^j  in  zwei  gleiche  und  ähnliche  Hälften  getheilt 
wird,  deren  grosse,  in  der  Richtung  der  y  liegende  Achse 

=  0.0000122 

uüd  deren  kleine,  in  der  Richtung  der  z  liegende  Achse 

=  0.0000077 

ist.  Beide  Achsen  schneiden  einander,  jedoch  theilt  der  Durch- 
schnittspunkt die  grosse  Achse  nicht  in  zwei  gleiche  Theile;  die 
krumme  Linie,  welche  die  Fläche  begrenzt,  wird  daher  eine  eiför- 
mige sein.  Diese  Fläche  wird  sich  dem  Auge  als  die  Bildfläche 
3 11er  von  dem  betrachteten  Punkte  auf  das  Objectiv  einfallenden  Licht- 
strahlen darstellen. 

Uebertragen  wir  die  eben  erhaltenen  Achsen  der  Bildfläche  auf 
das  Objectiv  von  1000  Linien  Brennweite,  so  ergeben  sich  die  Werthe 
derselben 

=  0.012  und  0.008  Linie 

öiess  sind  die  grössten  Abweichungen,  die  das  hier  berechnete  Ob- 
jectiv zeigt,  und  so  klein,  dass  wenigstens  mir  kein  Objectiv  vorgekom- 
wien  ist,  welches  nicht  grössere  Abweichungen  besässe.  So  sind 
^-  B.  die  Abweichungen,  welche  das  von  mir  in  der  früheren  Abhand- 
*ung  untersuchte  Objectiv  des  Königsberger  Heliometers  zeigt,  be- 
^^^utend  grösser. 

Es  ist  hiebei  noch  zu  bemerken,  dass  hier  die  Berechnung  des 
Ohjectivs  durch  genäherte,  sehr  einfache  Formeln  ausgeführt  worden 
^^t^  und  eine  sehr  kurze  Zeit  in  Anspruch  genommen  hat.    Demunge- 
^ohtet  ist  das  Resultat   so  genau  ausgefallen,  dass  die  Anwendung 
der  strengen    Formeln   zur  Ausgleichung    der  Unterschiede,   welche 
di^   früheren  genäherten  Formeln   geben,   gänzlich   überflüssig  wird. 
M Ag  man   auch  durch  Anwendung   der  strengen   Formeln   die  sich 
^uf  ein  Objectiv   von  1000   Linien   Brennweite   beziehende    grösste 
Al>weichung   von  0.012  Linie   ein  Weniges   verkleinern   können,   so 
Vann  diess   doch  nur  auf  Kosten  des  in  der  optischen  Achse  liegen- 
den Bildes  geschehen,  dessen  Abweichungen  durch  eine  solche  Aus- 
gleichung sich  vergrössern  würden. 


Nicilt  l)los  zu  Fernrohi'objecli\en,  sondern  auch  zu  Objecliven*-^ 
für  Mikro8ko|)t',  und  mit  gewissen  ZiisUlzeii  für  Oculare,  sind  die  liiw 
enlwickelten  Ausdrucke  brauchbar,  da  in  denselben  sowohl  die  erslc.  *' 
wie  die  lelzle  Verein igungs weite  der  Lichtstrahlen  unbestimmt  gi^ 
lassen  worden  ist.  Um  zu  zeigen ,  dass  die  Halbmesser,  der  OIkt- 
nadien  der  Linsen  unter  verschiedenen  ümslSlüden  sehr  verschiedene 
Werthe  iinnehmeu  können,  soll  hier  noch  ein  SUkroskopoLjcctiv  be- 
rechnet, jedoch  zur  Abkürzung  nur  die  erste  Annäherung,  uod  Kwar 
blos  mit  Logarithmen  von  vier  üecimalen.  durchgeführt  werden. 

Je  nach  dem  Zwecke,  zu  welchem  das  Mikroskop  dienen  soll, 
wird  (laK  VerhBlInisH  der  Hntfemung  des  Gegenstandes  m  der  des 
Bilde><  verschieden  angenommen;  um  aber  eine  bestimmte  Grundlage 
zu  erhallen,  muss  dieses  Verhaltniss  im  Voraus  festgesetzt  werden. 
llier  werden  wir  annehmen,  dass  sich  die  Entfernung  des  Gegen- 
standes von  der  ersten  Oberfitiche  des  Objectivs  zu  der  des  Bildes 
von  der  letzten  Oberfläche  desselben  verhalten  soll  wie  i  :  5,  welche 
Annahme  als  ein  Mittel  ans  den  verschiedenen  in  der  Praxis  vor- 
kommenden hetruohtet  werden  kann. 


U. 
In  Folge  des  eben  bcKtimmlen  Verhältnisses  können  wir  »etzea 
T  =  —  I.  :,"=  +  Ol 

Uie  Glasitrlcn .  aus  denen  ilic  fn-iden  Lin,-;en  die.ses  t_>bjectivs  be- 
stehen, sollen  dieselben  sein,  welche  ilem  obigen  Beispiel  zu  Grunde 
icelfsjt  wurden,  unti  deren  Brechungs-  und  Zerstreu ungsverhaltnisse 
im  Art.  il  angeführt  »ind.  Die  Berechnung  soll  in  zwei  verschte- 
denen  Annahmen  über  die  Lage  der  Linsen  ausgeführt  werden:  oeni- 
hch  zuerst  winl  angenommen.  d«k^  die  üronglaslinse,  und  darauf, 
dass  die  Kiint^lu»l(nse  die  erste  sei.  Kin  liemlieher  Hieil  der  oben 
ausgeführten  numerischen  Rechnungen  kann  hier  wieder  angewandt 
wertteu. 

Wenn  tlie  kronglastiuse  vor«nu:eslel)l  wird,  so  findet   man 
.y  =  +  3.Ä~9,         _/   =  —  1.619 


) 
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Die  Endgleichung  wird 

0  =  (/^  +  2(0.9201)//  +  (1.8322) 
deren  Wurzeln 

(/  =  —  9.442,         =  —  7.197 
sind,  woraus  die  bei  beiden  folgenden  Objeclive  hervorgehen: 

B  =  —  0.416,         =  +  1.829 
B'  =  —  6.974,         =  —  4.728 
Ä"=  —  3.735,         =  —  1.490 
Wie  man  sieht,  sind  diese  Halbmesser  bedeutend  von  den  oben  er- 
haltenen des  Fernrohrobjectivs  verschieden.    Im  ersten  Objectiv  sind 
beide  Linsen  Menisken,  die  ihre  concave  Seite  dem  Gegenstand  zu- 
kehren, während  im  zweiten  Objectiv  die  Kronglaslinse  convex-convex 
und  die   Flintglaslinse   ein  Meniskus   ist,   beide   äussere  Oberflächen 
sind  hier  convex. 

45. 

Wenn  die  Flintglaslinse  vorangestellt  wird,  so  ergeben  sich 

^  =  —  1.619,    z/'  =  +  3.279 
Die  Endgleichung  wird 

0  =  (/^—  2(0.9070)(/  +  (1.8046) 
d^ren  Wurzeln 

g—-^  9.256,         =  +  6.890 
sind,  woraus  die  beiden  Objective 

ä'=  +  2.951,         =  +  0.583 
/r  =  +  6.188,         =  +  3.821 
Ä"=— 0.570,         =  —  2.736 
folgen,  die  wieder  von  allen  vorhergehenden  *  wesentlich  verschieden 
sind.     In   beiden   ist   die  Flintglaslinse  ein  Meniskus,  und  die  Kron- 
glaslinse convex-convex,  alle  äusseren  Oberflachen  sind  convex.    Man 
kann  in  beiden  Fällen  mit  den  vorstehenden  Grundlagen  die  zweite, 
und    wo   nöthig  die   dritte   Annäherung   ausführen,   worauf  wir  je- 
doch, wie   schon  oben  erwähnt,   hier  nicht  eingehen  werden. 


Ahbandl.  d.  K.  S.  Oesellsch.  d.  Wissensch.  XV.  50 


ij  3.    Von  den  Linsensystcmen  mit  vier  Bret'huugeiL  • 

Dem  im  vorigen  AbscImiUe  untersuchten  Linsensysteme  scliliesiL  -^ 
sii'li  /.ußilcliüt  dasjenige  von  vier  Brechungen  an.  Ein  solclies  Unsei-  -^~l 
sysleni  iKssl  sicli  iii  der  Anwendung  auf  zwei  wesentlich  verschii^^^ 
done  Arten  ausruliren.  Man  kann  es  erstens  aus  zwei  von  einander  ah:  *  : 
gesonderten  IJuiien  zusammensetzen ,  deren  vier  Oljerfläelieii  HalL  :^fc 
luesser  von  verschiedener  Grüsse  und  Lage  haben;  man  kann  e^^e 
alier  zweitens    auch    durch   Zuziehung    von    drei  Linsen    bilden,   h*-    -^ 

denen   der    zweite  Halbmesser   der  ersten    uml    der   erste  der  zw« 

ten  Linse,  sowie  der  zweite  Haibmesser  der  letzteren  und  der   ers"    Ä 

der  dritten  Linse,  einander  gleich  und  von  gleicher  Lage  sind.     Mi ■■ 

bringt  diese  Linsen  so  nahe  an  einander,  das«  die  lieidon  Zwischen  ~m\ 
rüumc   für  Null  erachtet  werden  können. 

Zur  ersten   Gattung    dieser   beiden   Linsensysleme  gehören  Ä  »*• 
seit  lange  im  (Jehrauch  heliudliehen  arhromali.seli('n  Fernroh rohjecliv-«?^ 
die  von  verschiedenen  Künstlern  verschieden  con^lruirt  worden  sii»«J- 
tiuss    hal  pclion  \or  vielen  Jahren  gezeigt,    dass  man  in  einem  iof- 
chen  Ohjectiv    zwei   Liclitslrahlen    von   verschiedenen    Brechungsve/^ 
hültnissen,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Ccnlralslridilen.  wie  in  Bezug  auf 
die  Kandslrahlen,  vollsumdig  mit  einander  vereinigen  kann,  eine  AuC- 
gabe,  deren  Lösung  vorher  lur  unmöglich  gelialten  worden  war.  Seine 
Conslruclion  ist    indessen  nicht   zur  allgemeinen  Anwendung  gelangt, 
was  vielleicht  dem  Lmstande  zuzuschreiben  ist,  dass  sie  auf  Linsenober- 
lltichen  von  sehr  grossen  Krümmungen  führt.    Auch  ist  es  in  der  Tha> 
nicht  unumgünglich    nothwendig,    die    Randstrahlen    zweier  verschif 
denen  Färben  strenge  mit  einander  zu  vereinigen,  da,    wie  man 
vor.  Abschnitte  gesehen  lial,  sich  ohnehin  Objective,  die  sehr  kle 
Abweichungen  zeigen,  herstellen  lassen:  Objective,  deren  Linsen  ' 
geringere  Krünmiungen  haben,  als  jene. 

lis    soll    hier    diese    Gattung    von    Linsensyslemen    niclil    v 
uniersucht,    dagegen  die  oben  gcnannle  zweite  Gattung  von  L' 
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Systemen    von    viei'    Brechungen    vorgenommen    werden.      Zunächst 
werden  wir  untersuchen,  ob  in  diesen   sich  auch  zwei  Lichtstrahlen 
von    verschiedenen  Brechungsverhältnissen,  sowohl    für   die   Central- 
sirahlen    wie  für  die  Randstrahlen,   mit   einander   vereinigen   lassen. 
Die  Möglichkeit  dazu  kann  im  Voraus  nicht  in  Abrede  gestellt  wer- 
den, da  die  Aufgabe  auf  vier  Gleichungen  führt,  und  die  vier  Hall)- 
messer   der  Linsenoberfliichen    eben   so  viele  Unbekannte   darbieten. 
Es   handelt  sich  blos  darum,  ob  die  Gleichung  des   vierten  Grades, 
auf  die  man  schliesslich   hingeführt   wird,   bei   den   Brechungs-  und 
ZerstreuungsverhUltnissen,  welche   die  bekannten  Glasarten  besitzen, 
reelle  Wurzeln  hat  oder  nicht. 

47. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  erste  und  die  dritte  Linse  aus  der- 
selben, die  zweite  hingegeq  aus  einer  anderen  Glasart  bestelle,  und 
wenden,  wo  nicht  ausdrücklich  eine  Abweichung  angegeben  wird, 
dieselben  Bezeichnungen  an,  wie  im  Vorhergehenden,  so  erhallen 
Nvir  für  den  einen  Lichtstrahl  die '^folgenden  Gleichungen: 

M    =  1 

fi  =s  iV,  oder  =  Af,    oder  =  m 

n   =  iV,  oder  =  M',  oder  =  m 

m'"=  iV,    oder  =  M,    oder  =  m 

Nn'^  TT  ■+-  {N—\)R 
N'n"^  N7T,+  (A"-iV)Ä' 
Nn'"^  N'n„—  {N'—N)R" 

je"^  Nn,„^  {N-\)R"' 

TT,  =:  ;r    +  Ti;   a 

ff   -         ff2  Jf 

7T„  ^=  n  +  7t    a 

7l„,^^  71     ^  71       a 

^Ür  den  zweiten  Lichtstrahl    ergeben  sich  ahnliche  Gleichungen,    in 
^^nen  M  statt  iV,  und  M'  statt  iV'  zu^setzen  sind. 

48. 

Die  eben  aufgestellten  Gleichungen  geben  leicht,  nachdem  man 

fi  —  R'=^  tJ 
IV  —  l{"  =  2^' 

50* 


viril  ^M 

1 


.V'_  !i  =  i  {N—\)  (.7—./")  H-  2  (iV  — 1}  ^' 
unil  svenü  die  aiigwleutele  Veränderung  voryenonmien  vv 

:!■'■—  TT  =  3  (M— i)(^_..y')   +  a  1,3/'— -1)  J'  + 
wo 

B'  =  M:i-'d-¥-  W',t"M'+  }ln"''d" 
sind.  Vergleicht  man  die.so  Gleichungen  mit  den  (a)  und  [a')  «les 
Alt.  21,  }<o  iindot  niun,  das»  sie  mit  den  letzteren  bis  auf  die  kleinen 
l;nl('rsi;hied*%  das«  hier  ^  —  ./'  statt  jJ  vorkommt,  und  A'  und  ß' 
Jede  Kin  tilied  mehr  liahen  als  A  nnd  B,  identisch  sind.  Die  dort 
gegebene  AiifKisimg  kann  also  auch  hier,  mit  Berücksiclitif^<iiiÄ-r 
ilieser  kleinen  Unterschiede,  angewandt  werden. 
SelKl  man  nonilich 


so  werden 

a' 

'^ —'■'■*"  4  i"          "J   (,-_„(«_()            j'i 

[.'-,)(«.-() 

./  =    -   -,!  f;.-_;rl;r^^^-^^    +   -^l^.         '          .,    - 

i 


i9. 

Die  zwei    anderen,  hier  zu  erfüllenden  (ilcichungen  haben  beide 
ur.spriinglieh  die  Fonii 

0  =  L-i-L  +  /."  +  //"+  iTi'dL  +  'i7T"d'{L+L)  —  %n"d'T" 
um)  unlerü^cheiden  sich  von  einander  nur  dadurch,  class  in  der  einen 
A'  und  A",  in  der  anderen  M  und  M'  zu  subslituiren  sind ;  wir  braii- 
rhen  aus  diesem  Grunde  nui'  die  Eine  derselben  zu  entwickeln,  und 
weiden  dazu  die  von  jV  und  A''  abhängende  wählen. 

50. 
Die  Ausdrücke  der  verschiedenen  L,  welche 'wir  bei  der  folgen- 
den Kniwickclung  benutzen  werden,  linden  sich  unter  (5)  und  ^6; 
des  Art.  8,  und  zwar  soll  für  L  und  L'  der  Ausdruck  (5),  sowie  für 
//  und  L"  der  Ausdruck  (6)  den  lintwickelungen  zu  Grunde  gelegt 
werden.     Wir  bekommen  demzufolge 
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Die  RcductioD   der  Summe  L  +  /"'  ist  leicht  zu  bewirken.      Setzt 

man 

2  s  =  {R—7i)  +  {R"'—ji") 

2fl=  {R—7t)  —  (Ä'"-^) 

=  2.7+  {n'^—n) 

woraus 

R   —  n  =  s  -h  D 

R"—  71"^=  8  —  D 

folgen,   so  bekommt  ntan   ohne  Muhe   aus  den   vorstehenden  Aus- 
drücken : 

L +£"—  ^  j(6fl+iV (;!•''— ;r))  «*  — 2  iV (;r'^+ TT)  D«+2Z)'+iV(;i'^-7r)  fl^l 

wo    «  die  einzige  Unbekannte  ist. 

Die   Summe  £  +  L"  lässt  sich   auf  gleiche  Weise    behandeln. 
Setzt  man  hier 

2/>'=  (i?'-7r„)  -  (Ä"-;r„) 
^  2^'  +  (;r„ — 7i") 

woraus 

R"-„„=g'-D' 

folgen,  so  erhalt  man  eben  so  wie  oben: 

L  ^  £'  =  ^2^  j  (6iV'Z)'+  iV(7r„-  ;r"))j/'^  -  2iV(;r„+  jr")  !>'</'+ 

'"   'Vvelchem  Ausdruck  aber  ausser  g   noch  die  Unbekannte  (jr„+;r") 
vorlsommt,  und  daher  eine  weitere  lleduction  erforderlich  ist. 

51. 
Die  Gleichungen  des  Art.  47  geben 

N'n.,^  ji"+  (iV—1 )«'"-»-  {N'—N)R"—Nn"H 


n 
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iolyllch  wird  I 

+  iVrt'^ii  — i\v"'( 

Fuhren  wir  jetzt  die  Suiislilution 

is   =  (/('— ;r-")  +  (/r— n-'^) 
L'iii,    und   heniilzea    ausserdem   die    schon    obeo    aagewündle  Siit>±= 
tiitiuu 

so  veiwaudctt  man  die  vorstellende  Gleichuug  leicht  iu 

Die    Gleicliung    des    vor.   Art.,  durch  welche   tj'  eingeführt     wui-rf 
giebt  aber 

iiud  iu  Verbindung  mit  der  vorhergehenden: 

</  = j^s  -I-  i?«  —  iiji  (Ti'd  — a    M  ) 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man 

+  w'  (''""*•'') "' W'  {^'^-*-  ^) « 

-  j^.  ((*' -  2.V) «'  +  2  (A- 1 ) »  +  i  A" (1"+  ,t) )  (i,''d-/''il') 
womit  der  zu  Endo  des  vor.  Art.  erhaltene  .\usdruck  von  L  + 1 
übergeht  in ; 
£h-  r=  2  !^{l,V'(A-+M')i/+f , "",(■(.■■ 

—  |4A'{A'— l){iV+JV)fl-+A''(A'-))n"'d'|ss 
H-j(A'-1)'(3A"+2A-)i)-+-^(A'-l)VM'js' 

—  |JV' »■/)•(;."+ ;r)  +  2JV(A'+A)i)'(jr'»</—,T"'d")J8 
-l.|AW(A-t)D'(i."+.i)+JV(JV-lj(3iV+2A')ü'(rf'd-i"V;l' 
+  j  iV'"i)''  +  iA'A"ß"^"'<;'+  4-A".'Vfl';^-+i)(i'i(-j"'J'  || 

52. 
Hieniit   ist   die    Gleicliung   des  Art.    il)  so    weil  entwiciidt,  al? 
erforderlich  ist ;  fiilirt  man  die  Substitutionen  aus,  und  setzt 
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^,{N'+  2N)  [N'-  N)ü'+  ^{N'-N)7i"'  d' 
>    =  4  ^{N-  \ )  {N'  +N){N'-N)D-+  JJ  (A^-  i )  [N'  -  N)7t"^d' 
c    =  '•^'(3iV'+2iV)(iV'— iV)Z>'-4.3(iV-1)Z> 

+  -J(iV-l)  {n--^)  +  ^  (iV-l)^(iV'-  N)^'H' 
e    =  iV^(A"-  A)fl'(ji"'+Jr)  +  2  ^(A"+  iV) (A'-  N)ü'{7i'^d—7i""'d") 

f   =  A(A— 1)(A'— A)/)'(;r'^-+jr)-A(A--1)/J(7r"'-h7r) 

+  ^(A— 1)  (3A'+  2A)(iV'-  N)D'{n"'d^7i""^d") 

g  =  A'2(A'— iV)D'»-i-(A— 1)D='+:J(A-1)Z>»(7r'^— 7r)  +  C' 

wo  zur  Abkürzung 

C7  «=  ^  (A'—  A)Z>' V'^d'+  ~(A'—  iV)fl'(7r'^-»-  jr)  (;r'^d— ;r"'^(/") 

+  N^n'Ld  +  A^7r"(L+L')<^'—  N^7T"'L"d" 

geschrieben  worden  ist,  dann  wird  die  eine  Endgleichung 

0  =:  as'^ —  6«'«  +  cs^ —  es  +  fs-hg 

Hier  dürfen  s  und  s  als  die  einzigen  Unbekannten  betrachtet  werden , 
da    die   Glieder,    welche   mit  d,  d',  d"  niultiplicirt   sind,    auf    die 
nemliche  Art  berücksichtigt  werden  können,  wie  im  vor.  Abschnitte 
gezeigt  worden  ist.   Die  zweite  Endgicichung  bekommt  man  dadurch, 
dass  man  in   den   vorstehenden  Ausdrucken   allenthalben  M  statt  A, 
und  M'  statt  A^'  schreibt.      Bezeichnet    man   die   durch   diese   Ver- 
wandlung entstehenden  Coefficienten  mit  den  gleichen,  aber  mit  einem 
Striche  versehenen  Buchstaben,  so  dass 

etc.  etc. 

werden,  so  entsteht  die  folgende  zweite  Endgleichung 

=  as^ —  0  88  + C  r —  68  +1  8  +  (J 

Hat  man  aus  diesen  beiden  Kndgleichungen  8  und  s  besliumil, 
Welche  Bestimmung  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung  des  vierten 
^^ades  führt,  so  ergeben  sich 

R   =  s+D  +  n 

R'  =  s'+z/'+|(7r^"+7r) 
^^tnit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


"i 
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53.  ^ 

Die  P'rage,  ob  das  im  Vorhergehenden  eofwickeltc  LinscnsystewTTi 

eiaer  Anwendung    fähig   ist  Oder  nichl,   wird    am  einCaehsleu  dur(r  l 

die  Berechnung  eines  Beispiels-  enlschieden,    und   es   soll  daher  m    _i 

Anwendung  der  im  vor.  Abschnitt  angewandten  Brecliungs-  und  Ze^Er~. 

streuungs Verhältnisse  ein  Femroh lobjecliv  «ach  den  cbeu  entwicke  ^ 

len  Formeln  berechnet  werden.      Zuerst  soll   iuigenonuncn    werdei 

dass  die  beiden  äusseren  Linsen  von  Flintglas    und   die  mittler 

Kronglas  sei.     Zufolge  des  Art.  27  sind  daher  unsere  Daten 

N  —   1.61800 

A"=  1.51870 

M=   1.66024 

M'=   1.03956 

und  ausserdem  sind  n  =  0,  n"  =  \.     Die   Wertlie    von  J  und  ^^' 
brauchen  hier  nicht  von  Neuem  berechnet  zu  werden,  da  nianleiohl 
einsehen  wird,    dass    sie    unmittelbar    aus    ilem  Art.  27    enlnoiuruen 
werden  können.     Für  die  erste  Annäherung  werden  hier 
J~  J':=  —  1.1564,  J'=  +  2.3417 

und  folglich 

^  =  -t-  1 . 1  853 
D=  +  1.6853,  0'=  +  2  3417 

Die  obigen  Daten  lii-tern  ferner 

iV'—  A'=  —  0.0i)'J30,        M~  M  =  —  0.12068 

A"-4-  N=  +  3.1367,  M'-*-  M  —  +  3.1998 

A"H-2yV=         4.7547,  M'+2M  =        4.8600 

3A'  +  2iVs=        7.7921,       ÄM+iM=        7.9391 

und   hieraus   ergeben   sich   durch    eine   kurze  Rechnung  die  bei"«" 

Endgicichungen,  die,   nachdem  mit  den  Coefficienlen  von  i''  divid'" 

worden  ist,  die  folgenden  sind: 

0  Ä  s^~  l.0076s's— 1. 661 6«*— 0.31 93s'H- 1.00598  —  0.7554 
0  =  s'^—  1.0474ss— 1.3223«^— 0.3168s'+0.8775s  —  0.ii57 
Aus  dem  Unterschiede  dieser  beiden  Gleichungen  crhiSlt  luan 

,  B.öitS^  — 3.225s  +  8.ä82 

Ä  — 0.0628 

womit  ü'  vollstlSiidig    aus    einer    derselben    clirainirt    werden   "'"*■• 
Man   gelangt  dadurch   zu    einer  Gleichung  des   vierten  Grades  m  *- 
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;he  zur  Bestimmung  dieser  Unbekannten  dient.  Hat  man  hiemit 
Werthe  von  8  erhalten,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  des 
m  Grades  in  s  zu  jedem  Werthe  von  s  den  entsprechenden 
th  von  8.  Es  ist  aber  im  gegenwärtigen  Falle  überflüssig  die 
innte  Elimination   auszuführen,    da  der  Ueberblick    schon   lehrt, 

alle  vier  Wurzeln  der  genannten  biquadratischen  Gleichung  ima- 
r  werden.  Es  lässt  sich  also,  wenigstens  mit  den  der  obigen  Rech- 
5  zu  Grunde  gelegten  Daten,  kein  Objectiv  von  der  angenommenen 
n  construiren,  welches  sowohl  die  Rand-  wie  die  Centralstrah- 
zweier  verschiedenen  Farben  mit  einander  vereinigt.  Man  darf 
1  nicht  hoffen,  diese  Vereinigungen  durch  Anwendung  anderer 
arten  zu  Wege  bringen  zu  können,  da  die  dem  Beispiel  zu  Grunde 
gten  zu  denjenigen  gehören,  welche  in  ihren  Brechungs-  und 
;treuungsverhältnissen   die   grössten  Verschiedenheiten  von  einan- 

darbieten,   die  man  kennt,    und   die  Anwendung  von  Glasarten 
geringeren  Verschiedenheiten  auf  Endgleichungen  hinführen  muss, 
3n  Coeflicienten    noch   geringere  Verschiedenheiten    von   einander 
jieten,  als  die  obigen. 


34. 

Obgleich  sich  voiaussehen  lasst,  dass  die  Verwechselung  der 
len  Glasarten  mit  einander  ein  ähnliches  Resultat  herbeiführen 
d,  als  das  eben  erhaltene,  so  will  ich  doch  nicht  unterlassen,  die 
effenden  Zahlenwerthe  hier  anzusetzen.  Es  wird  also  jetzt  an- 
ommen,  dass  die  beiden  äusseren  Linsen  aus  Kronglas  und  die 
lere  aus  Flintglas  bestehen,  wodurch  mit  Beibehaltung  derselben 
warten  wie  oben  sich  die  folgenden  Daten  ergeben: 

N  =  1.51870 

iV'=  1.61800 

M  =  1.53956 

M'=  1.66024 
wir  nun 

J—J'=  +  2.3417,     ^'=  —  1.1564 
Lommen  müssen,  so  werden 

fl  =  +  1.6853,     /)'=  —  1.1564 


I 
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und  da  aus  den  jetzigen  Daten 

N'—  A'  =  -t-  0.09930,       M—  M  =  +  0.12068 

A"+ iV  =         3.1367,  M'-t-M=        3.1998 

A'+aiVss        i.6534,         M'-|-2JI/=        4.7394 

3N+iN  =        7.891 4,       3iM'  +2iV  =        8.0399 

folgen,  so  erhallen  wir  die  beiden  Endgleiclmngcn: 

fl  =«'—0.92050«'«  — 3.7ß059Ä^— 0.34755«'+ 1.86087s— 4,I98TI 

0:=«'2—0.94639«'8— 3.11980«^— 0.35030« -f-1.60ö33«—3.i30Üä 

nebst 

,_  3i.75a'— a.B7j+!il.3i 
I+ÖTTÖ62 

"jDer  Ueberblick  zeigt  auch  hier  sogleich,^  dass  man  auf  lauter  itnsgi- 
nöie  Werthe  der  ünbckannlen  s  und  «'  kommen  niuäü,  folglich  das 
Oljjecliv  wieder  uniiiüglicli  wird. 

55. 
Obgleich,  wie  man  im  Vorhergehenden  gesehen  hat,  ein  Ol>- 
jecliv  von  der  in  Rede  ziehenden  Fonii,  in  welclicm  die  Cenlral- 
und  die  Randslrahlen  von  zwei  verschiedenen  Farben  mit  eiDanilor 
vereinigt  werden,  nicht  hergestellt  werden  kann,  öo  lössl  sich  Aoch 
ein  solches  Objoctiv,  in  welchem  die  Bandstrahlen  mittlerer  Bre- 
chuDg  mit  den  Centialstrahlen  vereinigt  werden,  ausführen.  Diess  süII 
jetzt  gezeigt  werden.  Da  wir  unter  der  letztgenannten  Bedioguog 
nur  drei  Gleichungen  zu  erfüllen  haben,  wahrend  die  Form  unserw 
Objectivs  uns  vier  Unbekannte  darbietet,  und  folglich  eine  beltebijie 
vierte  Gleichung  den  drei  übrigen  hinzugefügt  werden  kann,  so  laset 
die  gegenwärtige  Aufgabe  eine  grosse  Anzahl  von  Auflösungea  zu; 
strenge  genommen  eine  unendlich  grosse  Anzahl,  wenn  nicht  ang^ 
oommen  werden  dürfte,  dass  eine  Anzahl  der  Auflösungen  wieJ«'' 
auf  imaginäre  Werthe  der  Unbekannten  hinfuhren  würde. 

56. 
Es  soll  die  Auflösung  der  im  vor.  Art.  ausgesprochenen  Auf- 
gabe hier  nur  auf  eine  einzige  Art,  und    zwar  mit  Ilinzufügung  d«'' 
Bedingung,    dass   die   Halbmesser   der    beiden    äusseren    Linsenobor- 

•)    Hr.  V.  Glasenapp    hat   die    Güte   gehabt,    die    obigen   numerischen  R«''" 
nungen  auszuführen. 
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flckcben    einander    gleich    sein,    aber    entgegengesetzte   Lage    haben 

sollen,  durchgeführt  werden.    Zufolge  dieser  Bedingung  erhalten  wir 

die  Gleichung 

R  +  R  =  0 

aus  welcher  in  Verbindung  mit  der  überhaupt  geltenden  Gleichung 

R-R''=z2J 
hervorgeht,  dass 

R  =  J,     R"=  —  J 

folglich  bekannte  Grössen  sind.    Aus  derselben  Gleichung  geht  ferner 

lervor,  dass  die  im  Art.  50  eingeführte  Grösse  8  den  Ausdruck 

annimmt.  Es  zeigt  sich  hiemit,  dass  auch  die  Summe  L  +  L"  eine 
J)ekannte  Grösse  wird,  welche,  wenn  man  wieder  die  mittleren 
Brechungsverhältnisse  der  beiden  anzuwendenden  Glasarien  mit  m 
und  m   bezeichnet,  folgenden  Werth  annimmt: 

>vie  aus  dem  im  Art.  oü  erhaltenen  Ausdruck  dieses  Aggregats  un- 
mittelbar hervorgeht. 

57. 

Um  den  Werth  von  L  +  L'  zu  erhalten ,  wenden  wir  uns  an 
den  dafür  im  Art.  50  gefundenen  Ausdruck,  in  welchen  wir  nicht 
nur  die  mittleren  Brechungsverhältnisse,  sondern  auch 

k  =s  mg' 
einführen.     Es  wird  hiemit  zunächst 
j.  ^  j,. ^  ü^ j  (6/)'  +  ^,(;r.-  TT"))  1^-  %mD'  [n,^  n")  k  + 

Sei  nun 
dann  erhält  man  aus  der  Gleichung  des  Art.  50  für  g 
und  aus  dem  Art.  51 

Die  Elimination  von  a  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  giebt 


MiNlnrrb   der  ofc%e   Avsdrnrk    rtir  K  -H  V  in    dea    ro^en4)eo    v£ 
waodi-Ii  «vd,  B  wekhe»  k  aU  die  einzige  L'nbekawile  betrachi 


— a»   x'+i -•-««':»■=*— i-'W",)*+äi»''fl''+«ii»'J)''a.  —  » j| 

Oi»  liksfaaiQBB    «    mid  k  sefaea  mseenleui  durch  die  Eltiniaali  ^^zi3n 


■I  Jbt  A^loie  «Imm  fftttf  ■>.  Ja  maD  vermöge  der  ] 

S& 

S^-lzt  nun  zw   Abt  ni  i  wik : 
.1  =  i^^  m  +  im  lr-t-m^^m'>J- 
b  =    «■— «  O"  I-+»  +«  »•— «,»•  yj— >."'d'T 
c  =  ä«i''«l  — «,!(■'+*  ■—ll>'+»,»—(,»'(ir"—;r) 

(,  =  »./»■  »/— i»,ft'T'd  +ii»=.T(.J+ii»=.i    i+tjii— äm'»"£"  «:-'■ 
iiiul   Nvii;  iu  der  Dächsl  vorheri:elieDdeD  Aufgabe 
"  =  J  +  ^[:f—:tj 

ü    =    ./    -|-yT"J' 

siriil.  so  wird  die  KndgleiciiuDg 

0  =  ak'  —  Uk  +  c 
iNaclirli'iii    liian    hieraus    die    beiden    Werlhe    von  k  gol'uiidcn    l» -^'■ 
iK'rucliilet   man  iur  jeden  derselben 

ll'  =  a  +  J\     R"=<s—J' 
wahrend  stets 


«  =  J,  R"=  —  J 


V 


I 
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sind.     In  der  ersten  Annäherung  werden  wieder  hier  wie  oben  die 
Glieder,  welche  von  den  Linsendicken  abhängen,  weggelassen. 


59. 

Um  zu  zeigen,   dass  hieraus  reelle  Objective   entstehen,  wollen 
%vir  wieder  den  einfachsten  Weg  einschlagen,   und  ein  Beispiel    be- 
rechnen.     Der  Kürze    wegen    soll   von   diesem  Beispiel  jedoch  nur 
die  erste  Anniiherung    angegeben   werden,    da   jeder ^    der  die  ge- 
naueren Werthe  der  Halbmesser  kennen  lernen  will,  leicht  selbst  die 
zweite,  und  wo  nöthig  die  dritte  Annäherung  hinzufügen  kann.     Es 
sollen  wieder  dieselben  Daten  angewandt  werden,  welche  oben  be- 
nutzt wurden,  und  das  Beispiel  auch  für  die  beiden  Annähmen  über 
die  Lage  der  zwei  Glasarten  ausgeführt  werden. 

Legt  man  zuerst  die    Kronglaslinse   in   die  Mitte,   so  bekommt 
naan,    gleichwie    im  Art.  53, 

^  =  -H  1.1853,     z/'=  +  2.3417 
D  =  +  1.6853,     ly  =  +  2.3417 
^nd   für  die  Berechnung  der  Endgleichung  sind 

m  s=  1.6391 
w'=  1.5291 
zu   setzen.     Nachdem  mit  dem  CoefBcienten   von  k^  dividirt  worden 
»st,   erhült  man 

0  =  P  —  2(9.201 6)  fe  —  (0.5778) 
"ie   Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

&  =  -H  2.1H      und     Ä  Ä  —  1.793 
^Voraus 

o  =  +  1,593     und     o  =  —  0.789 

Ä'=  +  3.935  Ä'=  +  1.553 

Ä"=  —  0.749  fi"=  —  3.131 

^^J^en.     Wir  haben   hier  also  wieder  zwei  verschiedene  Objeclive 
® «"halten,  in  welchen  beiden 

Ä   =  +  1.185 

Ä"'«  —  1.185 
^^^cl.    Die  Kronglaslinse  ist  in  beiden  biconvex,  und  sümmtliche  Flint- 
^'^ Klinsen    sind   Menisken;    die  inneren  Halbmesser  sind    bedeutend 


Legen  wir  jetzt  die  FÜDlglaslinse  in  die  Mille,  so  erhallen 
ziinäclist,  gleicliwic  im  Art.  5i, 

J  =:  +  1.1853,     J'=  —  l.tüGi 

D  =  +  1.6833,     0  =  —  1.1564 

und  die  Döten  zur  Berechnung  der  Endglcichung  sind  jetzt 

m  =  1.3291 

wi'=  1.6391 

aus  welchen 

0  =  )t^—2i9.2i17)fc— (1.1078) 
heivoigelit.     Die  Wurzeln  dieser  («leichung  sind 

ft  =  +  3.758       und      ft  =*  —  3.i10 


und 


fl=  —  1.903 
/{■  =  —  3.039 
/{"=  —  0.7i7 


n  =  +  2.78.-1 
n'=  +   1.629 
R'^=  -+.  3.941 
folgen,  zu  welchen  Werthen  wieder 

R   =  -f-  1.185 
ß"'=  —  1.185 

gehören.  Im  ersten  dieser  beiden  Objcctive  sind  die  zwei  erste'n 
Linsen  Menisken,  die  dritte  biconvex,  im  zweiten  Objectiv  hingegen 
ist  die  erste  Linse  biconvex  und  die  zweite  und  dritte  Meni.sken ; 
die  inneren  Halbmesser  sind  wieder  sehr  von  einander  verschieden. 


61. 

Als  Einleitung  zur  folgenden  Aufgabe  soll  noch  untersucht  wer- 
den, ob  dasselbe  Linsensystem,  welches  uns  im  Vorhergehenden  be- 
schäftigt hat,  mit  Beibehaltung  der  zuletzt  eingeführten  Bedingung 
reell  wird,  wenn  man  statt  der  beiden  äusseren  Halbmesser  die 
beiden  inneren  einander  gleich  und  entgegengesetzt  liegend  annimmt. 
Um  ganz  kurz  verfahren  zu  können,  sollen  hiebei  die  Linsendicken, 
die  wieder  als  sehr  klein  angenoinuien  werden,  ganz  ausser  Berück- 
sichtigung bleiben. 

Da  unter  der  gegenwartigen  Annahme 

R-t-  ir^  0  =  0 


^ 
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ist.,  so  wird 

und  der  im  Art.  57  für  L  +  L"  erhaltene  Ausdruck  geht  über  in 

und  ist  völlig  bekannt.     Der  Ausdruck  des  Art.  50  für  L  +  £"  kann 
mit  der  blossen  Veränderung  von  iV  in  m  angewandt  werden.    Setzt 
man  daher  hier 
a  =  (m— 1)(6Z)-f.m(;r^— tt)) 

c   =  2(m— 1)D^+i»(m— 1)/)^(7r^— ;r)+2m''(m'— m)ß'^ 

so   wird  die  Endgleichung 

0  =  a«2— 26«  +  c 

Wendet  man  diese  Auflösung  auf  die  vorhergehenden  Daten  an, 
so  erhalt  man,  wenn  die  Kronglaslinse  in  die  Mitte  gelegt  wird, 

0  ==  8^—  2(9.3707)«+  (9.4071) 

und  wenn. die  Flintglaslinse  in  die  Mitte  gelegt  wird 

0  =  «^—  2(9.3450)5+  (9.9983) 

I)ie  Wurzeln   dieser  beiden  Gleichungen   sind  imaginär,  und  folglich 
ist  es  unmöglich,  ein  solches  Objectiv  herzustellen. 


62. 

Aus  dem  Vorhergehenden  giebt  sich  zu  erkennen,  dass,  obschon 
^*ch  ein  Objectiv  von  vier  Brechungen  und  der  hier  in  Rede  stehen- 
den Form,  welches   zwei  Randstralilen   von  verschiedener  Brechung 
'^•t   den  Centralstrahlen   vereinigt,   nicht   herstellen  lässt,  man  doch 
®*^    Objectiv    dieser   Form    herrichten    kann,    in    dem    die    Rand- 
^^•^ahlen  mittlerer  Brechung  mit  den  Centralstrahlen  vereinigt  werden, 
*^*t    anderen  Worten,   ein  Objectiv,  welches  denselben  Bedingungen 
^^nügt,  wie  das   im  vor.  Abschnitte  berechnete.     Im  gegenwärtigen 
^He  kann   ein   solches  Objectiv   auf  verschiedene   Arten   construirt 
^^^rden,  da  eine  Bedingung  willkührlich  bleibt.    Es  ist  gezeigt  wor- 
*^*^,  dass  das  Objectiv  möglich  wird,  wenn  man  annimmt,  dass  die 
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äusseren  Halbmesser  einamlpr  gleich  sind,  umi  enlgegongoüetzlo  1^-^*%*^ 
hallen,  imd  man  würde  auch  unter  lUesei'  oder  jonur  anderen  ^Ä^^'?- 
dingung  ein  solches  herstellen  können,  aber  unler  jeder  BwlingE^-^^ns 
ist  CS  nicht  möglich.  Diess  zeigt  der  zuletzt  betrachtete  Fall.  Ui^  -le 
der  Annahme,  dass  die  beiden  inneren  Halbmesser  einander  gl*-  ^^fic 
seien  und  entgegengesetzt  liegen,  iBt  das  Objoctiv  unmöglich,  i^bk_  n 
noch  andere  solche  Fülle  würden  sich  herbeifiJhren  lassen. 

Alle  diese  Untersuchungen    sind  unter  der  Voraussetzung  ai 
slflll,  dass   die  Linsendicken   so  kleine  Grössen  seien,  {lass  man 
der    Bertlcksichtignng   der  ersten   Potenzen    derselben    ausreicht; 
hisst   sich    daher   die  Frage    aufwerlen,   welche  Resultate  durch     ■^:. 
Linsensyslem  von  der  hier  in  Rede  stehenden  Form  erreicht  wert^l  ^,, 
können,  wenn  man  anninnni,  dass  wenigstens  Eine  der  1-insendicW«^«/, 
«0  gross  ist,    dass    man    sie  strenge  berücksichtigen  muss.     Zur   KV- 
örterung  dieser  Fi-age  soll  das  Folgende  einen  Beitrag  Jiefern. 


63. 

Nehmen  wir  jetzt  an.  dass  die  Dicke  der  mittleren  Liose  so 
gross  sei,  dass  sie  strenge  berücksichtigt  werden  muss,  und  über- 
gehen wir  hiebei,  der  Kurze  wegen,  die  Dicken  der  beiden  äusseren 
Linsen,  die  als  sehr  klein  angenommen  werden  sollen.  Diese  Uebn^ 
gehiing  ist  zwar  durchaus  nicht  nothwendtg,  da  die  genannten  Linsffl- 
dicken  hier  eben  so  berilcksichligt  werden  könnten,  wie  bei  den  im 
Vorhergehenden  gelösten  Aufgaben;  ich  werde  sie  blos  der  kUnereo 
Darstellung  wegen  einführen,  und  dem  Leser  die  leichte  ErgÜDZung 
überlassen. 

Wenden  wir  uns  zur  Gleichung  des  Art.  17,  die  ftlr  sd'h" 
Brechungen  ausgeschrieben  ist,  und  entfernen  vor  Allem  daraus  ilit^ 
zwei  Brechungen,  die  der  dort  angenommenen  grossen  EnlferaBOg 
zwischen  der  dritten  und  vierten  brechenden  Obertläche  zunScIisl 
liegen;  wir  eignen  dadurch  diese  Gleichung  dem  jetzt  in  Rede  stehen- 
den Falle  zu.  Betrachton  wir  hierauf  zunächst  nur  den  von  1^ 
unabhängigen  Theil  dieser  Gleichung,  welcher,  gleichwie  in  deu  an- 
deren oben  behandelten  Füllen ,  für  sich  gleich  Null  werden  u'"*" 
Subslituiron  wir  hier  die  im  Art.  i7  angegebenen,  un.screr  Aufgabe  i"- 


/ 
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o^iumenden    BrechungsverhUltnisse,    und   wenden   die  mittleren  der- 
Iben  an,  berücksichtigen  auch  die  Gleichungen 

R  —  ir=  %.u    R  —  Ä"=  2./' 

bekommen  wir 

n'^—n  =  i{m—i){J—J')  +  2{m'— i)  J'  +  m'n,,n'd'  ...  (a) 
^vo  d'  die  grosse  Dicke  der  mittleren  Linse  bezeichnet. 

Betrachten  wir  unter  denselben  Voraussetzungen  den  mit  k'"  mul- 
t^iplicirten  Theil  der  angezogenen  Gleichung,  so  wird  dieser,  wenn 
%vir  zur  Abkürzung 

k  ^    \   +7T„d' 

setzen : 

0  =  {L+L)k^  +  L'+L' (6) 

Diese   Gleichungen  (a)  und  (6)  sind    der   weiteren   Entwickelung   zu 
u  n  ter  werfen. 


64. 

Wendet  man  die  Gleichung  (a)  auf  zwei  verschiedene  Licht- 
et-t-ahlen  des  Sonnenspec tr ums  an,  mit  anderen  Worten,  schreibt  man 
e^sl  N  und  N\  und  darauf  M  und  M'  statt  m  und  m  darin,  so  ent- 
stehen zwei  Gleichungen,  welche  gleichwie  vorher  die  Bedingung 
^^s  Achromatismus  der  Centralstrahlen  bilden.  Die  Gleichung  (6)  dient 
hierauf  mit  Anwendung  von  m  und  m',  um  die  Randstrahlen  mittlerer 
Brechung  mit  den  Centralstrahlen  zu  vereinigen.  Diese  Umstünde 
^ind  die  nemlichen  wie  in  den  vorhergehenden  Aufgaben,  nur  müssen 
hier,  der  grossen  Linsendicke  d'  wegen,  die  erhaltenen  Gleichungen  an- 
ders behandelt  werden,  als  in  den  vorhergehenden  Aufgaben.  Da  die 
^  i^r  Halbmesser  der  Linsenflächen,  nebst  d\  fünf  verfügbare  Grössen 
ausmachen,  während  nur  drei  Gleichungen  zu  erfüllen  sind,  so  kann 
i*iai  zwei  willkührliche  Bedingungen  einführen,  und  diese  sollen 
darin  bestehen,  dass  wir  sowohl  die  beiden  äusseren,  wie  die  bei- 
m  inneren  Halbmesser,  jedes  Paar  fUr  sich,  einander  gleich  aber 
tgegengesetzt  liegend  annehmen.  Diese  beiden  Bedingungen  wer- 
den durch  die  Gleichungen 

R  +  it"=  0,         R'+  fi'=  0 
ausgedrückt,  welche  in  Verbindung  mit 

R  —  R'=  2./,       /i'  —  «"=  2.</' 

^blkandl.  d.  K.  8.  aoselUcli.  d.  Wisseuf^ch.  XV.  51 


I 


(id. 

Die  Gleichung  (o)  bleibt  nach  der  Einl^ihrung  der  beiden  'i 
genannten  Bedingungen  dieselbe,  aber  sie  lässt  sich  in  zwei  Gle: 
chungen  zerlegen,  die  dazu  angewandt  werden  können,  um  derselbi 
eine  andere  äussere  Form  zu  geben.  Aus  den  im  Art.  47  auTgeälelltc 
Relationen  zwischen  den  Reciproken  der  Vereinigungs weilen  erhalle»,  ^oi 
wir  jetzt,  wenn  wir  die  mittleren  BrcchungBverhilllnis.se  anwend<=^j^_^  n 
und  wie  oben  die  Liasendicken  d  und  d"  übergehen,  die  Ausdrüc  -^  ^( 
m'ji"=  {m—\){J—.J')  +  (m'— 1)./'-l- JT 
mV,  =  —  {m-~\){y/—J')  —  (»r— 1)^'-|-n" 
deren  Unterschied,  wie  man  leicht  findet,  mil  (a)  identisch  --^^^&\. 
Wendet  man  diese  beiden  Gleichungen  nach  einander  an,  um  m'  in 

dem  Gliede  m'n„Ti"d'  der  Gleichung  (o)  zu  eliminiren,   so  bekuu  .^^^hoiI 
man 


(,„-\){J-.f)  +  {„i-\)J'=' 

(„_()(.y_.r)  +(>B--i)../=  " 

Nun  giebt  die  Gleichung 

Tj„ — n"  =  jT„7i"d' 

des  Art.  12  leiclil 

(l-)i"ii')(H-i„J')  = 

\ 

und  die  Verbindung  dieser  mit  der  im  Art.  63  eiagefUhrteo  Grös=s^^ 
fuhrt  auf 

(ft) i  —  nV  :^\,      \+n„il=}.  ^ 

womit  beide  obigen  Gleichungen  in 

(') (m-\)(J-J')  +  (m'-\)J'=  "]lf 

übergehen.      Diese  Gleichung    ist   mit  der  (o)  gleichbedeutend,      «3i>- 
gk'icli  yie  eine  andere  Jtussore  Form  besitzt. 

Ö6. 
Um    die    zwi-schen  </'  und  l  stjittfmdende  Relation    zu    erhal*-'^"' 
bemerke  ioli,  dai^s  die  SuLslitiilion  von  [f)  in  die  vorstehenden  tV    ■'"'' 
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cliungen  für  nin'   und  mn,, 


t     n 

m 


giebt ;   eliminirt  man  hieinit  tt''  und  n,,  aus  den  (/c),  so  führen  beide 
auf  dieselbe  Gleichung,  nemlich 


A2«(;r«v+^)^,A-1  =0 


Sieht  man  nun  d'  als  bekannt  an,  so  erhält  man: 

<3s    entsprechen    folglich    inmier   jedem    Werthe    von  d'  zwei   reelle 
\Verthe    von  A.      Sieht    man    hingegen  A  als  bekannt    an,    so    wird 

'vvoraus  folgt,  dass  nicht  jedem  Werthe  von  A  ein  statthafter  Werth 
v-on  d'  entspricht.  Denn,  vorausgesetzt  dass  i^'^+n  positiv  ist,  so 
vvird  d'  negativ  und  folglich  unmöglich,  wenn  entweder  A  zwischen 
O  und  1  liegt,  oder  wenn  A  negativ  und  —  A  >  1  ist.  Wenn  hin- 
gegen i^^-k-n)  negativ  ist,  so  sind  die  eben  ausgeschlossenen  Werthe 
von  A  die  einzigen,  welche  ein  mögliches  d'  geben. 


67. 
Wenden  wir  uns  zur  Gleichung  [c)  des  vorvor.  Art.  und  bezie- 
hen  sie   auf  die   beiden  Lichtstrahlen   des  Sonnenspectrums ,   deren 
ßrechungsverhaltnisse  JY  und  N\  so  wie  bez.  M  und  M'  sind,  dann 
erhalten  wir 

{N—\){J'-J')  +  {N'—\)J'=  '^^^ 

''•er  ist  vorausgesetzt,  dass  A  wie  oben  vom  mittleren  Brechungsver- 
*^^Uniss  abhängig  gemacht  werde,  welche  Annahme  eine  kleine  Ueber- 
S^hung  in  sich  schliesst,  die  aber  nur  sehr  geringe  Wirkung  auf  das 
^^Sultat  äussern,  und  schliesslich,  wenn  man  will,  auch  ausgeglichen 
^^^rden  kann.     Lösen   wir  statt  der  obigen  Gleichungen  die  folgen- 
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L« 


(iV—l)  (/-/')-+  iß--\)f  =  1 

(il/— Ii(/-/')  +iJf-i;/-  =  I 

(welclu^s  (liir(;li  die  Aii^iilrUcke  der  Arll.  21  oder  18  geschehen  kann,) 

so  dass  /  und  /'  hekaiiiitä  Gröäseii  wcrdeo,  dann  ergeben  sich       ^^ 

/  _  '""-'"■*         /'  _  ''""-''"^  ^H 

-'  —      1+i     '     -^    "      <+i  ^H 

womit  ./  und  .:/'  in  Function  von  i.  dargestellt  sind.  ^^Bl 

Um  überllUssigc  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  wollen  wir  von 
iiuQ  an  annehmen,  dass  parallele  Lichtstrahlen  auf  da»  in  Betracht 
stehende  Linsensyslem  einfallen,  wodurcli  ji  =  0  wird,  und  da  wir 
jedenfalls  n"  =  i  setzen  dUrfen,  so  verwandeln  sieh  die  vorstehen- 
den Ausdrücke  in  die  folgenden: 

./  =  -^  .      J-=-^ 
welche  von  nun  an  anyevvandl  werilen  sollen. 


J 


Gehen  wir  zur  Gleichung  (A)  des  Art.  (J3  llbei\  und  entnehmen 
fUr  diese  die  Ausdrücke  der  verscliiedeaeu  L  aus  den  Gleichungen 
(5)  und  (6)  des  Art.  S,  so  erhält  man  die  Formeln 

j,.  =  üLi^jW(../'+;r„)'+»m„(.V'-^;r„)^i 

deren  Kntwickelung   wir  auf  die  folgende  Weise  ausführen  werden. 
Durch  Hülfe  der  Gleichungen 

erhallen  wir  sogleich 

(a) m\^+kfL=  (ni  — 1}/* 

und  ziehen  wir  die  Gleichungen 

hinzu,  so  ergieht  sich  ohne  Mühe 

{b)  .  .  .  .  m\]^).yc='!^\m-{m-l'-\y-m{m'l'—\yi 

Da  ferner  wogen  n"  +  n  =  ^ 

l 
mn,,  =  T-ri 
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wird,  so  enU>tehi  der  Ausdruck 

fn\\  +  Xy  U  =  ^^  \m' {jtil'+  A?+  wA(m /'+ A)*^{ 
wtfilcher  durch  die  Entwickelung  der  Potenzen 

+  m"'  ^3m  +  m)  m^  m'  l  "'\  [c) 
f^iobt.  Man  kann  bemerken,  dass  dieser  Ausdruck  in  den  ^on  L 
Utjergeht,  wenn  man  in  der  rechten  Seite  A  =  —  1   setzt. 

Endlich  wird ,  wenn  man  n^"^  =  I  macht,  durch  Hülfe  der  vor- 
s  Lohenden  Gleichungen 

w*^(1+A)^r'  =  (m_|)}(/+i+A/^  +  m(i+A)(/+H-Afj 
und   nach  der  Entwickelung  der  Potenzen: 

u^^  (^'1+A)^L'"=  (m— 1)j(m+r!A^+((2m+3)(/+'l)+w)A''^  + 

+((m+3)  (/+ 1 )-  +  2m  (/+'l  ))A  +  (/+-1  +m)  (/+1f  j     (d) 

v^i^o^eu  bemerkt  werden  kann,  dass  der  obige  Ausdruck  von  L  daraus 
ei:^(,:^teht,  wenn  in  der  rechten  Seite  A  =  —  I   gesetzt  wird. 

69. 

Stellen  wir  nun  die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrücke  (a),  (6), 
C^^  ->  id)  der  Gleichung  (6)  des  Art.  63  gemäss  zusammen,  und  setzen 
^^»*    Abkürzung: 

h    =  (m— 1)P 

«  =  — w^ 

c"  =  (m'— m)(3w'+»«)r 

o"'=  (}»— i)(m+1) 

6'"=  (m— 1)(2»»+3)(/+1)  +(m— 1)»» 
c"'=  (ff»— 1)(»»+3)(/+1f  +  2»»(m— 1)(/+1) 
e"'=  (w--1)(i+H-ff»)(/+if 
wird  die  Endgleichung 

0  =  (a"+  a"')A»+(6-f-6'+6"+6"')  A^+  (c"+c"')A+  (e"+  e'") 
man  hieraus  X  bestimmt,  so  findet  man 

d  ssz  m  — !— 


n 


7»ft 
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Da  die  vüislulmnde  ciihisolit;  Gleichtinu;  iiiiiiior  wcnigKlens  Kini' 
rutille  Wurzel  hat,  so  wird  man  immer  wenig^leuti  Einen  niög- 
licheo  Werlh  für  ä'  crliallcn,  vorauügeselzt,  dass  aiclit  iimiiur  die 
oben  erürterlen  beiden  Ausoabmet^lle  einlreten,  welche  d' 
folglich  unmöglich  machen. 


70. 


1 


Zur  näheren  ßeurlheilung  der  Möglichkeil  de»  in  Betmehtutig 
slelienden  Linsensystemä  sollen  jclzt  einige  numensche  Beispiele  be- 
rechnet ^Verden.  Zuerst  uebmc  ich  wieder  dieselben  beiflcn  GIhi>- 
arten  an,  welche  zu  den  vorhergehenden  Beispielen  gedient  lialn-n. 
lind  setze  voraus,  dass  die  mittlere  Linse  von  Kronglas  sei.  Man 
erkennt  leicht,  dass  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Werlhe  der 
mit  l  und  /'  bezeichneten  Grössen  das  Doppelte  der  im  Art.  53  für 
J  und  ^'  erhaltenen  Weiilie  betragen,  Wir  bekommen  daher  so- 
gleich 

/=  ■+■  äS.3706,     /'=  +  i.683i, 
und  es  siud  hier  ferner 

jrt  =  1.6391,  m'=  1.5291 

Durch  Anwendung  von  Logarithmen  von   blos    vier  Dccimalen  erg 
ben  sich  die  Werthe 


b   =  +    8.S1 

(.■  =  —  (3.89 

o"=  -  0.149, 

b"  =  -    ä.65. 

c"  =  -  I5.0S. 

i-"=  -  86.41 

o"=  +  1.686, 

b-=  +  U.S», 

c"'=  +  40.74, 

e-=  +  36.38 

Die  hieran«;  folgende  Endglcicliung 

1.537;i'+  6.55A=+  25.72;.  +  9.97  =  0 
hat  nur  die  einzige  reelle  Wurzel 

k=  —  0.4300 
welcher  Werth    zu   erkennen    giebt,    dass   das    in  Betracht    stehende    ■■ 
Linsensystem    bei    den    hier    gewählten    Daten    nicht    unmöglich    ist.    . 
Berechnen  wir  aber  die  Reciproken  der  Halbmesser,  nebst  der  Dicke  s 
der  mittleren  Linse,  so  finden  wir 


"^M  DioPTRiscHE  Untersuchungen.  767 

wodurch  sich  zeigt,  dass  das  Linsensystem,  obgleich  theoretisch 
m<)glich,  dennoch  praktisch  unausführbar  ist,  wenigstens  wenn  dessen 
Bi^ennweite  nicht  äusserst  klein  sein  soll.  Denn  da  die  Dicke  der 
mittleren  Linse  nahe  das  Dreifache  der  Brennweite  beträgt,  so  würde 
dieses  Linsensystem  schon  bei  massig  kleinen  Brennweiten  eine  un- 
ai-ftsführbar  grosse  Dicke  bekommen  müssen;  um  so  mehr  ist  diess 
|>^  grossen  Brennweiten  der  Fall.  Auch  werden,  wie  man  sieht, 
die  Krümmungen  der  Linsenoberflächen  hier  schon  sehr  gross,  wel- 
cher Umstand  die  Oeflnung  der  Linsen,  schon  bei  den  kleinsten  Brenn- 
vveiten,  sehr  beeinträchtigen  würde. 

Als  besondere  Merkwürdigkeit  dieses  Linsensystems  kann  an- 
geführt werden,  dass  es  das  Bild  des  unendlich  weit  entfernten 
Gegenstandes  aufrecht  zeigt,  wie  leicht  erkannt  wird. 


71. 

Als  zweites  Beispiel  sollen  dieselben  Glasarten  angewandt,  aber 
die  Flintglaslinse  in  die  Mitte  gelegt  werden.  Die  Werthe  von  / 
und  /'  entsprechen  jetzt  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Beispiel 
denen  von  J  und  J'  des  Art.  54;  es  sind  nemlich  jetzt 

2=3  +  2.3706,     r  =  —  2.3128 
nebst 

m=  1.5291,        m'  =  1.6391 

J^ie  hieraus  folgende  Endgleichung  wird 

1.468A^  +  8.60A^  +  36.47A  +  25.80  =  0 

^^ren  einzige  reelle  Wurzel 

A  =  —  0.8547 

^^-      Es  ergeben  sich  hiemit 

Ä  =  —  «'"=  +  16.31 
Ä'=  —  Ä"=  —  15.93 
d'  =  0.517 

■^^leich  hier  die  Dicke  der  mittleren  Linse  bedeutend  kleiner  aus- 

^^t'Jallen   ist   als   im   vorigen  Beispiel,   und  nur  ohngeP^hr  die  Hälfte 

^^w*  Brennweite  des  Linsensystems  beträgt,   so  ist  sie  doch  immer 

^^^^h   zu   gross,   als   dass   dieses  Linsensystem   praktisch  ausführbar 
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f» 


l-m)Xr  +  m(3m+im)i'l'  + 


-  (m+  m)  1 
(.»■+m)V| 


Abweichung  wegen  dor  Kugelgestall  in  demselben  gehoben  ist;  es 
wird  mithin  zur  Klasse  der  sogenannten  Aplanaten  oder  aplana- 
lischen  Loupen  gehören,  welche  vielfaclio  Anwendung  linden. 

Die  Auflüsung  dieser  Aufgabe  beruht  wieder  auf  der  Erfüllung 
der  Gleichungen  [a)  und  {b)  des  Art.  63,  während  in  (a)  die  mitt- 
leren Brechungsverhttltnisse  zu  belassen,  und  dieselben  wiederum  in  (6) 
einzuführen  sind.  Wir  kJinnten  denigcmüss  die  schon  gegebene  Ent- 
wickelung  von  (6)  anwenden,  aber  da  diese  jetzt  anders  ■•eordnet 
werden  luuss,  so  wollen  wir  etwas  weiter  zurückgehen. 

Setzen  wir  wieder  ji  =  0,  n"^  1,  dann  erhallen  wir  aus  den 
Gleichungen  des  Art.  68: 
m\\-k'XYL=  (m— 1)P  V 

^~^\m'*P  — 

m'(i-|-A)'/;  = 

(m_l)jf  +  (m+3)(1+i)f>-l-  {tm+^){\+Xfl+  («H-1)(l +A)»| 
deren  Substitution  in  die  oben  angezogene  Gleichung  (fr) 
(m-1)|(H-A^;f'-H(m+3){H-A)/^4-(2ffi-l-3)(i+A)M+(m-h1)(1+Af| 
+---ä^l»""0+^')'"  +  «*''(3m  +  m)(1-A)Ar+ 

-|-2m(3m'+2m)An'+  (m'+ m)(A-1)A'j  =  0 
ergiebt.     Seien 

und  zur  Abkürzung : 

c  =  (2»n-3)(l-l-Af,     e  =  [m~\){m+\)(\-\-Xy 
(in  —  mj' >  '  m  —  nt  ^  ■ 

^.^  j ü:L>!^j»,         «■=  i"'-y-^°"(;i-i)>' 

so  wird  die  vorstehende  Gleichung 

0  =  öA'-l-  fcfc^+  cÄ  +  c  +  a'fc'*+  i'fc'^-l-  c'A'+  e' 
in  welclier  A  oder  k'  elimioirl  werden  muss. 
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75. 

Durch  die  vorhergehenden  Substitutionen  haben  wir  schon  die 
Gleichung  (a)  des  Art.  63  in  die  folgende  verwandelt, 

(m — 1)/  +  {m  —  m)l'  =  1 

Fuhrt   man   hierin   die   Grössen  k  und  k'  des  vor.  Art.  ein,  so  geht 
sie  über  in 

k  +  k'  =  i 

womit  aus  der  letzten  Gleichung  des  vor.  Art.  leicht  k  oder  k'  eli- 
iiiinirt  werden  kann.  Eliminirt  man  k^  so  bekommt  man  die  End- 
l^leichung 

O  :=  (a  —  a)k"+  (6'+  Sa+b)k'^+{c  —  3a—2b—c)k'+  (e+a+b+c+e) 

Hai  man  hieraus  k'  berechnet,  so  werden 


fi'=  -  R'  = 


(m-l){l+jl) 


(m'-m)(4+X) 

vvomit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


76. 
Da  die  Endgleichung,  welche  wir  eben  erhalten  haben,  von 
^^\'ei  Unbekannten,  nemlich  von  k'  und  A,  oder  was  dasselbe  ist, 
^^on  k'  und  d'  abhängt,  so  lassen  sich  viele  verschiedene  aplana- 
^^sche  Loupen  von  der  hier  verlangten  Form  herstellen,  von  denen 
^^anche  indess  nicht  annehmbar  sein  dürften.  Zur  Berechnung  muss 
'^an  ursprünglich  einen  passenden  Werth  von  d'  annehmen,  und  da- 
^öit  durch  die  Gleichung 

'  =  Kl  ±  l/*^i^) 

^©n  entsprechenden  Werth  von  A  aufsuchen,  worauf  die  übrige  Rech- 
■^ung  bestimmt  ist.  Da  jedem  Werthe  von  d'  zwei  Werthe  von  A 
entsprechen,  von  welchen  der  eine  posiliv,  und  der  andere  negativ 
^^  so  bekommt  man  für  jeden  angenommenen  Werth  von  d'  zwei 
^^rschiedene  aplanatische  Loupen,  von  denen  jedoch  diejenige, 
^^Iche  dem  negativen  Werthe  von  A  entspricht,  gemeiniglich  ausge- 
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aitl'  st'lir   grtisso  ICrdmtutiiim'n   iler 


sL-lilusM>n    werden    riiiii^»! .    dii 
Linticoobcrlläclieu  IhUrt. 

Zur  schiirfeu  und  di'tinilivcn  Bcreclimiiig  t'ini-i-  solclien  a)ilana- 
lisclien  Loupe  gehüil  übrigens  noch  die  Ziizioluing  der  Dicken  der 
beidun  Uusseren  Linsen,  die  im  Vurölelienden  übergangen  werden 
üind..  Man  kann  diesn  beiden  Dicken  immer  einander  gleich,  iiuil 
als  sehr  klein  ansehen,  sie  folglich  durch  die  oben  entwickelten  all- 
gemeinen Ausdrucke  leiclit  mit  in  Rechnung  ziehen.  Sic  sollen 
übrigens  weiter  unten  angegeben  werden. 


77. 
Zur  Berechnung  eines  Beispiels  worden  wir  hier  zuerst 
Krechnngj^verhältnisse  annehmen,  die  uns  Iji-i  den  meisten 
gedient  haben.  neuiUch 

m  =  l,f)3',l1 
m'=  I.äi'Jt 
null  die  Dicke  der  milth-ren  Linse 

d'  =  o.a 

setzen.     Es  folgt  hieraus  ' 

X=:  +  1.06752.  und  ^  —  0.93673 
wovon    nur   der    positive  Werth    angewandt  werden    soll, 
kommt  nun  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  7i: 
a  =  -t-       5.238,  fc  =  +  15.007,      c  ^  H-  26.85,  e  =  ■ 
a' =  +  413.3,       6'ss  +     4.079,     f' a=  +  n.72,  e=  - 
und  hieraus  ilie  Hndgleichung 

408.1  fc'»+  34.80fc'^-  60.85fc'-|-  61.99  =  0 
deren  einzige  reelle  Wurzel 

fc'  —  _  0.6600 
ist.     Schliesslich  weiden  hiemit 

R=  —  R'=  +  1.256 

fi'=  —  R"=  ■+•  2.901 

gefunden.    Diess  ist  ein  ausführbares  Resultat. 

78. 
Wir  wollen  noch  ein  Beispiel  mit  Zugrundelegung  der 
Brechungs Verhältnisse,  die  zu  dem  Beispiel  des  Art.  72 


(lieseltR'n 
Bei-ipiulen 

4 


14.91 

0.011 


mittlerers 
haben.« 
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m  =  1.5970 
m'=  1.5291 
und  dabei  wieder  A  =  +  1 .06752  setzen.     Es  werden  nun 
a=         6.001,     6=15.78,       c  =  26.49,     e=       13.71 
a'=  1084.7,         6'=    6.564,     6-'=  11.60,     c'=—  0.007 

1078.7fc'^+  40.35A'^—  64.45A'+  61.97  =  0 

k'=  —  0.4516 

«=  —  «"=  +1.176 

ß'=  —  /?"=  +  3.216 
welches  Resultat  vom  vorhergehenden  nur  wenig  verschieden  ist. 
Dass  aplanatische  Loupen  der  in  Rede  stehenden  Form  mit  Erfolg 
ausgeführt  werden  können,  ist  praktisch  nachgewiesen,  da  die  Herren 
Stbinhbil  solche  anfertigen,  die  im  ganzen  nicht  unbeträchtlichen 
Gesichtsfelde  sehr  reine  Bilder  geben.  Dass  der  Mangel  an  Achro- 
matismus  hier  keine  merkliche  Undeutlichkeit  hervorbringt,  kann 
vielleicht  als  eine  besondere  Eigenthümlichkeit  des  Auges  angesehen, 
und  damit  erklärt  werden,  dass  das  Auge  bei  der  Betrachtung  eines 
Gegenstandes  durch  eine  Loupe  für  die  Abweichung  wegen  Kugel- 
gestalt weit  empfindlicher  ist,  als  für  den  Chromatismus. 


§•  4.   Anhang  und  Nachtrag. 

79. 

Mit  der  BeziATerung  dieses  Artikels  bricht  das  Manuscript  des  Autors  plölz- 
'><^h  ab,  ohne  die  am  Schlüsse  des  Art.  76  in  Aussicht  gestellten  Angaben  über 
die  Dicke  der  beiden  äusseren  Linsen  zu  enthalten.  Die  dem  Manuscripte 
^iliegenden  BrouillonbUlller  geben  über  den  Inhalt  der  beabsichtigten  Fort- 
Atzung  keine  bestimmte  Auskunft:  es  scheint,  dass  der  Verfasser  noch  die 
l^ifierentialformeln  zu  entwickeln  gedachte^  durch  welche  der  Einfluss  einer 
^^ndening  in  den  Linsenkrümmungen  auf  die  Yereinigungsweite  der  Strahlen 
•bestimmt  wird*). 

Den  bezüglichen  Aufzeichnungen  des  Verfassers  entlehnen  wir  die  folgen- 
«l«!!  Artikel. 


^1   Vergl.  die  Anmerkung  am  Schlüsse  des  Art.  40. 
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80.  I 

»Es  isL  in  Bezug  auf  »chroiniiliscbe  Objective  Uberliaupl  ein  wesfntlä<^^<=r 
llmsland  zu  erörtern,  nclmlich  zu  untorsuclicn ,  wie  viel  an  der  guten  ^^^  w- 
kung  des  Objectivs  eingebUssl  wird,  wenn  die  berechneten  Werlhe  derrtÄ»lb- 
messer  der  brechenden  OberfUichcn  in  der  Ausführung  nicht  genau  hei^e^Cdlt 
worden  sind.  Es  ist  diese  Untersuchung  um  so  mehr  erforderlich ,  da  ^  «ich 
der  geschickteste  Ktlnstler  die  genaue  Ausftlhrung  dieser  Mfiasso  nicht  -^^^sr- 
bUrgen  kann,  und  sie  ihm  Anleitung  giebt,  die  Halbmesser  zu  erkena^a^n, 
deren  Aenderung  am  zw  eck  massigsten  vorgenommen  wird,  wenn  eiu  ö«-»ge- 
fei'tigtes  Objectiv  bei  der  Prüfung  desselben  Verbesserungen  wUnschensw^nli 
oder  nothwendig  erscheinen  lüssl. 

Die  Lesung  dieser  Aufgabe  besteht  in  der  Ermittelung  der  DifTeren aja]- 
quotienlen  der  Brennweite  in  Bezug  auf  die  genannten  Halbmesser,  w«»boi 
aber  genügend  ist,  diese  Dilferentialguolientcn  auf  die  mit  der  Abscitisensm- 
parallel  einfallenden  Strahlen  zu  beschranken. u 


B<.  -  m 

Da  die  vom  Verfasser  angestellten  analytischen  Enlwickelungen  der  f>iQ^ 

rential  forme  In  eine  Bexeichnungswe.ise  vorausselien,  die  von  der  in  der  vorlier- 

gehenden  Abhandlung  gewählten  wesentlich  abweicht,   so   mag   hier  die    Mil- 

iheilung   der   numerischen  Anwendungen   genügen.     Dieselbon   beziehen     sicfi 

auf  zwei  Objeclive,  welche  mit  den  im  obigen  §.  2  berechneten  nahe  Uhew-eift- 

kommen,  wenn  man  die  Längenmaasse  entsprechend  redudrt. 

«Setzt  man  die  Brennweile  /"  =  4127^7 

die  halbe  Oeffnung  k  =      35.0 

so  sollen  die  vier  Halbmesser  resp.   die  folgenden  Werlhe  erhalten: 

I.  Objectiv  Jl.  Objectir 

r  =+1793^2*7  r   =+     470^333 

r' =  —    277.974  r'  =  —     496.525 

r"  =»  —    277.974  i""  =  —     496.525 

r'"=  -    647.53«  r"'=  +26965.6 

Hil  diesen  Daten  findet  sich ; 


lür  das  erele  Objecttv 

IH\ 

/»n 

/äfl 

i>r\ 

(57) 

M 

M 

(s?') 

rothe  Ceütralstnihlen 

+  0.8055 

-  8.53*0 

+  10.1678 

—  1.871*- 

rolhe  Randslrahleo 

+  0.2061 

—  8.9169 

+  10.5628 

_1.89l»- 

violette  Gentralstrahlen 

+  0.SI38 

—  8.87i5 

+  10.859« 

-  2.«0!lS- 

+  0.2lii 

—  9.2574 

■*■  11.2512 

-  «.OSiS" 

/ 
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für  das  zweite  Objectiv 

(57)  ("5^)  (7^)  (jf^'l 

rothe  Centralstrahlen  +  3.0212  —  2.6875  +  3.2020  —  0.0040808 

rothe  Randstrahlen  +3.0304  —2.7442  +3.2674  —0.0010829 

violette  Centralstrahlen  +3.4430  -2.7955  +3.4207  —0.0044547 

violette  Randstrahlen  +3.4522  -2.8522  +3.4864  .  0.0044568 

82. 

»Man  sieht,  dass  ein  Fehler  in  den  Halbmessern  der  brechenden  Ober- 
flächen in  diesen  beiden  Objectiven  sehr  ungleiche  und  verschiedene  Wirkung 
Hussert;  beim  ersten  Halbmesser  ist  die  Wirkung  im  ersten  Objectiv  kleiner 
al3  im  zweiten,  aber  bei  den  anderen  drei  Halbmessern  findet  das  Entgegen- 
gesetzte statt.  Die  Wirkung  eines  Fehlers  beim  dritten  Halbmesser  ist  bei 
beiden  Objectiven  am  grOssten.  Hal)e  man  z.  R.  in  der  Ausfuhrung  dieses 
Halbmessers  um  fünf  Linien  gefehlt,  so  werden  die  Aenderungen  der  Ver- 
einigungsweiten der  oben  betrachteten  Lichtstrahlen  der  Reihe  nach 

im  ersten  Ohjectiv        im  zweiten  Ohjectiv 


50^84 

16^04 

58.81 

46.34 

54.30 

n.10 

56.27 

n.43 

ne     5^43 

1^42 

grüsste  Längenabweichung    5.43 

Nun  zeigte  aber  die  in  der  früheren  Abhandlung  geführte  Untersuchung 
^es  Königsberger  Heliometerobjectivs,  dass  in  diesem  bei  derselben  Gattung 
^OQ  Strahlen  die  grösste  Abweichung  =  4^244  ist*],  und  dennoch  ist  dieses 
objectiv  eines  der  besten  vorhandenen,  und  zur  Zufriedenheit  Rbssbl's  aus- 
Befallen.  Man  erkennt  hieraus,  dass  eine  Längenabweichung  wie  die  eben 
angeführte  für  die  Anwendung  ohne  sonderlichen  Nachtheil  bleibt,  und  dass 
^aher  das  obige  zweite  Objectiv,  dessen  eben  erhaltene  grOsste  Längen- 
^b^eichung  nur  unbedeutend  grösser  ist,  als  die  des  Königsbei*ger  Objectivs, 
^■^  dem  Halbmesser,  dessen  Fehler  den  grössten  Einfluss  äussert,  einen  Fehler 
Von  5  Linien  verträgt,  während  bei  dem  ersten  Objectlve  dieser  Fehler  wohl 
^tQe  merkliche  Abnahme  der  Deutlichkeit  der  Rüder  verursachen  würde.  Das 
^^ireite  Objectiv  ist  also  sicherer  und  leichter  herzustellen  als  das  erste. 

83. 

•Wenn  man  annehmen  darf,  dass  der  Fehler  des  zweiten  und  des  dritten 
Halbmessers  in   der  Ausführung  derselbe  bleibt,    so   wird   die  Totalwirkung 
dieses  Fehlers  gleich   der  Summe  der  Einzelwirkungen  dieser  beiden   Halb- 
loesser,  folglich  in  diesem  Falle 


*)  Siehe  Art.  77  der  ersten  dioptrischen  Abhandlung,  S.  161  dieses  Bandes. 


-»It-Il  ojvctiv 

bpiin  zv,eit(!ll  Obj 

1  .r.33R 

+  0..'i1  ifi 

l.ttlö« 

+  l).5S32 

l.'JK*? 

+  0.GS82 

t.3'J«8 

+  0,63:i9 

I 


Die  Wirkung  eines  Fehlers  wird  also  unler  dieser  VornusseUang  vi^, 
kleiner,  aber  heim  zwciu-n  Objeetiv  mehr  wie  drei  Mnl  so  kloin  als  beir» 
ersten,  wilfarend  die  belrelTenden  Halbmesser  des  zweileti  Ubjectivs  veaiffßt^ 
alx  zwei  Mal  su  f^ross  sind  als  die  des  ersl«n. 


J 


8i. 


»Um  diese  Belrachlungen  zu  vervüllsUtndigci),  niuss  der  Umslond  im~-^ 
hinzugezogen  werden,  dass  der  bei  der  Ausfuhrung  eines  Objerlivs  lu  tr -j 
fürchtende  Fehler  in  den  Halbmessern  der  brechenden  Oberfljk'ben  hei  v^^ 
schiedener  GrOsse  dieser  Halbmesser  verschieden  ausfallen  muss.  Ein  glei^^ 
förmigeres  Maass  des  zu  befUrchUinden  Fehlers  erhult  man  durch  I^infUhr^^, 
der  »KrUmmungu  dieser  Oberllllehen ,  wenn  man  darunter  die  Abscisse  ^^ 
llandatrahlen  in  ihrem  Einfallspnnkt  versteht,  die  dem  Sinus  Versus  des  ^ 
treffenden  Cenlriwinkels  gleich  ist.  Bezeichnet  man  hier  diese,  jedesmal  y^^ 
der  betreffenden  OberflHche  an  gerechneten  Abscisscn  mit  q,  q',  etc.,  so  vrlni 
msn  mit  hinreichender  Genauigkeit  die  Werthe  der  DifferenlUI()uotienten 

die    man    sowolit    auf   die   Gentralslralilen     wie    auf    die    RnndstrabiGU  m 
wenden  darf. 

Nimmt    mnn    nun    o'oi    zur    Einheit    an,    so    ßndet   man    für   die  beiilNr] 
olligen  Objeclive  dii'  folgenden,  numerischen  Werthe: 


/ 


ftlr  (Ins 

er»le  Objectiv 

rur  die  rothen  Centralstraiilen 

+  <0.79 

—  10.3t 

-1-(S.88 

-     -        -        RaniJstrahlen 

•4-  10.82 

—  10.77 

+  (8.76 

-11 

-     -    Violellen  Centralstrahlen 

+  H.SS 

-  40.50 

+  )3.18 

-13 

-     -          -         Handslrahlen 

+  H.S5 

-(1.18 

+  (3.59 

-( 

für  das 

!«oa.  Objecii 

iv 

m 

(H) 

m 

1 

für  die  rotben  Centralstrahlen 

■+■  10,89 

—  10.82 

+  18.89 

_ 

-     -        -        Handslrahlen 

+  10.92 

-  ll.o;> 

+  O.lü 

-     -    violetten  Centralstrahlen 

+  H.:J3 

-  11.2Ü 

+  (3.77 

-      -          -         Randstrahlen 

+  11.3« 

-  11. iS 

+  (*.03 
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Also  die  Wirkung  eines  und  desselben  Fehlers  in  den  Krümmungen  dei* 
Halbmesser  der  brechenden  Oberflächen  ist  (vorausgeselzt,  dass  die  Kugel- 
gestalt dieser  Oberflächen  stets  erhalten  bleibt]  in  diesen  beiden  Objectiven 
bis  auf  Weniges  dieselbe,  nur  ist  beim  zweiten  Objectiv  die  aus  einem 
solchen  Fehler  entoiehende  Aenderung  in  den  Yereinigungsweiten  der  ver- 
sciiiedenen  Sirahlengaitungen  geringer  als  beim  ersten  Objectiv.  Jenes  ver- 
Uligi  also  ohne  grü6sere  Beeinträchtigung  seiner  Wirkungen  grössere  Fehler 
in  diesen  Krümmungen  als  dieses.« 


Nachtrag. 

85. 

Im  Art.  20  ist  die  Gleichung   ti"'—  u  =  P-^Qk^  aufgestellt  und  behufs 
Beseitigung  der  sphärischen  Abweichung  in  die  beiden  Gleichungen 

tt"'—  7t  =:  P    und     (?  =  0 

terfoUt  worden.     Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,    dass   die  in  die  gegenseitigen 
Abstände  d  der  Linsenoberflächen  multiplicirten  Glieder  in  P  selbst  noch  von 

k  abhängen,  so  dass  P  eigentlich  die  Form  ^"^  tt^^*^  annimmt,  mithin  Q  um 

dp 

2^  zu  vermehren   ist.      Dadurch  erleiden   die  in  der  Abhandlung  gegebenen 

EntWickelungen  an  einigen  Orten  gewisse  Modificationen,  welche  im  Folgenden 
aufgeführt  werden  sollen.  Es  war  dem  Verfasser  keineswegs  entgangen,  dass 
die  in  seinem  Manuscript  enthaltenen  Formeln  mit  einigen  in  Euler's  Dioplrik 
abgeleiteten  Resultaten  nicht  völlig  im  Einklang  standen,  und  er  sprach  gegen 
den  Schreiber  dieser  Zeilen  das  Bedauern  aus,  dass  er  bei  dem  Zustande 
seiner  Augen  vorläufig  nicht  daran  denken  könne,  dem  Grunde  dieser  Ab- 
weichung nachzuforschen.  Wäre  es  ihm  vergönnt  gewesen,  die  letzte  Hand 
an  die  Redaction  seiner  Abhandlung  zu  legen,  so  würden  die  hier  in  den 
Nachtrag  verwiesenen  Ergänzungen  vermuthlich  schon  im  Texte  der  Abhand- 
lung Berücksichtigung  gefunden  haben.  Einer  Entschuldigung  dafür,  dass 
der  Herausgeber  nicht  diese  Umarbeitung  unternommen ,  wird  es  hoffentlich 
iucht  bedürfen;  wohl  aber  hat  derselbe  ausdrücklich  zu  betonen,  dass  ihm 
Air  die  Mängel  dieses  Nachtrags  die  Verantwortlichkeit  allein  zur  Last  fällt. 


86. 

Gehen  wir  von  den   im  Art.  i4   gegebenen  Fundamentalgleichungen   aus, 
welche  wir  in  der  Form 

«'*'«:'*')  =  n'*'  -  n')  B'  +  n'«  +  i-i'A'A^ 

jichreiben   können,    so  werden   durch   dieselben  die  reciproken  Vereinigungs- 
v^eiten   ft'  /r"  tt"'  . . .  als  (lineare)    Functionen   von   A'2  bestimmt.      Da  jedoch 

Abkaadl.  d.  K.  B.  Oenellsch.  d.  Wi«!flen8ck.  XV.  52 


}(enURen,  so  müssen  noch  die  Glipcler  n'tr,,  ti"n„  -.  .  von  k  »bhaugen 
es  kHQn  diese  Abhilngigkcit  innerhall)  drr  Grenien  der  liier  eiTorderliuhe 
nauiglteil  dndureh  b«rUcksichli^l  werden,  dass  man  aus  ihnen  die  resp.  G 


aussondert  und  uiit  den  bereits  explicile  von  k  i)biiiin^i<;cn  tiliederii 
einigl. 

Dadurch  nehmen  die  erwilhnlen  Fundainenlalglei' düngen  die  Geslal 

-  n']  R-  +  nSr,  +  ^  {V  +  i-r^'^]  k\k' 

wo  jelit  n,  n„  n„  . .  ■  die  Werlhe  dieser  GrAsüen  ftlr  k  =  0,  d,  h.  d 
Hiekitunt;  der  npUsclien  Achse  entsprechenden  reciproken  Vercini(!iint;s' 
lieEeiohnon.  Aus  den  in  den  Arlt.  13  und  13  bewiesenen  Reiiilirineti 
man  leicht 

nriUiin  nach  nusjterahrler  Sitbslitulion: 

)  /{  +  „,r    +  '   LI.''  4 

„■v-=  („•"-„-,  ;r+,,v„H--;-jr+2»-(i:)'|^;jr» 

..  w.     Hieraus  ergeben  sich  durch  [)ilTerenliiilion 
len  die  Gleichungen  iieivor: 

»V  =  (»'  — »i  l:  +««  +  ylt'  I 

„V  =  (»"  -  «■)  «■  +  «•,,,  +  ji;,  (/.  !■•  +  r  r>) 

»■■',i"=   ;;."■-  »")  r+  »",r„+    -;,-,  (;./••  +  l'l,'>  +  AT')  | 
deren  Gesel/  sororl  in  die  Augen  springt. 


9S'" 
u.  s.  w.     Damit  gel 
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87. 

'  Will  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  durch  successive  Addition 
die  den  Formeln  des  Art.  1 5  entsprechenden  Ausdrücke  ableiten,  so  darf  man 
nur  in  der  jedesmaligen  letzten  Gleichung  die  von  k  abhängigen  Glieder  bei- 
behalten, und  erhült  folgende  Reihe  von  Gleichungen 

n'n'    =nn  +  {n'-n)R-t-^Lk^ 

a'irt:"  =  M  7t  +  (/»'  -  n)  «+(«"_„')  «'  +  /»' « '  TT,  (/  -»-  ^  [L  k*  +  L'k'*} 

n"'7€"'=  n  7t  +  (n'-  n)  «  +  (/»"-  n')  Ä'-*-  In"'-  n")  R'+  n'n'rr.d-t-  n:Wfr,4' 

+  ^.H{i^k*+L'k'*-*-L'T*} 

Uior  gelton  die  Wortbe  der  s^mintlichen  n  auf  der  rechten  Seite  für  ä  =  0, 
^väiHrend  die  von  k  ahhiingigen  Glieder  vermöge  der  Relationen  des  Art.  13 
^^m€     die  Form  gebracht  werden  können 

+  (4  -7r'c/)2(1  -7rV)2r} 

Die  Abweichungen  dieser  Ausdrücke  von  denen  des  Art.  i5  erklären  sich 
^^^^l^sch  aus  dem  Umstände,  dass  dort  die  in  den  sogenannlen  Nebengliedern 
^o»:-l^QUj,i,enjp,j  7f'  TT,  . . .    noch  Functionen  von  k  geblieben  sind.     Für  kleine 

^'^^rthe  der  Entfernungen  d  d'  . .  .    erhält   man   den  Gleichungen  des  Art.  16 

^^t^prechend 

ebenfalls  mit  leicht  erkennbarem  Gesetze. 

Ebenso  nehmen  in  dem,  Art.  17  erörterten  Falle  von  sechs  Brechungen 
fdie  von  k  abhängigen  Glieder  unter  den  jetzigen  Voraussetzungen  die  Form  an 

-ir'2  (4  +  Ätt'Vh-  2/f^fP)  {[L  4-r+  r+  4  /rV/L-h4  /rV(I-l-r) J  ;1 4-7r,,(f')44. 

+  [r"-hL»^4-L^-  4/i»W"  (L*^+  L^j  -  47r^c/»U\} 


88. 

Wenden  wir  uns  zu  den  Modificationen,  welche  in  Folge  der  vorstehenden 
allgemeinen  Entwickelungen  in  den  Anwendungen  auf  specielle  Fälle  ein- 
treten, so  haben  wir  zunächst  die  Gleichung  (b)  des  Art.  22  zu  betrachten. 
Dieselbe  wird  zu  ersetzen  sein  durch 


0  =  I+rn-rH-  \nLd^\7r"L"d' 

5«» 


(M 


SO  (liiss,  wie  li'idil  zu  SL-hfii ,  keine  wcilpiv  Aciiderung  nis  die  Vcrdopi>o| unj; 
(lor  An.  S5  ciiiiieflllirli-n  Hülfi^rösso  C  voraunc-bmon  isl.  Schroibl  mnn  xur 
AhkUl^lUIl^ 


dl)  = 


6ü-t 


< 


!i»  erhllU  man  k'icbi 

sr=  i[rt-7«)3 

Uiormil  Rchen   bei  der  «\veili>n  Appro 
Am.  «8  und  29  rosp.  Über  in 

(0.085891)  s»+  a  (0,8;t78a7)  3  +  (I  .!j7'J097]  =  0  J 

und  (0. 081183)1/^+2(0. 8:15UT)f  +  (I.G75157I  =  0  B 

Kur  Hüs  erste  Ohjcettv  folgen  daMiis  <)ie  Werthe 

fl=  -6.53*13,     H=  -t-0.fi31i6,     fl' =  —  i.054H3,     R"=  -i,739f>* 
mit  einer  Differeni  von  +67  Einheilen    der  letzten  Sielle,    wührend  für      *"* 
Kweite  Objectiv 

(/  =  —4.75857,  H  =  +«.:i86.10,  fi'  =  —  S.'iKSSi  ,  fi "  =  _  0.03O  *-  ' 
Hefunden  werden.  Diese  Werllie  haben  um  579  Kinheiion  diT  leUlen  git.«Ilf 
abgenommen. 

Die  Rechnung  für  die  drille  Annäherung  in  Benug  auf  d.ns  Kweile  Obj« 
ergibt  endlich 


A  =  +0.00764S9 

B  =  +0.0079523 

C  =  +0.000895 

2C=  +0.024446 


J  = 
J'  = 

D  = 
D'  = 


-1.15(i448 
h  2.336233 
-1.1557(52 


\ 


nebst  der  Endgleichung 

(0. 0841906)9^  +  2(0. 8361474)^+ (1.5754422)  =  0 
und  hieraus 
y  ==  -4.758163,    fl  =  +2.386646,    «'=-2.282192,    fl"=+0.03(l7ft6 

89. 

Bei   den  im  §.  3   behandelten  Linsensystenien    mit   vier  Brechungeo  g™' 
zunitchsl  die  Formel  des  Art.  49  in  die  modiHcirt«  Gleichung 

0  =  i  +  A'+r'+/,"'+4fl:Vi  +  4!i"d'(i  +  /.'i  —  47r'"(/"L"' 
Qhcr,   wodurch   der   Werth   der  Art.  5S   deßnirton    llülfsgrössc   C  eine  cni- 
spreehendc  Acnderung  crleidcl.     Die  Glieder  der  zweiten  Zeile,  nünilieh 

+  A"*?r'i  (/  +  \-ift"{L  +  /.')  </'-  S-'rt"'L"'Ü" 
hallen  einfach  den  Fiictor  2  zu  erhallen.      Diese  Aenderung  IrSgl  steh  a'it  'ü'' 
in  den  beiden  Rndgleichuugen  durch  g  und  j'  bezeichneten  Glieder  über,  *on 
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n  das  loUlerc  mit  der  in  den  Artl.  50  und  54  ebenso  beieicbneten 
igrösso  g'  solhstversUlndlich  nicht  verwechselt  werden  darf.  In  Art.  58 
es  wiederum  die  Grössen  C  resp.  c,  welche  durch  die  in  Rede  stehende 
lerung  betroffen  werden.  Da  indessen  in  den  numerischen  Anwendungen 
thaiben  die  Linsendicken  vomachlüssigt  worden  sind,  so  bleiben  die  nur 
iie  erste  Approximation  berechneten  Resultate  unverändert. 


90. 

Erst  bei  Art.  63  u.  fol^g.,  wo  die  Dicke  der  mittleren  Linse  als  beträcht- 
vorausgesetzt  wird,  treten  wesentlichere  Modificationen  ein.  Die  Gleichung 
les  Art.  63  verwandelt  sich  in 

0  =  (L  4-  V)  i^  -f-  r-4-  V 

durch  Ausführung  der  n  den  Artt.  68  und  69  gelehrten  Rechnung  in  die 
;leichung 

[h  4-  6')  X^  +  (a"H.  a"')  }?  H-  [6"^.  6'")  l^  -i-  (c^H-  c'")  X  +  e"-h  e'"«  0 

he  folglich  jetzt  auf  den  vierten  Grad  in  Bezug  auf  X  steigt. 

Substituirt  man  dagegen  die  Ausdrücke  des  Art.  74;  so  nehmen  die  dort 

^stellten  Formeln  die  folgende  Gestalt  an: 

^  {m'^  [K  -f-  X^)  n  -h  m'2  (3  m'4-  m)  [1  -  X)  HH 

4-  m'(3  m'-f-  2  wi)  (1  4-  X^)  X'^l'-h  (m'4-  m]  (1  —  X)  X^}  =  0 

0  =r  a *3  +  6 A2  +  c*  +  «  4-  aT» -I-  6'Ä'2  4-  c'*'-h  e' 


c  =  (2  WH- 3)  (4  -«-Jlji, 


(1   +^2)^2, 


A'  =  (m'-  m)  /' 

f?  =  (m-1)(m4-1)(<  -f-A)=^ 


b' 


(4  -  A»)  l 


m'—  m 

/ (m'— m)(inj*-m)   /.       ^^  ^^ 


m'2 


91. 

Es   sollen  jetzt    die    numerischen    Beispiele   der   Artt.  70,  74,  72,  73,  77 

78  untersucht  wonien. 

in  den  Fällen  der  Art.  70  —  73  erhält  man  für  X  die  Endgleichungen 

85i4-4.538A3-.4l.922;i2  — 25.723A-  9.955  =  0.  i  =  —0.4743 

68A4-1.468A3-10.376A2_36.472A-25.797  «=  0 ,  A  =  -0.8677 

71A4  — 1.460AJ-11.304A2-21.823A-I-  2.992  =  0,  A  =  +0.1286 

I7A«-1.421  A3-10.363A2-38.808A—20.245  =  0,  A  =»  -0.5760 


78Ä 


P.  A.  Hansen, 


«riebe  EU  anniogen  BetrachtungeD  Anlass  gehen,  wie  die  in  den  angefOhrleO' ] 
Artikeln    an^jestelllon,    da    es   sich   liier   nur   um   Wurzeln  k   bandeln    kann, 
welche  von    ±1    nicht  allzu   sehr   abweichen.      Wührend   indessen    in   deni 
Falle  des  Arl.  TS   ein  entsprecbendes  Linsensyslem  Uberhiiupl  Dicht  cs.islirtv, 
fubrl  joUtl  die  tweite  Wunol  der  obigen  dritten  (iloichung 

l  =  +^.3r,0fi 
auf  ein  Linsensystem  mit  den  Dimensionen 

tt  =  —n'"=  +1. 01)52 

/{'=  —H"=  +2.6009 

Ohschon  also  auch  hier  die  Dicke  der  miUlcren  Kronglaslinse  der  Breon- 
weile  naho  gleich  und  folglich  praktisch  nicht  herslellbar  sein  wird,  bleibt 
doch  die  Frage  offen,  ob  durch  eine  weitere  Aendcrung  der  Brecbnngs- 
verhHltnissu  nicht  ein  Werth  von  l  berboigeftlhrL  werden  könnte,  <)er  die 
Kinhett  weniger  überstiege  und  damit  zuliissigo  Dimensionen  znr  Folge  hail«. 
Die  LinaenkrUmmungen  sind,  wie  ninn  sieht,  sehr  massig. 


=  0.9566 


02. 

Was  endlich  die  in  den  Artl.  77  und  78  bereehncton  apianalischen  Systeme 
Ix-lriiri,  so  ergeben  sich  wiederum  nur  unbedeutende  Verschiedenheiten.  Die 
(•ntsprechenden  Werthe  stehen  wie  Tolgl: 


Kntes 

8,.i™. 

+ 

5.62» 

/,    : 

=  +  l.i, 007(1 

r'  = 

-(-!6,836!l 

•■  = 

+ 

1 1.9069 

+  Ut.«90 

//: 

=  +  i;t.0870 

c'  = 

+  )S 

.5421 

e'  = 

+ 

0.0107 

4:tK.(}tiA' 

■  +  il.979r'- 

-6l.l9tt'+ 

62.390 

-  0 

A'  = 

-0.65(60 

«  = 

-r 

'=  +1 

.2499 

«■  = 

-;r 

=  +2.8653 

Zweites  S>stem. 
I-       6.450         /*  =  + 15.9204         c  =  +26.4771         e  =  +13.70)9 
(-1166.877         l>'=  +21.0576         c'=  +12.4086         c'=  +  0.0068 
1160. 43^':'+56.328r^— 65.259  A'+62. 556  =  0 
/!'=  -0.44586  «=-«■"=  +4.1714 

«■»  -r  =  +3.1773 


93. 

Zum  Schdissc  (nOj^cii  die  Wcrthc  der  [Mnie((eii  Di(rerentifl(quolienlen  der 

Vereiiii);un|^weileii ,  j^enomiiieii  sowohl  ti.tcli  den  (tecipro((en  dei'  Linsenhiii(>- 

invssor,  als  nach  den  DrcchungsexiHinenlen  und  den  Abstanden  der  brvehenden 

KCichcn ,   angeführt  werden.     l)ie  Ausdrücke  ^   dienen   zur  BerecbDung  der 


im  Art.  8(  geforderten  Grössen 
ä7  "  (st)    -JTT 


U 


war  linde!  man  leicht 


nr 


,1/  _;«-i. 
i7-  -  [liT,} 


^7]  DiopTRiscHE  Untersuchungen.  783 

Den  Bezeichnungen  des  Art.  84  gemäss  hat  man  ferner 


oder  mit  Vemacblässigung  von  k^ 

^  =  1  äA-2  ^     folglich  dQ  =  ^  k^dR 
mithin 


5^  "        (JfcTiivja'Sft 


u.  s.  w. 


Mit  Hülfe  der  Differentialquotienten  nach  n  und  d  kann  der  Einfluss  einer 
Aenderung  in  den  BrechungsverhHltnissen  und  den  Linsendioken  auf  die  Ver- 
einigungsweite der  Strahlen  ermittelt  werden. 

Die  Ableitung  der  betreifenden  Differentialausdrttcke  bietet  keine  Schwierig- 
keit, als  etwa  die  Länge  der  Rechnung.  Benutzt  man  die  abgekürzten  Be- 
zeichnungen 

r  =  4  Ä  (TT  -  Tt')  -I-  3  (7r'2  -  7r2) ,  r'  =  4/«' • /r,-7r")  -f-  3 (/c"2  -  7r,2) 

LT«  (Ä-7t')  (Ä-3/t')-|-7r(/<-7r),  [/' =  (Ä'- tt")  (ä'-Stt")  "«-Tr,!/«'- /r,) 
r  =  (Ä  -  n')  (R-i  n')  .  F'  =  fÄ'-  /r")  (Ä'-  2  tt") 

u.  s.  w.,  so  erhält  man  mit  leichter  Mühe 
^1=  -{R-n)^Jj'T\       J^  =  (Ä  -  «')  (jf  r'-  {«'-  n..)  V\     |^  =  ffl'-  n")  V 

T  =  '.«'-»)  I^")'^"'       JF  =  (""-"')  (^f''"'  J^  =  («"'-«"i.s" 

^  =  («' -  /e")  (^) *  r"-   «"-  7r„)  U" ,  J^  =  (fl"-  n'"]  V 


u.  s.  w. 


94. 

Scbn»ibl  man  noch  der  Kttrac  halber 

[4,1]  =  Lki-Vk"* 

[1,2]  =»  Lk*-L'k'*-L"k"* 

[2,1]  =  tAi  +  t'A'*-rr« 

elc.,  so  ei^el>en  sich  niiltelsl  <ler  Ausdrucke  dos  vorigen  Artikels 


für  drei  Brccliungnn: 

^'  =  -"-S?-(S)'|'  +1  (W +  «■-.  +  rr.)  +  ili„  +  -M, 

Das  BitdungsgeseU  dieser  Ausdrücke  ist  leicht  eritenflbar,  so  dass  d 
ohne  Scbwierigkeil  auf  eine  beliebige  Aazahl  von  Brcchunj^en  auf 
werden  können. 

October  187t. 
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